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Prologo

La excelente acogida que se ha venido dispensando a las cuatro primeras ediciones de este
libro de Méaquinas Eléctricas, nos ha animado a realizar esta quinta edicion bajo los auspicios
de la editorial McGraw-Hill/Interamericana de Espaiia. El texto trata dg los principios y apli-
caciones de las méaquinas eléctricas que todo ingeniero, cualquiera que sea su especialidad de
origen, empleara a lo largo de toda su vida profesional, merced a su aplicacion en las diferen-
tes fases de los procesos productivos. El libro es el fruto de mas de treinta afios de experiencia
en la enseiianza de las mdquinas eléctricas dentro de los Cursos de Electrotecnia impartidos
por el autor en diferentes Escuelas Técnicas Espafiolas de Ingenieria Superior y de Ingenieria
Técnica. En la actualidad, gran parte del texto es utilizado por el autor para explicar la segun-
da parte de la asignatura Electricidad y Electrotecnia en la E.T.S. de Ingenieros de Caminos,
Canales v Puertos de la Universidad Politécnica de Madrid.

El Capitulo 1 se refiere a los circuitos magnéticos y a los principios bésicos de la con-
versién de energia en el que se explican las leyes de los circuitos magnéticos, las pérdidas
en los materiales ferromagnéticos y también se deducen las expresiones de las fuerzas en
sistemas de traslacién, y las del par en sistemas de rotacion. Se incluyen ejemplos de aplica-
cién en los que se calculan los pares de diversas maquinas eléctricas desde un punto de vista
unificado.

El Capitulo 2 se dedica a los principios generales de las maquinas eléctricas. Se explican
los conceptos bdsicos comunes a las méquinas tales como: estator*, rotor, inductor, inducido,
tipos de colectores, devanados, etc. Se analizan las f m.m.s. producidas por diferentes conti-
guraciones de devanados, haciendo especial hincapi€ en el teorema de Ferraris que constituye
el principio de funcionamiento de las maquinas de c.a. Se estudia de una forma general la
generacion de f.e.m. en una maquina eléctrica, explicando también la creacion del par elec-
tromagnético desde el punto de vista de interaccion de las f.m.m.s. del estitor y rotor. El
capitulo finaliza con un andlisis cualitativo de las principales maquinas eléctricas, de tal
modo que el estudiante pueda identificarlas con facilidad y conozca desde el principio las
maquinas existentes y su funcionamiento basico.

El Capitulo 3 se refiere a los transformadores. Se detallan los aspectos constructivos y el
principio de funcionamiento del transformador ideal. A continuacién se seiialan los efectos
reales que tienen lugar en esta mdquina y se desarrolian los circuitos equivalentes del trans-
formador de potencia, junto con los ensayos que se precisan para determinar los parametros
que intervienen en e} circuito final. Este esquema organizativo es el que se sigue en el libro
para estudiar el funcionamiento de todas las maquinas eléctricas.

% Fp la dltima edicién del afio 2001 del Diccionario de 1a Real Academia Espafiola de la Lengua, se ha incluido
por fin este término y con acento ortografico o tilde. Se hace de este modo justicia a una palabra pronunciada de este
modo desde hace més de 100 afios por los ingenieros eléctricos y que se consideraba por los eruditos como un argot.
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El Capitulo 4 esta dedicado a las mdquinas asincronas o de induccién. Fundamentalmente
el tema se refiere a los motores trifasicos, en el que se explican el principio de funcionamien-
to, circuito equivalente y ensayos necesarios para la determinacién del mismo. Se estudia el
balance de potencias en estas maquinas y se determina la ecuacién general del par de rota-
cion. Sc analiza més tarde el proceso de arranque de los motores trifdsicos y los diversos
meétodos existentes para lograrlo. Se explica también el motor de induccién monofasico y se
describen algunas méquinas asincronas especiales como: el regulador de induccién, los ejes
eléctricos y el motor de induccidn lineal.

El Capitulo 5 se refiere a las médquinas sincronas, que en su funcionamiento como genera-
dor es la maquina principal por antonomasia en las centrales eléctricas. Se explica el funcio-
namiento del alternador en vacio y en carga, destacando el fenémeno de la reaccién del
inducido y la obtencion del circuito equivalente. Se estudia el régimen de funcionamiento de
un alternador tanto en una red aislada como conectado a una red de potencia infinita. Se
analiza el motor sincrono y también el diagrama de limites de funcionamiento de una maqui-
na sincrona.

El Capitulo 6 se dedica a las maquinas de c.c.; se inicia el tema explicando los aspectos
constructivos y el principio de funcionamiento que incluye el fenémeno de la reaccién de
inducido y la conmutacién en estas maquinas. Se estudia el funcionamiento de la maquina en
régimen generador y motor; en este caso se explica con detalle la regulacién de velocidad que
ofrecen, haciendo una referencia especial al sistema de regulacion Ward-Leonard. También
se explican los métodos de frenado de los motores de c.c. por procedimientos cldsicos y el
funcionamiento de la mdquina de c.c. en cuatro cuadrantes.

El Capitulo 7 se dedica a los accionamientos eléctricos cuya importancia es cada vez
mayor en la industria moderna. Es una materia interdisciplinar entre el mundo de la electréni-
cay el de la electrotecnia. Se explica de una forma sencilla el principio de funcionamiento de
los semiconductores, describiendo los diversos tipos de convertidores electréonicos utilizados
en la regulacion de las mdquinas eléctricas. Se describen luego los accionamientos eléctricos
tanto con motores de ¢.c. como con motores de c.a. En ambos casos se incluyen notas infor-
mativas de su aplicacion especifica a la traccién eléctrica espafiola, por lo que seri de gran
interé€s para aquellos ingenieros que desarrollan su labor en los talleres de mantenimiento de
ferrocarriles eléctricos y trenes metropolitanos.

Se han incluido en el libro tres apéndices; el primero explica el desarrollo historico de las
maquinas eléctricas. En un principio el autor queria incorporar este apéndice como capitulo 0,
a modo de introduccion del libro, pero se consideré més tarde que era demasiado especializa-
do para empezar el texto y por ello se ha dejado en este lugar. Esperamos fervientemente que
este apendice sea de utilidad para los profesores de ingenieria eléctrica. Es opinién del autor,
que los profesores de Universidad estamos obligados a dar una formacién mas humanistica a
los alumnos y que debemos ensefiarles cémo ha ido progresando la ciencia y la tecnologia, y
el porque se ha avanzado en una direccién y no en la otra, porque esto ayuda a conocer las
relaciones entre las diferentes ramas cientificas. A guisa de ejemplo, podemos indicar que e]
desarrollo de la electrénica no hubiera sido posible sin un adelanto suficiente de la electrotec-
nia, y de un modo andlogo, el progreso de los ordenadores finicamente se puede justificar por
un avance espectacular de la electronica.

En el Apéndice 2 del libro se hace un repaso de las series de Fourier, cuyo conocimiento
es necesario para estudiar los arménicos de campo en el entrehierro de las miquinas eléctricas
y tambi€n los armonicos de tensién producidos por los convertidores electrénicos utilizados
en los diversos accionamientos eléctricos. En el Apéndice 3 se estudia el sistema por unidad
que representa una normalizacidon que se emplea frecuentemente en el andlisis de sistemas
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eléctricos de potencia y que en el caso de las maquinas eléctricas constituye un método muy
atil para comparar los parametros de méquinas de diferentes potencias nominales.

En cada capitulo del hibro se han incluido una gran variedad de ejemplos de aplicacion
con su solucion completa, facilitando por una parte la labor del profesor que lo utilice en su
asignatura, ya que podra dedicar menos tiempo a la tediosa manipulacién numérica y mds a
las deducciones basicas. Por otra parte, estos ejercicios facilitan el autoaprendizaje del alum-
no, ya que cada nuevo conceplo que se introduce, va seguido de unos ejemplos de aplicacion
que le serviran para comprender mejor la teoria presentada, lo que permite afianzar las ideas
de un modo progresivo sin dejar lagunas en la interpretacion de los conceptos implicados. Al
tinal de cada capitulo se han incluido entre veinte y treinta problemas en los que se da tinica-
mente la respuesta final. Con ello se pretende ayudar al profesor en la bisqueda de nuevos
problemas para realizar en clase y facilitar el trabajo del alumno, para que pueda comprobar
su propio progreso y nivel de conocimientos. Teniendo en cuenta los ejemplos resueltos a lo
largo de cada capitulo y los problemas finales, el libro contiene cerca de trescientos proble-
mas que facilitan el aprendizaje de esta matena.

En cada capitulo se incluye una amplia bibliografia de ampliacién de los temas estudiados
en la leccidn, que puede ser util para aquelios estudiantes que deseen una mayor profundiza-
cion de la teoria. Representan la mayor parte de las referencias que ha utilizado el autor en la
redaccion del hibro. También se incluyen biografias de cientificos, ingenieros y profesores
que han contribuido directa o indirectamente al desarrollo de la ingenieria eléctrica. Ha sido
una tarea bastante ardua encontrar algunas de las biografias, pero se ha hecho un gran esfuer-
z0 para que el estudiante conozca los protagonistas de la historia eléctrica, a quienes con esta
semblanza el autor rinde su homenaje. La lectura de estas biografias suavizard la lectura dcl
libro y ayudara al alumno a conocer las aportaciones mds importantes que realizaron estos
ingenieros, a los que la humanidad les debe respeto y gratitud.
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CAPITULO 1

Circuitos magnéticos
y conversion de energia

1.1. INTRODUCCION

En los circuitos eléctricos, la conexién existente entre los elementos pasivos se realiza por
medio de materiales conductores que obligan a que la corriente eléctrica Siga determinados
recorridos, obedeciendo las leyes de Kirchhoff. Cuando se trata de estudiar las maquinas
eléctricas, electroimanes y otros dispositivos electromagnéticos, se plantea un problema simi-
lar de canalizar y concentrar altas densidades de flujo magnético, en las regiones donde se
necesita, o cual se logra por medio de materiales ferromagnéticos. Un circuito magnético
estd formado generalmente por una estructura de hierro, sobre la que se arrollan una o més
bobinas por las que circulan corrientes, que dan lugar a los flujos que aparecen en el sistema.

El cdlculo riguroso de los flujos producidos es generalmente muy dificil y para una deter-
minacién precisa serfa necesario emplear correctamente las ecuaciones de Maxwell y la ayu-
da de un calculador de tipo analégico o digital (ordenador); sin embargo, las reglas de los
circuitos magnéticos que se estudian en este capitulo permiten resolver el problema de una
forma aproximada y la mayor parte de las veces suficiente para las aplicaciones que se dan en
la Electrotecnia.

El comportamiento de un circuito magnético viene determinado fundamentalmente por el
cardcter solenoidal de las lineas de induccién magnética (div B = 0) y por el hecho de que en
los materiales ferromagnéticos la permeabilidad es elevada y muy superior a la del vacio
(1 >> ). Estas condiciones corresponden, en el caso de circuitos eléctricos, a la considera-
cién de que la densidad de corriente J es solenoidal, es decir, div J = 0 (lo cual es siempre
cierto, en todos aquellos puntos en donde no existan almacenamientos de carga), ya que la
conductividad ¢ de un conductor es muy elevada frente a la de un aislador o dieléctrico. Esta
similitud hace que puedan aplicarse a los circuitos magnéticos todos los teoremas de redes
analizados en un curso de teoria de circuitos eléctricos, aunque la resolucidén es algo mds
compleja, debido al carécter no lineal del niicleo ferromagnético.

En este capitulo se estudian los diferentes tipos de materiales magnéticos, haciendo espe-
cial hincapié en los ferromagnéticos por su importancia como elemento estructural basico de
las mdquinas eléctricas. Se analizan las leyes de los circuitos magnéticos y se explican las
analogias con los circuitos eléctricos, definiendo los conceptos de reluctancia y permeancia
como conceptos andlogos a la resistencia y conductancia. Se desarrollan las expresiones de la
energia y coenergia magnética y mds tarde se calculan las expresiones de las pérdidas en el
hierro: por histéresis y por corrientes de Foucault, dando a continuacién una serie de ideas
constructivas sobre las chapas magnéticas y su composicién quimica. Se explican también los
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circuitos magnéticos excitados con bobinas alimentadas por c.a. y se comparan los fenéme-
nos que tienen lugar con los que se presentan en las bobinas con nicleo de hierro alimentadas
con c.c., se desarrolla el circuito equivalente de una bobina con nicleo de hierro y se determi-
na la forma de onda de la corriente de excitacién. El capitulo finaliza analizando la conver-
sién de energia en sistemas magnéticos dotados de movimiento de traslacién, dando detalles
del funcionamiento de electroimanes, relés y contactores y su importancia en los automatis-
mos eléctricos. También se estudian los fenémenos de conversién de energia en sistemas de
rotacion, lo que permite una introduccién a los motores de reluctancia y a las méquinas
eléctricas, comprendiendo la generacién de par en las mismas y los fenémenos energéticos
puestos en juego.

1.2. MATERIALES MAGNETICOS

Como ya se conoce de un curso bésico de electromagnetismo, las propiedades magnéticas
macroscépicas de un material lineal, homogéneo e is6tropo se definen en funcién del valor de
la susceptibilidad magnética y,,, que es un coeficiente adimensional que expresa la proporcio-
nalidad entre la magnetizacién o imanacién M y la intensidad del campo magnético H de
acuerdo con la ecuacién:

como quiera ademds que la induccién magnética B estd relacionada con los campos Hy M
por:

B=y, (H+M) [Teslas] (1.2)
teniendo en cuenta (1.1) resulta:
B=p, (H+y, H)=p(l +x,) H=py p, H=pH (1.3)

donde u representa la permeabilidad magnética del medio (u = p, u,) y u, la permeabilidad
relativa, que a su vez es igual a 1 + y,.; 14, es la permeabilidad del vacio y que en unidades SI
vale 47 1077 H/m. De acuerdo con el valor de 1., los materiales se clasifican en:

® Diamagnéticos: si 1, & 1 (y, es del orden de ~107)
® Paramagnéticos: si i, ~ 1 (y,, es del orden de +107)
m Ferromagnéticos: si 11, > 1 (y,, tiene un valor elevado)

Para comprender el comportamiento magnético microscépico de un material es preciso
recurrir a la mecénica cudntica. Sin embargo, se puede dar una descripcién cualitativa de los
fen6menos magnéticos en base al modelo atémico cldsico de Bohr-Sommerfeld. De acuerdo
con este modelo podemos suponer que el dtomo esta formado por un nicleo central fijo que
contiene protones y neutrones alrededor del cual giran los electrones describiendo 6rbitas
cerradas que pueden considerarse como circuitos eléctricos. Cada uno de estos circuitos ori-
gina un momento magnético dipolar m (que es el producto de la corriente por la superficie de
espira del circuito), que va asociado a un momento angular L o momento de la cantidad de
movimiento (L = mr?w, siendo m la masa del electrén, r el radio de su érbita y w la velocidad
angular de giro). Hay que tener en cuenta también que el electrén gira sobre si mismo (espin
del electr6n), lo que da lugar a un mayor momento angular y a un momento magnético dipolar
adicional que se incorpora al 4tomo. Al efecto anterior se denomina interaccién espin-orbital
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(o enlace L-S), gracias a la cual el momento orbital de los electrones se enlaza con su momen-
to magnético de espin, formando el momento magnético total del atomo.

1.2.1. Diamagnetismo

En un material diamagnético, el momento magnético neto debido a los movimientos orbitales
de los electrones y a sus espines en cualquier dtomo particular es cero en ausencia de campo
magnético externo. Al aplicar un campo exterior de induccién B, aparecerd una fuerza sobre
los electrones orbitales de acuerdo con la férmula de Lorentz:

F,=q (uxB) [Newton] (1.4)

donde g es la carga del electrén y u la velocidad de los mismos. La fuerza provoca un cambio en
la velocidad angular de los electrones (hay que tener en cuenta que la fuerza centripeta que
surge como consecuencia del movimiento del electrén alrededor del niicleo es muy superior a
las fuerzas que actiian sobre el electrén por parte de los campos exteriores, y por este motivo los
radios de las 6rbitas no varian al colocar el 4tomo en un campo exterior y solamente se modifica
la velocidad angular de los electrones). El cambio en esta velocidad se denomina frecuencia de
Larmor. Como consecuencia del cambio en la velocidad, se modifica el valor de la corriente
electrénica equivalente, lo que da lugar a la creacién de un momento magnético neto. En defini-
tiva, éste es un proceso de imanacién inducida, que de acuerdo con la ley de Faraday-Lenz
representa un momento magnético inducido que se opone siempre al campo aplicado, reducien-
do de este modo el valor de la induccién. El efecto macroscépico del proceso es equivalente a
una imanacién negativa que se puede describir por medio de una susceptibilidad magnética y,,
negativa del orden de —107°. El bismuto, el cobre, plomo, plata y oro presentan estos efectos. El
diamagnetismo se debe principalmente al movimiento orbital de los electrones dentro de un
4tomo y est4 presente en todos los materiales. En la mayoria de ellos el efecto es muy débil y es
por lo que a veces este fenémeno queda enmascarado por otros mds fuertes, como asi ocurre en
los materiales paramagnéticos y ferromagnéticos, que se estudiardn mds adelante. Los materia-
les diamagnéticos no presentan magnetismo remanente, lo que significa que el momento mag-
nético inducido desaparece cuando se anula el campo exterior aplicado. El valor de ,, en los
materiales diamagnéticos es independiente de la temperatura, y este fenémeno, que fue descu-
bierto experimentalmente en 1895 por Pierre Curie, justifica el hecho de que el movimiento de
Larmor de los electrones se establece muy pronto y tanto el movimiento térmico como las
colisiones entre dtomos no modifican la frecuencia de Larmor.

1.2.2. Paramagnetismo

En algunos materiales, los momentos magnéticos debidos a los movimientos de los electrones,
orbital y de espin, no se cancelan completamente y los dtomos y moléculas tienen un momento
magnético neto. Al aplicar un campo magnético externo, ademds de producirse un efecto dia-
magnético débil, el campo tiende a alinear los momentos magnéticos moleculares en el sentido
del mismo, lo que provoca un aumento de induccion. El efecto macroscépico es entonces equi-
valente a una imanacién positiva, es decir, a una susceptibilidad magnética positiva. El proceso
de alineamiento es considerablemente contrarrestado por las vibraciones térmicas aleatorias del
material. Hay poca interaccién coherente entre dtomos y por ello el aumento de la induccion es
bastante reducido, siendo y,, del orden de 107°. Los materiales que presentan este comporta-
miento se denominan paramagnéticos, destacando entre ellos: aluminio, magnesio, titanio y
wolframio. El paramagnetismo se produce fundamentalmente por los momentos dipolares mag-
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néticos de los espines de los electrones. Las fuerzas de alineamiento del campo actuando sobre
los dipolos moleculares son contrarrestadas por la distorsién que produce la agitacién térmica.
Al contrario que el diamagnetismo, que es independiente de la temperatura, el efecto paramag-
nético si que depende de ella, siendo més fuerte a bajas temperaturas, cuando hay menos agita-
ci6n térmica. La susceptibilidad paramagnética sigue la ley de Curie:

A = T (1.5)
en la que C es una constante y T la temperatura absoluta. A la temperatura ambiente el valor
anterior es, como se ha mencionado antes, del orden de 1073, es decir, del orden de cien veces
la susceptibilidad diamagnética. Esto significa que en las sustancias paramagnéticas se puede
prescindir del efecto diamagnético debido a su bajo valor.

1.2.3. Ferromagnetismo y ciclo de histéresis

El tipo mds importante de magnetismo (en cuanto a sus aplicaciones tecnélogicas se refiere) lo
presentan los materiales ferromagnéticos. Reciben esta denominacién aquellas sustancias que
tienen imanaciones grandes aun en presencia de campos magnéticos muy débiles. A la tempera-
tura ambiente y por encima de ella* sdlo tres elementos, hierro, cobalto y niquel, son ferromag-
néticos (también lo son los elementos de las tierras raras: gadolinio y dysprosio). Casi todas las
aleaciones y compuestos ferromagnéticos contienen uno o més de estos tres elementos o de
manganeso, que pertenecen al mismo grupo de elementos de transicién en la tabla periédica.
(Debe destacarse, sin embargo, que los aceros inoxidables con 18 por 100 de cromo y 8 por
100 de niquel, asi como el acero al manganeso, con 14 por 100 de Mn, no son ferromagnéti-
cos). La facilidad de imanaci6n de estas sustancias procede de las fuerzas mecanico-cudnti-
cas, que tienden a alinear paralelamente entre si a los espines atémicos préximos, aun en
ausencia de un campo magnético aplicado (estas fuerzas de intercambio que alinean los espi-
nes adyacentes se conocen como interaccion espin-espin y dependen criticamente de la dis-
tancia entre los dtomos). La citada alineacién no se produce en todo el volumen del material,
sino que se encuentra por zonas, denominadas dominios magnéticos, los cuales pueden tener
volumenes comprendidos entre 10 y 107 cm®, conteniendo entre 10° y 10" 4tomos. La
raz6n por la cual los materiales ferromagnéticos forman dominios es compleja; la capa elec-
trénica 3d del dtomo estd parcialmente completa, como se muestra en la Figura 1.1 para el
caso del hierro (existen cuatro espines no apareados), lo cual es una condicién para que exista
paramagnetismo. Sin embargo, la separacién entre los dtomos de los materiales ferromagnéti-
cos es tal que las fuerzas de intercambio cuénticas que se producen hacen que los espines de
los electrones de estos dtomos se alineen paralelamente (interaccién positiva).

Cuando una muestra de material ferromagnético se coloca dentro de un campo magnético,
los dominios tienden a alinearse, de tal forma que sus campos magnéticos se suman al campo
externo, resultando un campo total mds fuerte. Este efecto puede observarse por medio de la
curva de la Figura 1.2, que relaciona la induccién B resultante en funcién de la intensidad de
campo magnético H.

* El ferromagnetismo es una propiedad que depende de la temperatura, y para cada material ferromagnético
existe un valor, denominado temperatura de Curie, por encima del cual el material se hace paramagnético. Este
fenémeno ocurre cuando el movimiento térmico es suficientemente grande para vencer las fuerzas de alineacién.
Para el hierro, la temperatura de Curie es de 770°C.
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Figura 1.1. Estructura atémica del hierro.

Inicialmente, la muestra se encuentra en un estado magnéticamente neutro, debido a que
los dominios tienen alineaciones orientadas al azar, resultando un momento magnético total
nulo. Al aplicar una intensidad de campo magnético (o excitacién magnética) definida por un
H,, (Fig. 1.2) de pequefio valor, se produce un desplazamiento de las paredes que separan los
dominios, ensanchando éstos, a costa de los que estan orientados menos favorablemente, los
cuales se contraen. Este crecimiento es reversible, y si se elimina el campo H, exterior, la
densidad de flujo también desaparece. Si se va elevando el valor de H, los dominios contindan
aumentando de volumen, a la par que van produciéndose rotaciones bruscas para que sus
momentos magnéticos sigan la direccién mas préxima a H. Este movimiento es irreversi-
ble, y si deja de aplicarse la excitacién magnética, permanece la alineacién de los dominios
que han rotado. Si se sigue incrementando el valor de H, el proceso de alineacion continiia
gradualmente, extendiéndose simultineamente a los dominios (caso anterior) y a los mo-
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Dominjo t Crecimiento reversible
magnético 0 :
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Figura 1.2. Curva de imanacién del hierro.
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mentos magnéticos dentro de los mismos, de tal forma que cuando los dominios estan
alineados totalmente se dice que el material se ha saturado, resultando una permeabilidad
relativa unidad.

La curva dibujada en la Figura 1.2 se denomina curva de imanacién de la muestra yenla
Figura 1.3 se representan algunas formas de curvas de magnetizacién (o imanacién) para
diversos materiales empleados en la construccién de maquinas eléctricas. Se observa que la
chapa magnética* posee mejores cualidades magnéticas que el hierro fundido o que el acero
fundido, ya que para la misma excitacién magnética H se consiguen inducciones mas eleva-
das, lo que supone un volumen menor del material.

Para resolver ejercicios précticos o estudiar con ayuda de un ordenador un circuito mag-
nético es mds conveniente utilizar una expresion analitica que relacione B con H. Una ecua-
cién tipica debida a Froelich es:

aH
B =
1 +bH

que eligiendo unos valores adecuados para las constantes a y b, pueden aproximarse a las
curvas de magnetizaci6n de los materiales reales. [En muchos de los problemas propuestos a
lo largo de este capitulo se utilizar4 la expresién (1.6) para definir las diferentes curvas de
magnetizacion, lo cual da una mayor agilidad a los cilculos; hay que resaltar que en los casos
reales deberdn utilizarse las curvas de magnetizacién que proporciona el fabricante]. Hay
que destacar que la relacién B = f(H) en estas curvas no es lineal, lo que indica que la
permeabilidad del material definida por:

(1.6)

=y (1.7)

dependerd del valor de la excitacién magnética que se aplique.
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Figura 1.3. Curvas de imanacién de diversos materiales.

* En el apartado 1.5 se explicard la constitucién y se justificara la existencia de las chapas magnéticas.
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Realmente, el valor de B que se produce en un material ferromagnético debido a una
determinada excitacién magnética H no es una funcién uniforme como se indica en la Figu-
ra 1.3, sino que depende ademds de la historia del material. Para observar este fenémeno,
consideremos que la muestra ferromagnética se introduce dentro de una bobina como indica
la Figura 1.4a. En la Figura 1.4b se muestra la curva B = f(H) que se obtiene al aplicar
excitaciones magnéticas H de diferente magnitud y signo. Se parte del material desmagneti-
zado indicado por el punto a de la Figura 1.4b, y se aplica un campo H creciente introducien-
do en la bobina una corriente, p. €j., en la direccién indicada en la Figura 1.4a, hasta que se
alcanza el punto b. Cuando se hace disminuir H, se reduce el valor de B, pero segin un
camino diferente. Al volver H a cero persiste una cierta magnetizacién (punto c). Al valor de
B en este punto se le conoce con el nombre de magnetismo o induccién remanente y consti-
tuye el estado de magnetizacién permanente de la muestra. El punto d determina el campo
coercitivo, que es el campo opuesto que resulta necesario aplicar para desmagnetizar la
muestra (por inversién en el sentido de la corriente de la bobina de la Figura 1.4a). Si conti-
nuamos hasta el punto e y después invertimos el sentido de cambio de H, llegaremos a formar
una curva cerrada denominada ciclo de histéresis*.

La causa de este ciclo es la dificultad que presenta €l desplazar las paredes de los dominios.
Las imperfecciones del cristal tienden a fijar las paredes, que como consecuencia no se mueven
suavemente con el campo aplicado. Esta histéresis, que en algunos materiales resulta muy
grande, es la que permite la existencia de imanes permanentes muy potentes. (La condicién
esencial de todo iman permanente es tener una estabilidad perfecta, es decir, guardar mucho
tiempo sin variacién sus propiedades magnéticas. Debe, pues, tener un magnetismo remanente
intenso y una fuerza coercitiva importante. Para imantar una barra se enrollan a su alrededor
espiras conductoras repartidas regularmente por toda su superficie y se hace circular durante un
tiempo una corriente continua intensa. La evolucion de los imanes permanentes ha sido conside-
rable en los dltimos cincuenta afios. Al principio se utilizaba inicamente acero al carbono;
actualmente se emplean aleaciones especiales a base de hierro, niquel, cobalto e incluso con

) Muestra
Bobina ferromagnética

<

_Hm

T

|

L |--c----------0

max

a) Bobina con niicleo de hierro b) Ciclos de histéresis

Figura 1.4. Ciclo de histéresis.

* El término histéresis procede del griego y significa retraso, indicando con ello el retardo en la imanacién de un
material respecto al campo aplicado. Por ejemplo, cuando H es positivo y alcanza el valor cero, B es todavia positiva
en el valor remanente B,, o cuando B llega a cero, entonces H tiene ya un valor negativo y representa el campo
coercitivo H,.
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Tabla 1.1. Pardmetros de la curva de histéresis para diversos materiales

.

o

Hierro 99,9 Fe 5.000 80 2,15 10
Hierro al silicio 4 Si; 96 Fe 7.000 48 1,97 59
Hierro al silicio 3,3 Si; 96,7 Fe 10.000 16 2 50
Permalloy 45 Ni; 54 Fe 25.000 24 1,6 50
Mumetal 75 Ni; 2 Cr; 5 Mn; 18 Fe 110.006 24 0,72 60

elementos de las tierras raras.) Las sustancias ferromagnéticas con mucha histéresis se llaman
duras, mientras que las que presentan poca se denominan blandas o dulces. Se observa
en la Figura 1.4b que para un valor de H corresponden varios de B, lo que matemadticamente
expresa una funcién multiforme y que indica, como ya se adelantaba antes, que el estado
magnético depende de la historia del material, es decir, depende de los estados magnéticos
anteriores. Hay, sin embargo, una curva B(H) perfectamente determinada, y es la que
se obtiene uniendo los vértices de los ciclos correspondientes a diversos H,,, aplicados
(Fig. 1.4b), lo que da origen a la curva de magnetizacion de la sustancia indicada en la
Figura 1.3 para diversos materiales. En la Tabla 1.1 se muestran algunos valores caracte-
risticos de la curva de histéresis (y algunos otros pardmetros) para diversos materiales em-
pleados en la Tecnologia Eléctrica.

1.3. LEYES DE LOS CIRCUITOS MAGNETICOS

La descripci6n exacta del campo magnético requiere el uso de las ecuaciones de Maxwell y el
conocimiento de las relaciones entre la induccién B y la intensidad del campo magnético H
en el medio en el que se establecen los campos. Como quiera que en lo concerniente a las
madquinas eléctricas las frecuencias de las sefiales puestas en juego son bajas, se pueden
emplear con suficiente exactitud las aproximaciones que implican la utilizacién de lo que en
electromagnetismo se denomina campo cuasiestacionario. En definitiva, se puede despreciar
la corriente de desplazamiento en las ecuaciones de Maxwell, siendo por consiguiente vélidas
las relaciones magnetostaticas siguientes:

divB=0 ; rotH=J ; B =uH (1.8)

Recuérdese de un curso de electromagnetismo que la primera relacién anterior indica la im-
posibilidad fisica de poder aislar los polos magnéticos, representa de otro modo una forma
elegante de justificar el cardcter solenoidal de las lineas de induccién B (las lineas de campo
magnético son cerradas, sin principio ni fin). La segunda ecuacién (1.8) es la ley de Ampere
en forma diferencial y que en forma integral se convierte en:

%H-d]=JJ'ds=Zi=Ni=,7 [A.v] (1.9)
b3 S
que indica que la circulacién del campo magnético H a lo largo de un camino cerrado 7 es

igual a la suma de corrientes que atraviesan cualquier superficie S apoyada en el camino. Si
existen N espiras llevando cada una la corriente i, la suma de corrientes serd igual al produc-
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to Ni. Este producto tiene gran importancia en el estudio de las mdquinas eléctricas y se
denomina fuerza magnetomotriz 7 (de un modo abreviado, f.m.m.) y que se mide en una
unidad ttil para el ingeniero denominada amperivuelta (A.v). La f.m.m. es la causa de que se
establezca un campo magnético en un circuito, de un modo analogo al de fuerza electromotriz
(f.e.m.) que es la causa, en un circuito eléctrico, de que se establezca una corriente eléctrica.

En la mayoria de las situaciones précticas que se suelen dar en el estudio de las maquinas
eléctricas, el camino y elegido para aplicar la ley de Ampere (1.9) coincide con la trayectoria
media seguida por las lineas de campo magnético H; por otro lado, si el material es homogg-
neo e is6tropo, la magnitud de H es la misma en todo el recorrido, de ahf que (1.9) se transfor-
me en la ecuacion escalar siguiente:

H¢ = 7= Ni (1.10)

en la que ¢ representa la longitud magnética media de las lineas de H.

Si el recinto 7 no es atravesado por ninguna corriente, la ecuacién (1.9) nos indica que el
campo magnético es entonces irrotacional y que por consiguiente procede del gradiente de un
campo escalar denominado potencial magnético U, es decir:

rotH=09§H'dl=O:>H=—gradU [A.v/m] (1.11)
b

El potencial magnético U es andlogo al potencial escalar eléctrico V.

La tltima ecuacién (1.8) representa la relacién existente entre los campos By H 'y que se
denomina permeabilidad. En los materiales homogéneos e is6tropos se cumple la relacion
modular:

B=uH [T] (1.12)

ya que B y H son uniformes y los campos vectoriales correspondientes tienen la misma
direccién y sentido. En los materiales ferromagnéticos, u tiene un valor elevado y no es
uniforme, lo que significa que su magnitud depende del médulo de H. Para los demés mate-
riales, sean aislantes o conductores eléctricos, la permeabilidad es practicamente la del vacio :

to=4n - 107  [H/m]

Otro concepto que se debe recordar es el de flujo magnético @ que atraviesa un drea S, que
viene definido por:

@:J B-ds [Wb] (1.13)
S

y que en unidades S.I. se mide en Webers. En la préctica, la induccién magnética es practica-
mente constante en la seccién transversal de los niicleos ferromagnéticos y ademds tiene la
misma direccién que la superficie, y por ello (1.13) se transforma en:

®=BS [Wb] (1.14)

De este modo, si se tienen en cuenta las expresiones (1.10), (1.12) y (1.14), resulta:

B ¢
F=H{ =—€=c1>; [Av] (1.15)
I us
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Si se denomina reluctancia magnética &7 a:

¢
R=— [H"] (1.16)
uS
la ecuacién (1.15) se puede escribir:
F=0 K [A.v] (1.17)

que es una expresion fundamental para el estudio de los circuitos magnéticos y que se deno-
mina ley de Hopkinson, o ley de Ohm de los circuitos magnéticos, por su analogia con la ley
de Ohm de las redes eléctricas:

e=iR [V] (1.18)

Como se deduce de las expresiones anteriores, existe una gran analogia entre los circuitos
eléctricos y magnéticos que hacen que puedan estudiarse los circuitos magnéticos con las
mismas técnicas desarrolladas en el andlisis de los circuitos eléctricos. Pero antes de dar
a conocer todas las analogias existentes entre ambos tipos de circuitos, conviene destacar
que el circuito magnético difiere del circuito eléctrico en varios aspectos, que hacen dificil
el que se pueda llegar al mismo grado de precision en los célculos de estructuras magnéticas
que en los célculos de circuitos eléctricos. La corriente eléctrica se considera que se limita
a un camino definido (el hilo conductor); el aire circundante y los soportes aislantes del
hilo tienen una resistencia muy elevada, de manera que las corrientes de dispersién que
escapan del hilo son casi siempre despreciables comparadas con la corriente que pasa por
dicho hilo. Pero no se conoce ningtn aislante para el flujo magnético; de hecho, el propio
aire es un conductor magnético relativamente bueno; por lo tanto, es imposible sefialar a
las lineas de campo magnético caminos definidos como los que se establecen para las co-
rrientes eléctricas. Por ejemplo, en el circuito magnético de la Figura 1.5 se observa que
del flujo total producido por la bobina @, parte se dispersa por el aire: ®, y otra parte
que denominaremos flujo ttil @, atraviesa el nicleo de tal forma que se denomina coeficiente
de dispersién o de Hopkinson v al cociente :

v_d),_<I)u+(I)d_ D,

m m _1+3 (1.19)

u u u

El flujo de dispersi6n oscila entre el 10y el 30 por 100 del flujo itil, por lo que el coeficiente
de Hopkinson varia entre v = 1,1 a 1,3. Este coeficiente tiene gran importancia en el andlisis
de los circuitos magnéticos de las maquinas eléctricas.

Entrehierro

Figura 1.5. Dispersién magnética en la bobina. Expansién del campo magnético en el entrehierro.
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Otro efecto a considerar en los circuitos magnéticos es la expansion que ofrecen las lineas de
campo, al circular el flujo por espacios de aire, denominados entrehierros, como se indica en la
Figura 1.5, lo que hace que se incremente el drea efectiva de circulacion del flujo en los mismos
respecto a la superficie geométrica real. En el desarrollo de este capitulo se considerard, mientras
no se diga lo contrario, que la dispersién y expansion de las lineas de campo son despreciables.

Una vez hechas todas estas consideraciones y para comprender mas plenamente todas las
analogias entre los circuitos eléctricos y magnéticos, se van a considerar los esquemas de las
Figuras 1.6a y b. En la Figura 1.6a se ha representado un circuito eléctrico formado por un
conductor de conductividad o, longitud € y seccién uniforme S, alimentado por una pila de
f.e.m. e. En la Figura 1.6b se muestra un circuito magnético de permitividad g, longitud € y
seccion uniforme S, alimentado por una bobina de f.m.m. = Ni.

En el circuito eléctrico, el campo eléctrico no conservativo de la pila E, produce una
d.d.p. en bornes, que a su vez provoca un campo eléctrico E en todos los puntos del conduc-
tor, dando lugar segin la ley de Ohm a una densidad de corriente J = oE, cumpliéndose las
relaciones bésicas siguientes:

a) Fuerza electromotriz: e = Q E, - dl
b) Principio de continuidad: div J = 0
¢) Ley de Ohm diferencial: J = oE

d) Corriente eléctrica: i = j J - ds

S
2

1

e) D.d.p.entre dos puntos: V, =V, -V, = j E.-d

En el circuito magnético, la f.m.m. Ni provoca la aparicién de un campo magnético Halo
largo de todo el circuito magnético, que da lugar a una induccién B = uH, cumpliéndose las
relaciones bdsicas siguientes:

a) Fuerza magnetomotriz (ley de Ampére): ./ = 3€ H.d

b) Carécter solenoidal de B: div B =0

¢) Relacion del medio: B = pH

A \ TR T 3

Tl & ; ’
o - I H

+ o
e F Pila ® S N : Bobina m.‘, N

: 1 — O———— E > lB

—  —_— i v

\ ; \ !

v ” /
a) Circuito eléctrico b) Circuito magnético

Figura 1.6. Analogia circuito eléctrico-circuito magnético.
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d) Flujo magnético: ¢ =f B.ds (1.20)
N
2

e¢) D.d.p. magnético: U, = U, - U, = j H-d (1.21)

1

Comparando las ecuaciones ( 1.20) y (1.21) podemos establecer las analogias mostradas
en la Tabla 1.2.

Se observa que la f.m.m. 57= Ni en el circuito magnético cumple la misma funcién que la
f.e.m. e en el circuito eléctrico, la induccién B es andloga a la densidad de corriente J, la
permeabilidad x es andloga a la conductividad o, el campo magnético H es andlogo al campo
eléctrico E, el flujo magnético ® es anilogo a la corriente eléctrica i y el potencial magnético
U es andlogo al potencial eléctrico V. La tabla de analogias anterior puede ampliarse a magni-
tudes mds ttiles para el ingeniero. Asf, resulta m4s préctico emplear conceptos de relaciones
entre tensiones y corrientes que de campos. Sabemos, por ejemplo, que el principio de conti-
nuidad de la corriente en los circuitos eléctricos conduce al primer lema de Kirchhoff:

divJ=O:§J~ds=O:>Zi=0 (1.22)
s

que nos indica que la suma de corrientes que llegan a un nudo es igual a cero.
De un modo equivalente, teniendo en cuenta que en los circuitos magnéticos el flujo es
andlogo a la corriente de los circuitos eléctricos, se cumplird en un nudo magnético:

divB=O:>§B-ds=O:>ECD=O (1.23)
S

ecuacion que representa el primer lema de Kirchhoff aplicado a los circuitos magnéticos: la
suma de flujos que llegan a un nudo magnético es igual a cero. Por otro lado, la ley de
Ohm en forma diferencial: J = oE, se convierte en forma integral:

e =Ri (1.24)

donde R es la resistencia del circuito, que en funcién de la longitud ¢, seccién S y conductivi-
dad ¢ vale:

R=_1Y (1.25)

i

e. fem. [V] F fmm. [A.v]

J: densidad de corriente [A/m] B:  induccién [T]

g: conductividad [S/m] u:  permeabilidad [H/m]

E: campo eléctrico [V/m] H: campo magnético [A.v/m]
i corriente eléctrica [A] ®:  flujo magnético [Wb]

V: potencial eléctrico [V] U:  potencial magnético [A.v]
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Para los circuitos magnéticos, la ecuacién equivalente a (1.24) es la ley de Hopkinson que ya
se determiné en (1.17):

F=R-® (1.26)
donde la reluctancia 9% se defini6 en (1.16):
. 1¢
R=—= 1.27
us 1.27)

el lector comprobari las analogias entre las expresiones de la resistencia eléctrica (1.25) y la
reluctancia magnética (1.27). Segun (1.26), la unidad de reluctancia magnética es el cociente
de A.v/Wb, que es la inversa del henrio, es decir, H'. El inverso de la reluctancia magnética
se denomina permeancia %° = 1/92y su unidad es el henrio (H).

En la practica de los circuitos eléctricos, la ley de Ohm se convierte en el segundo lema de
Kirchhoff:

Ye=2XRi (1.28)
y de un modo andlogo, en circuitos magnéticos, la ley de Hopkinson (1.26) se transforma en:
2F=X RO (1.29)

que indica que en un circuito magnético la suma de f.m.m.s. en una malla es igual a la suma
de caidas de tensiones magnéticas, representadas por la suma de los productos de las reluctan-
cias por los flujos.

Las ecuaciones (1.23) y (1.29) son la base del cdlculo de las estructuras magnéticas. En la
Tabla 1.3 se han representado estas ecuaciones a modo de sintesis y su comparacién con las
ecuaciones de los circuitos eléctricos. También se muestran las leyes de asociacién de reluc-
tancias, que son andlogas a las de asociacién de resistencias.

De lo que antecede se deduce que un circuito magnético puede resolverse, al menos a
primera vista, como si se tratara de un circuito eléctrico, con las analogias presentadas en las
Tablas 1.2 y 1.3. En realidad, la resolucién es algo mas compleja porque hay una diferencia
esencial que hemos ocultado al lector, que hace que el cilculo no sea tan directo. Efectiva-
mente, si en la resolucién de un problema de circuitos magnéticos deseamos determinar las
reluctancias de las diferentes partes del circuito con ayuda de la ecuacién (1.27) para mds
tarde poder aplicar la ley de Hopkinson o su generalizacién en la forma del segundo lema de
Kirchhoff, se caerd enseguida en la cuenta de que el problema no es obvio, ya que para

Tabla 1.3. Leyes equivalentes circuito eléctrico-circuito magnético

Primer lema de Kirchhoff: ¥ i = 0 Primer lema de Kirchhoff: 3 ® =0
Segundo lema de Kirchhoff: X e = X Ri Segundo lema de Kirchhoff: ¥, =% # ®
N 1€ 1¢
Resistencia: R =— - [Q] Reluctancia #=—~— [H™']
ags us
Resistencias en serie: R, = 2 R, Reluctancia en serie: %, = 3, %;
1 1 )
Resistencias en paralelo: — = 2, — Reluctancias en paralelo: — =% %,
RT i %l'
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determinar 7 se necesita saber el valor de i = pou,, pero la permeabilidad relativa no se
puede conocer hasta que no se conozca H o B, que es lo que en definitiva se desea calcular. En
los problemas en los que se parte de una induccién conocida, el calculo de 1a f.m.m. se realiza
con ayuda de (1.29), donde suele ser més practico sustituir el segundo miembro por el que se
indica en la siguiente ecuacién:

2 F=XYU=3YH( (1.30)

Ahora bien, en el caso de que el dato de referencia sea la f.m.m., la dnica forma de resolver el
problema es por un procedimiento iterativo de ensayo y error; es decir, el calculo comienza
eligiendo un valor de B y determinando la f.m.m. necesaria, que se compara con la real
aplicada, a continuacién se modifica el valor de B anterior hacia arriba o hacia abajo para que
la f.m.m. se acerque al valor original y asi sucesivamente. Con un poco de practica, se resuel-
ve el problema con dos o tres iteraciones a lo sumo.

EJEMPLO DE APLICACION 1.1

El niicleo central del circuito magnético de la Figura 1.7 estd bobinado con 800 espiras. El
material es acero fundido con un valor de la permeabilidad relativa u, = 1.000. Calcular la
corriente i que debe aplicarse a la bobina para obtener en el entrehierro un flujo de 1 mWb.

Nicleo central Entrehierro
(1=250 mm; s = 4.090 mm?) (g=1 mm;/s = 4.000 mm?)

Nucleos laterales
(1= 700 mm; s = 2.000 mm?)

Figura 1.7.

SOLUCION

El circuito eléctrico equivalente es el indicado en la Figura 1.8, donde ¢#, indica la reluctan-
cia de los niicleos laterales, 7, indica la reluctancia del niicleo central y &%, es la reluctancia
del entrehierro. Los valores respectivos son:

o 700 - 107
T s 1.000-47- 107 -2.000 - 107

R.=497-10°[H"] ; #£.=199-10°[H"]

donde se ha tenido en cuenta para el calculo de ¢#, que la permeabilidad relativa del aire es
igual a la unidad (obsérvese que la reluctancia del entrehierro es pricticamente cuatro veces
la reluctancia del nicleo magnético central, de lo que se deduce la conveniencia de limitar al
maximo los espacios de aire en los circuitos magnéticos, para reducir lo més posible la f.m.m.
de la bobina).

A, =27,85-10°[H™'] :
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Figura 1.8. Figura 1.9.

Las reluctancias &7, de la Figura 1.8 est4n en paralelo, resultando una reluctancia equiva-
lente:

Geo= 21392100 [H]
EQ 2 ’

dando lugar al circuito de la Figura 1.9. En esta figura, aplicando el segundo lema de Kirch-
hoff resulta:

SNi=Y® #=107(497+ 19,9 +13,92) - 10° = 387,9 A.v*

3879
d de:i=—"-=0485 A
e donde: § 200 85

EJEMPLO DE APLICACION 1.2

Resolver el problema anterior supuesto que la curva de magnetizacion del acero fundido
viene expresada por la ecuacion:

18107 H

= : Teslas; DA
T 105 H B: Teslas H: Av/m

SOLUCION

Debido a la simetria del circuito y de acuerdo con la Figura 1.8, el flujo en las columnas
laterales vale la mitad que en la columna central, es decir:

@
=5 =05-10" Wb

Como la secci6n lateral es igual a 2.000 mm?, la induccién en estas columnas valdra:
®, 05-107

=—=————=0,25Tesl
'S T 2.000-10° i
que llevando a la curva de magnetizacién del material da un valor de H:
1,8- 107 H,

= H,=16129 A.v/m

El niicleo tiene doble flujo y doble seccién que las columnas laterales, por lo que se
deduce idéntico valor de la induccién y en consecuencia de la excitacién H, es decir:

H. =H, =161,29 A.v/m
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B 0,2
En cuanto al entrehierro, se cumplird: B =0,25 Teslas = H,=—= —5_7 =1,99-10°
Uy 4m-10
Aplicando en segundo lema de Kirchhoff a la malla 1 del circuito de la Figura 1.8, de
acuerdo con la féormula se obtiene:

352,23
NI=161,29-0,7 + 161,29 - 025+ 1,99 - 10° - 10° = 35223 Av = [ = 300 - 0,44 A

EJEMPLO DE APLICACION 1.3

La Figura 1.10 representa un circuito magnético realizado con un material ferromagnético
cuya curva de imanacion estd expresada por la ecuacion:
2-10°-H
1+10° H

El entrehierro es de 1 mm, la longitud media magnética de la estructura es de 1 m'y la seccion
transversal es uniforme de valor: 20 cm’. Calcular la induccidn magnética en el entrehierro.

B: Teslas; H: Av/m

BN = 1.000 espiras; 1 mm

s =20 cm?

Figura 1.10.
SOLUCION
La f.m.m. de la bobina es:
F=Ni=1.000-0,5=500A.v

Vamos a considerar una induccién de prueba en el entrehierro de 1 Tesla. Al ser un
circuito magnético en serie, la induccién anterior serd la que existird también en la estructura
ferromagnética. En la Figura 1.11 se muestra el circuito eléctrico equivalente. El campo en el
entrehierro sera:

B 1
H=-"=—"—-==796-10" Av/m
Ty 4m-1077 /
De este modo la d.d.p. magnética entre 2 y 3 serd:
Uyp=H,1,=796-10°-1-107 =796 A.v

que ya supera con exceso el valor de la f.m.m. de la bobina, que es de 500 A.v. Probamos
entonces con un valor menor de la induccién, por ejemplo 0,5 Teslas. En este caso el campo
H, sera:

o
I
I3
I

B 0,5
=Za- 7 _398.10°A.
L= S a0 3,98 - 10° A.v/m
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Y por consiguiente, la diferencia de potencial magnético en el entrehierro sera:

Uy =H,1,=398-10°-1-107 =398 A.v

R Fe
1 AN~
. |
T=500A.v mm g Re
- @
3

Figura 1.11.

A continuacién se calculard la d.d.p. en el hierro. Como quiera que la induccién en el
hierro es también de 0,5 Teslas, en la curva de imanacién se tendra:

2107 H

05=—F"-——
1+107°-H

= H=33333 A.v/m

que corresponde a una d.d.p. magnética:
U,=HL;,=33333-1=33333 Av
lo que requerird una f.m.m. total en la bobina:
F=Up, + Uy =333,33 + 398 = 731,33 A.vim

que es superior al valor de 500 A.v que impone el enunciado, lo que demuestra que la induc-
ci6én real es atin mds baja. Si se prueba ahora con una induccién de 0,3 Teslas, el lector puede
comprobar, siguiendo el proceso sefialado, que se obtiene:

H,=239"10° A.v/m; H=176,5 A.v/m

es decir:
Uy; =239 A, U,=1765A.v

y por consiguiente 7= U, + U,; = 415,5 A.v, que es inferior a los 500 A.v de la bobina.
Habri que hacer un nuevo intento, elevando el valor de la induccién. El lector puede compro-
bar que eligiendo B = 0,36 Teslas se obtiene una f.m.m. de 506 A.v ~ 500 A.v, por lo que se
puede tomar el valor de B = 0,36 Teslas como solucién del problema.

EJEMPLO DE APLICACION 1.4

El esquema de la Figura 1.12 corresponde al circuito magnético de una mdquina eléctrica
rotativa. Existen dos niicleos polares sobre los que se colocan unos devanados de «excita-
cidn» cuya mision es crear el flujo que atraviese al «inducido», y éste va devanado con un
bobinado (no indicado en la figura) donde se genera la f.e.m. de la mdquina al girar el
inducido movido por una energia mecdnica externa.

Las dimensiones son las indicadas en la Figura 1.12, y los materiales con los que estd
construida la mdquina son: Niicleos polares, inducido: chapa magnética. Culata:acero fun-
dido. Las curvas de magnetizacion de estos materiales son las indicadas en la Figura 1.3.
Calcular el niimero de Amperios-vuelta por polo necesarios para producir una induccion en
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el entrehierro de 1 Tesla, supuesto que el coeficiente de Hopkinson entre los polos y el
inducido vale 1,15.

Nicleo polar
(25 cm; 1.000 mm?)

Culata
(150 cm; 450 mm?)

Bobinas de
excitacién

Entrehierro
(0,6 mm; 1.200 mm?)

Inducido

Zapata polar
(50 ¢cm; 500 mm?2) palap

Figura 1.12.

SOLUCION

Para resolver este problema se seguird el mismo desarrollo que en los ejemplos anteriores,
calculando la d.d.p. magnética necesaria en cada parte de la mdquina. En la Figura 1.13 se
muestra el circuito eléctrico equivalente. Obsérvese que debido a la dispersién del flujo mag-
nético al pasar éste del estdtor al rotor, el flujo en los polos es v®, siendo @ el flujo en el
entrehierro, y de este modo resulta:

a) ENTREHIERRO. La induccién en esta zona vale 1 Tesla, lo que equivale a un
campo magnético H,:

H=oeo =
¢y 4m-107

De este modo las diferencias de potenciales magnéticos en cada entrehierro serdn:

U =Uep=Ugz=H1=7910° 06107 =477,6 A.v

=796 10° A.v/m

A w2\

( .
& entrehierro

ROLN 02

1 culata

) i
¢ |
2 cutata E Pinducido

¥

Figura 1.13.
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b) INDUCIDO: El flujo que atraviesa el entrehierro vale:
®,=0=BS,=1-1200-10°=1.2" 10 Wb

Al llegar al inducido se divide en dos partes iguales: ®; = ®/2 = 0,6 107 Wb, lo que
corresponde a una induccion en el nicleo:

.

i

@, 06107
T s T 500107

i

= 1,2 Teslas

lo que equivale en la curva de chapa magnética de la Figura 1.3 a un campo magnéti-
co aproximado H, = 200 A.v/m. Como la longitud de cada parte del inducido es de
50 cm, se tendrd una d.d.p. Uy dada por: U, = Upe = H, ;=200 - 0,5 = 100 A.v.

c) NUCLEOS POLARES: El flujo en los polos, teniendo en cuenta la dispersion, es
igual a 1,15 veces el flujo en el entrehierro, es decir:
o, 138" 107

®,=v0,=1,15"12" 107 =1,38- 107 Wb = Bp=“s—p—m= 1,38 Teslas

P

lo que equivale en la curva de chapa magnética de la Figura 1 .3 a un campo magnético
H, = 400 A.v/m. Como la longitud de cada polo es igual a 25 cm, se tendrdn las
siguientes diferencias de potencial magnético: U, = Uyp = Ugn=400-0,25=100 A.v.

d) CULATA: El flujo que circula por cada una de las partes de la culata es la mitad del
que atraviesa los polos, es decir:

®, 1,38-107 ®, 069107
22 2 =0,69-10° Wb = B = — = —————=1,53 Teslas
S 450-10

—_P

<72 2

por lo que el campo H, necesario, que se obtiene en la curva de imanacién del acero
fundido de la Figura 1.3, vale: H, =2.200 A.v/m, de este modo la d.d.p. magnética en
cada parte de la culata sera:

U,= Uy, =H, 1.=2200-1,5=3300A.v
Para calcular la f.m.m. total, obsérvese que en la Figura 1.13 se cumple:
2F=Uy + Uep + Upg + Uge + UG,;, + Uy = 27=2U0,+U+2U,+ U,
que al sustituir valores da lugar a una f.m.m. por polo:

e 2477,6 + 100 + 2.100 + 3.300

3 =2278 Av

14. ENERGIA Y COENERGIA MAGNETICA

Considérese una bobina de N espiras arrollada en un niicleo ferromagnético, tal como se
muestra en la Figura 1.14a, que se conecta a una fuente de tension variable v(f); como conse-
cuencia de ello se establecerd una corriente i(f) en la bobina que producird un flujo variable
@(f) en el nicleo. De acuerdo con la ley de Faraday, el flujo anterior creard una f.e.m. inducida
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R
O AN
—_
¢ metrs + i) —_

iy

R ohmios
N espiras
O(t)

a)

.. d(t)

Figura 1.14. F.e.m. y f.c.e.m. inducida en una bobina con nicleo de hierro.

en cada una de las espiras del devanado, dando lugar a una f.e.m. total, que puede considerarse
bien como una elevacion de tension en el sentido de la corriente (véase Fig. 1.14b) de valor:

do
-N=
dt

0 bien como una caida de tensién en el sentido de la corriente (véase Fig 1.14c), denomindn-
dose entonces fuerza contraelectromotriz (abreviadamente f.c.e.m.) cuya magnitud es:
do
e=+N " (1.32)
Las dos formas anteriores de expresar la misma ley (ley de Faraday-Lenz) suele ser motivo de
confusién entre los estudiantes, no habiendo razén alguna a este dislate. Para ilustrar mds
eficazmente la aplicacion de la ley de Faraday, en la parte central superior de la Figura 1.14 se
ha aislado una espira del devanado para ver el sentido de la f.e.m. y corriente inducida. Se
observa que la polaridad de la f.e.m. inducida es tal que produce una corriente (si la espira
estd cerrada) que da lugar a un flujo inducido en el mismo sentido del flujo inductor ®(r), y es
por ello que se hace necesario incluir el signo menos en la expresion de la f.e.m., para tener en
cuenta la ley de Lenz, de oposicién al cambio de flujo. En la Figura 1.14b se muestra el circuito
eléctrico equivalente de la bobina, donde se observa que el sentido de elevacion de la f.e.m.
coincide con el sentido de la corriente (se ha considerado que la bobina tiene una resistencia R).
En el caso de la espira dibujada en la parte central inferior de la Figura 1.14, se observa
que la polaridad de la f.e.m. inducida es contraria a la considerada en el caso anterior; en esta
situacion se produce una corriente en la espira, que da lugar a un flujo inducido que se opone
al flujo principal ®(z); es por ello por lo que no es necesario incluir el signo menos en la
expresién de la f.e.m., puesto que con la polaridad asignada se obtiene un flujo inducido que
es antagénico al principal. En la Figura 1.14c¢ se ha representado el circuito equivalente de la
bobina correspondiente, en el que se observa que ahora el sentido de elevacién de tensién de
laf.e.m. es contrario a la corriente, y de ahf la justificacién de la denominacién antes indicada
de fuerza contraelectromotriz.
Una vez hechas estas aclaraciones, vamos a calcular el balance energético que se produce
en el circuito. Si aplicamos el segundo lema de Kirchhoff a la red de la Figura 1.14c¢ resulta:

(1.31)

e =

ao
=Ri TS 1.33
v l+th (1.33)
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donde las expresiones v, i y @ son funciones del tiempo, aunque no se hagan constar explicita-
mente en la ecuacién anterior. Si en (1.33) se multiplican ambos miembros por i df resulta:

vidt = R i* dt + Ni d® (1.34)
o expresado de otro modo:
dW, = dW, + dW,, (1.35)
donde:

dW,: diferencial de energia eléctrica que entra al circuito.

dWy,: diferencial de energia disipada en la resistencia R de la bobina por efecto Joule.

dW,: diferencial de energfa suministrada al campo magnético (diferencial de energia
magnética).

La ecuacién (1.35) representa el balance energético del circuito o simplemente la ley de
conservacién de la energia. El término dW,, se puede escribir:

dW,, = Ni d® = 7 dD (1.36)

donde .7 representa la f.m.m. de la bobina. Si suponemos que en el instante inicial (r = 0) el
flujo en el niicleo es nulo y la corriente es cero, y si se incrementan estos valores hasta unas
magnitudes finales @ € i, se tendrd una energia magnética total suministrada al micleo magné-
tico por la fuente:

0

('
wﬁj T dO (1.37)

La ecuacién anterior indica que cuando se incrementa el campo magnético asociado con un
niicleo, la energia fluye de la fuente al campo. Asi pues, esta energia es almacenada por el
campo magnético tanto tiempo como el flujo se mantenga en el mismo valor, en nuestro
caso ®. Si se considera que la curva de imanacién del material ferromagnético del nicleo es
la mostrada en la Figura 1.15, que es andloga a la indicada en la Figura 1.2, pero en la que
ahora (Fig. 1.15) se ha representado en abscisas la f.m.m. en vez del campo H, y en ordenadas
el flujo @ en vez de la induccion B, entonces la energia magnética W, de la expresion (1.37)
vendré expresada por el drea comprendida entre la curva de imanacién y el eje de flujos (drea
sombreada horizontalmente).

En la teoria de los circuitos magnéticos es interesante definir una magnitud denominada
coenergia y que responde a la ecuacion:

.
W,:,:j O 4T (1.38)
0

que es el drea comprendida entre la curva de imanaci6n y el eje de f.m.m.s. (dera sombreada
verticalmente en la Fig. 1.15). La coenergia no tiene un significado fisico directo pero es de
gran utilidad para el cdlculo de fuerzas en los dispositivos electromagnéticos. Obsérvese
que la suma de la energia mds la coenergia magnética es el drea del rectangulo F Ddela
Figura 1.15.
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W

T .7A

F

ll|&

Figura 1.15. Energia y coenergia magnética.

Las expresiones (1.37) y (1.38) pueden también definirse en funcién de los campos mag-
néticos H y B. Si se considera el esquema de la Figura 1.14, en el que el nicleo tiene una
seccién uniforme S y € es la longitud magnética media (longitud geométrica media), si se
suponen uniformes los campos magnéticos, se podré escribir:

®=BS d®=SdB
F=H<{ d7=4{dH (1.39)

De este modo la expresion de la energia magnética almacenada (1.37) se convertird en:

® B
W, = j Fd® = vol - J HdB (1.40)

m
0 0

donde vol = S € representa el volumen del niicleo ferromagnético. La energia almacenada por
unidad de volumen, y que se denomina densidad de energia magnética, valdra entonces:

B
w =—~—'"=f HdB (1.41)

vol |,

De un modo andlogo, teniendo en cuenta (1.38) y (1.39) se obtiene una densidad de coener-
gia magnética:

H
wé:j BdH (1.42)

0

que tienen unas interpretaciones graficas similares a las de la Figura 1.15, si se representan
ahora el campo magnético H en abscisas y la induccién B en ordenadas. Cuando la curva de
imanacién del niicleo se considera lineal, los resultados precedentes dan lugar a expresiones
muy simples. En primer lugar, es fécil darse cuenta en la Figura 1.15 que si la curva de
imanacién es una recta, entonces coinciden los valores numéricos de la energfa y coenergia
que corresponden a tridngulos rectdngulos cuyos catetos son ®y .7, yde este modo (1.37) y
(1.38) admiten las versiones siguientes:

1.7

W, =W, =
m m 2(A

1
TP = 3 RO = (1.43)

D]
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donde se ha tenido en cuenta la ley de Hopkinson (1.26). De un modo andlogo coinciden
también las expresiones de las densidades de energia y coenergia (1.41) y (1.42):
g LB L (1.44)
=W, = — == — .
Wi = W =5 2772 Iz

La ecuacion (1.43) puede expresarse también en funcién de la inductancia L de la bobina.
Recuérdese que la inductancia en un medio lineal viene definida por el cociente:

(O]

L=N N (1.45)
y teniendo en cuenta la ley de Hopkinson:
F=RD (1.46)
(1.45) se transforma en:
o o N
L=N—=N"—=— . 1.4
Ni F R (1.47)

W =W.=-L-—>%=xL7# (1.48)

que el lector recordard de un Curso de Teoria de Circuitos.

1.5. PERDIDAS DE ENERGIA EN LOS NUCLEOS
FERROMAGNETICOS

Cuando se reducen los campos magnéticos asociados con niicleos ferromagnéticos, parte de
la energia almacenada es devuelta a la fuente. Sin embargo, parte de la energia almacenada se
pierde irremediablemente en el nicleo en forma de calor. Esta pérdida de energia es debida a
dos causas: @) caracteristica de histéresis del material (pérdidas por histéresis) y b) corrien-
tes inducidas en el nicleo (pérdidas por corrientes parasitas o corrientes de Foucault).
También se tienen pérdidas de energia en nicleos sujetos a imanaciones y desimanaciones
ciclicas por medio de excitaciones periddicas.

1.5.1. Pérdidas por histéresis

Supéngase que el nicleo ferromagnético mostrado en la Figura 1.14a es excitado por una
bobina alimentada por una fuente de variacion periddica (en particular por una tensién sinusoi-
dal) y que el ciclo de histéresis del material magnético es el que se muestra en la Figura 1.16.

Supéngase que la amplitud del campo magnético varia entre +H,, y —H,, correspondien-
do a variaciones de la inducci6n entre +B,, y —B,,. Si se considera inicialmente que la induc-
cién en el nicleo varia desde —B, (punto a) hasta B,, (punto c¢) siguiendo el tramo de cur-
va «abc», se tendrd un aumento de induccién en el ndcleo, lo que corresponde a una
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Ciclo de histéresis

Figura 1.16. Areas del ciclo de histéresis.

energia absorbida por el campo magnético y almacenada durante esta parte del ciclo, que de
acuerdo con (1.40) valdra:

B"I
W, = volf HdB =vol - w, (1.49)

-B

La integral w; de la expresion anterior representard, de acuerdo con lo indicado en el epigrafe
anterior, el drea de la superficie «abcdea» de la Figura 1.16. Si se considera ahora que la
induccién se reduce desde B,, (punto c) hasta B, (punto e), siguiendo el tramo «ce» de la curva
de histéresis, entonces resultara una energia devuelta a la fuente (red) durante esta parte del
ciclo porque es negativa, y cuyo valor es:

B

m

B!‘
W, = volj HdB =vol - w, (1.50)

El drea «cdec» de la Figura 1.16 representard la densidad de energia correspondiente, que
es el valor w, de la parte integral de (1.50). Es evidente entonces que si se somete al niicleo a
una induccidn creciente entre —B, y B,, siguiendo el camino «abc» y luego a otra induccién
decreciente entre B,, y B,, siguiendo el camino «ce», la superficie resultante «abcea» de la
Figura 1.16 representaré la densidad de energia absorbida por el nucleo ferrromagnético en
esta excitacion ciclica y que no es devuelta a la red, sino que es disipada en el niicleo en forma
de calor.

Es evidente, segilin se muestra en la Figura 1.16, que el drea mds clara corresponde a la
mitad del ciclo de histéresis y representa la diferencia de energias w, — w,. Parece 16gico, de
acuerdo con la conclusién anterior, que si las variaciones de campo se producen entre +H,,
correspondiendo a variaciones de induccién +B,,, la energia total disipada en el nicleo en
forma de calor en este ciclo completo, y que designaremos por W, sera:

WH=(V01)§HG'B (1.51)
donde la integral curvilinea se extiende a todo el ciclo de histéresis, por lo que el resultado de

la integral representard el drea que encierra el ciclo de histéresis, que segun (1.51) significara
la energia perdida por histéresis por ciclo y por unidad de volumen del material magnético.
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En la prictica, es conveniente hablar de pérdida de energfa por segundo en el nicleo, es
decir, de potencia perdida por histéresis. Si el nimero de ciclos de imanacién completa es f
(donde f representa la frecuencia de la tensién de alimentacién a la bobina), entonces la

‘potencia perdida sera:

P, =fWy=f(vol) §H dB = f (vol) (érea del ciclo) (1.52)

La ecuacion anterior es independiente de la forma de onda de la fuente de alimentacion,
depende tinicamente de la amplitud de la induccién, la frecuencia de la fuente (red) y la
naturaleza del material magnético (4rea del ciclo).

Experimentalmente, C. P. Steinmetz propuso en 1892 una férmula empirica para definir
el calculo de (1.52) y que viene expresada por la ecuacion:

P, = kyf(vol) B, (1.53)

Los valores de k;, (denominado coeficiente de Steinmetz) y o (denominado exponente de
Steinmetz) dependen de la naturaleza del nicleo ferromagnético. El exponente a varia entre
1,5y 2,5, siendo un valor frecuente o = 1,6, mientras que kj, varia en el caso de acero al silicio
entre 100 y 200.

1.5.2. Pérdidas por corrientes de Foucault

Considérese el esquema de la Figura 1.17a, donde se muestra una bobina arrollada sobre un
nticleo de hierro macizo. Al alimentar la bobina con corriente alterna se producird, de acuerdo
con la ley de Ampere, un campo magnético alterno de induccién B, = B,, cos wt que atravesa-
14 toda la masa de hierro en el sentido del eje Z (eje de la bobina).

B, cos ot Corrientes de Foucault B, cos ot Corrientes de Foucault
a) Corrientes de Foucault en un nicleo de hierro b) Corrientes de Foucault en un niicleo laminado
le b =|1
Y
¢) Detalle de una chapa magnética L
a Y , ! x

/ B, cos wt
Z

Figura 1.17. Corrientes de Foucault.
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De acuerdo con la ley de Faraday, apareceran en el material unas f.e.m.s. inducidas que
darén lugar a unas corrientes pardsitas que circulardn por el material. Téngase en cuenta que
el hierro es conductor de la electricidad, y aunque su conductividad es pequefia en compara-
cion con la del cobre, las f.e.m.s. inducidas provocaran corrientes de circulacién por la masa
del hierro. Estas corrientes, denominadas corrientes de Foucault (eddy currents o corrientes
de torbellino en la bibliografia inglesa), se han sefialado en la Figura 1.17a por medio de
circulos concéntricos en planos perpendiculares al flujo inductor y cuyo sentido de circula-
cién es tal, que el flujo producido por estas corrientes se opone (ley de Lenz) al flujo inductor
de la bobina. Estas corrientes pueden originar grandes pérdidas de potencia, con el consi-
guiente calentamiento de los niicleos. Para prevenir estas pérdidas, el hierro empleado en los
circuitos magnéticos suele estar laminado, en forma de chapas magnéticas de pequeifio espe-
sor, tal como se sefiala en la Figura 1.17b. El plano de las chapas es paralelo al flujo, por lo
que las corrientes pardsitas quedan confinadas a trayectorias de seccion transversal pequeiia.
Consideremos una de estas chapas de dimensiones transversales a x b (donde a << b) y
profundidad L, tal como se sefiala en la Figura 1.17c, que es atravesada por el campo magnéti-
co B. = B,, cos wt.

Suponiendo que el campo es uniforme en la seccién transversal de la chapa, el flujo que
atraviesa la espira sombreada de la Figura 1.17¢ es:

® = 2by B,, cos wt (1.54)

ya que la superficie cerrada de la espira es 2by. Por la ley de Faraday, la f.e.m. inducida tiene
un valor modular dado por:

e = 2wby B,, sen wt (1.55)

Tomando una longitud unidad en la direccién del eje Z, la f.e.m. anterior produce una
corriente de alrededor de la espira indicada, cuya resistencia vale:
2b
R=— (1.56)
ody
donde se ha tenido en cuenta que @ « by que la conductividad del material es ¢. La potencia
instantdnea en la espira ser4:

¢’ 4w’b’y’Bio sen’ wt dy

dP.=R-i’="— 1.57
F ! R b ( )
que corresponde a un valor medio:
dP. = w*by’B.g dy (1.58)
y a una potencia disipada total:
a/2 wz
P = ®’B2, bay’ dy = — B a’bo (1.59)
o 24
lo que representa una potencia disipada por unidad de volumen:
P./vol = i’f°B.a*c /6 = k. f*B>d’c (1.60)

donde se ha llamado k. a 7°/6 y se ha tenido en cuenta que el volumen es: vol = abL = ab, al
haber considerado una profundidad unidad.
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Figura 1.18. Curvas de pérdidas en el hierro.

Las ecuaciones anteriores son validas solamente para valores de las frecuencias tales que
la distribucién del campo magnético no esté afectada por las propias corrientes parésitas.
Cuando la frecuencia es elevada, el flujo que atraviesa las chapas no se distribuye uniforme-
mente y se deben utilizar chapas mds delgadas.

De las ecuaciones (1.53) y (1.60) observamos que las pérdidas totales en el hierro son :

P, = (ky B2 + kpf*B2d’0) vol (1.61)

siendo vol el volumen de hierro. En la practica, el fabricante de material magnético, suminis-
tra unas curvas donde se muestran estas pérdidas totales en funcion de B, a frecuencia cons-
tante. En la Figura 1.18 puede verse un ejemplo de ello para chapas magnéticas laminadas en
frio o en caliente.

Nota prdctica: Existen aplicaciones de las pérdidas por corrientes de Foucault. Considérese
un disco metalico girando; si se acerca el polo de un imén, el disco disminuye su velocidad y
se detiene rapidamente, al ser frenado por la accién de las corrientes de Foucault que se
inducen en el disco. Este procedimiento de frenado se utiliza para amortiguar las agujas de
ciertos aparatos de medida, en el frenado del disco de un contador de energia eléctrica y en la
automocién se emplea como un freno adicional en los camiones.

1.5.3. Consecuencias tecnologicas

Para reducir las pérdidas en el hierro de las mdquinas eléctricas, se deduce de todo lo anterior
que deben emplearse chapas magnéticas de pequefio espesor y baja conductividad (es decir,
alta resistividad) y que tengan ademds un ciclo de histéresis pequefio. Las chapas magnéticas
se caracterizan, fundamentalmente, por contener silicio en la proporcién de 4 o 5 por 100.
Esta adicién de silicio ha constituido un progreso considerable, ya que ha tenido como efzcto
la disminucion de las pérdidas por corrientes de Foucault (a consecuencia del aumento de la
resistividad, que alcanza de 5 a 6 veces la del hierro ordinario, como indica la Tabla 1.1). La
incorporacién del silicio presenta, sin embargo, inconvenientes desde el punto de vista meca-
nico, ya que el hierro se vuelve duro y quebradizo. La calidad magnética de una chapa estd
influida no s6lo por la composicién quimica del hierro que la constituye, sino también por los
procedimientos de fabricaci6n, particularmente por el sistema de laminado y los tratamientos
térmicos. Antiguamente se empleaba un tipo de laminado en caliente y las chapas tenian unas
pérdidas a 1 Tesla y 50 Hz que oscilaban entre 1,1y 1,5 W/kg (véase Fig. 1.18); modernamente
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se emplea el laminado en frio, que tiene por efecto alinear las redes cristalinas que se producen
en la aleaci6n hierro-silicio (malla del tipo ciibico centrado), por medio de una deformacién
plastica, y por ello esta clase de ldmina de acero recibe también el nombre de chapa de crista-
les o granos orientados. Este tipo de chapa no contiene mds de 3 a 3,5 por 100 de silicio y se
obtiene partiendo de un hierro mds puro adn que el de las chapas ordinarias (laminado en
caliente), sobre todo en lo concerniente al carbono, que desciende a 0,005 en vez de 0,04 por
100. Para eliminar las tensiones internas que se producen en las chapas de grano orientado, debe
procederse, después de la laminacién, a un recocido en atmésfera no oxidante (normalmente de
hidrégeno); las pérdidas en estas chapas varian segiin sea la direccién del flujo respecto a la
orientacion del grano, y para la direccién del laminado vienen a valer de 0,3 a 0,6 W/kg (a 1 Tesla
y 50 Hz), pero estos valores se triplican cuando el flujo forma 90° con la alineacién de los cristales.

Para reducir las pérdidas por corrientes de Foucault, aparte de disminuir el espesor de las
chapas (actualmente se construyen con espesores comprendidos entre 0,3 y 0,5 mm), es preci-
so intercalar entre las mismas un aislante. Al principio se utilizaba el papel como aislante, y
para ello se pegaba por una cara de la chapa una hoja de papel fino de 0,02 a 0,03 mm de
espesor, pero €ste se alteraba facilmente por el calor; posteriormente se utilizé un barniz de
silicato sédico que recubria las dos caras, con un espesor total de 2 x 0,005 = 0,01 mm;
tltimamente las chapas de grano orientado vienen preparadas mediante un tratamiento termo-
quimico especial, conocido con el nombre comercial de carlite, que crea una pelicula aislante
extremadamente delgada (0,001 mm) cuya adherencia e inalterabilidad al calor son notables.

EJEMPLO DE APLICACION 1.5

Un material ferromagnético se ha sometido a tres ensayos con diferentes frecuencias e induc-
ciones, dando lugar a las pérdidas totales en el hierro mostradas en la siguiente tabla:

Calcular: a) Pérdidas por histéresis y por corrientes de Foucault en cada uno de los
ensayos. b) Valor del exponente o de Steinmetz.

SOLUCION
Designando con los subindices 1, 2 y 3 las pérdidas en cada ensayo resulta:
Py +Pe=2 5 Pp+Pp=4 ; Pu+Py,=5 (a)

donde P, indica la pérdida de potencia por histéresis y P, las pérdidas por corrientes de
Foucault. Teniendo en cuenta asimismo que estas pérdidas obedecen, de acuerdo con (1.61), a
las ecuaciones generales siguientes:

P,=M-f-B%; P,=Nf*B?
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en las que M y N representan parametros constantes, se podrén escribir las siguientes relacio-
nes:

Pry _1_ ) = L )
Si evitamos utilizar la primera ecuacién (b), la primera y tercera ecuacion (a) nos da:
Py+Py=2; 2P, +4P,=5
que da lugar a los siguientes valores:
P,=15W/kg ; P, =05W/kg ; Pp=3W/kg; Pr=2Wkg
Ahora bien, de las relaciones, (b) obtenemos también:
P,=15P,=1125W/kg ; P,p=4-1125=2875Wkg
y teniendo en cuenta la primera ecuacién (b) resultara:

Py, 1,5 1
=—= = g ~ 1,60
P, 2875 15°

EJEMPLO DE APLICACION 1.6

Las pérdidas en el hierro de una muestra de material ferromagnético son de 1.000 W a 50 Hz.
Cuando se aumenta la frecuencia hasta 100 Hz, manteniendo la induccion constante, las
pérdidas totales correspondientes han sido de 2.500 W. Calcular las pérdidas por histéresis'y
por corrientes de Foucault para ambas frecuencias.

SOLUCION

Al ser la induccién constante, las ecuaciones de las pérdidas admiten las siguientes expresio-
nes:

P,=Mf ; Pr=Nf
dando lugar a las pérdidas totales en el hierro:
P, =Mf+Nf*
que corresponden a unas pérdidas por unidad de frecuencia:
P.Jf=M+Nf
y al aplicar la ecuacién anterior a los datos del problema resulta:

1.000 2.500
R aM4+SON ; ==—=M+100N = M=15 ; N=0,10
50 100

lo que da lugar a la distribucién de pérdidas siguiente:
AS0Hz P, =Mf, =15 50 = 750 W; P,, = Nf}=10,10 - 50° = 250 W
A 100 Hz: P, =Mf,=15-100 = 1.500 W; P, = Nf2=0,10 - 100° = 1.000 W
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1.6. CIRCUITOS MAGNETICOS EXCITADOS
CON CORRIENTE ALTERNA

1.6.1. Generalidades

En el epigrafe 1.3 se han estudiado las leyes de los circuitos magnéticos, observando la analogia
existente con los circuitos eléctricos. La ley de Hopkinson expresada por la ecuacién:

@ =(—/r' (1.62)

define la relacién bésica entre las magnitudes: @ (flujo), 77 (f.m.m.) y & (reluctancia).

Si se considera el circuito magnético de la Figura 1.19, donde se muestra una bobina de N
espiras, de resistencia eléctrica total R, arrollada sobre un nicleo de seccién uniforme Sy
longitud magnética media ¢, al aplicar una tension de alimentacién de c.c. a la bobina, se
producird, de acuerdo con la ley de Ohm, una corriente / = V/R, que dara lugar a una f.m.m.
7= NI, y que seglin sea el valor de la reluctancia del circuito magnético determinari el flujo
resultante ® = 7/%.

En la Figura 1.20 se muestra la sucesion de efectos que tiene lugar. Est4 claro que cuando
la bobina se alimenta con una excitacién de c.c., la corriente es funciéon directa de la
tension aplicada, pero es absolutamente independiente de la naturaleza y caracteristicas
magnéticas del material que constituye el niicleo.

Si, para ser més explicitos, se considera el sistema magnético mostrado en la Figura 1.19
y se aumenta la reluctancia del circuito magnético (un procedimiento serfa, por ejemplo,
practicar un entrehierro en el niicleo), entonces el flujo magnético se reducird pero no habra
cambio en la corriente absorbida por la bobina.

Supéngase ahora que la bobina de la Figura 1.19 se alimenta con una tensién de c.a.
senoidal:

W(t) = /2 V cos wt (1.63)

donde V expresa el valor eficaz de la tensi6n alterna aplicada y @ = 2xf la pulsacion de la
misma. En este caso se producird una corriente de circulacién i(r) que provocara un flujo
@(1) en el nicleo. Este flujo variable dard lugar a una f.e.m. inducida en la bobina, de tal

Figura 1.19. Bobina con niicleo de hierro.
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Figura 1.20. Sucesion de efectos en una bobina alimentada con c.c.

modo que si se aplica el segundo lema de Kirchhoff al circuito eléctrico de la Figura 1.19 se
cumplird de acuerdo con (1.33):

. do
v=Ri+ N— (1.64)
dt
Suponiendo que la caida de tension en la resistencia de la bobina es pequefia en compara-

cién con la f.e.m. inducida, la ecuacién (1.64) se puede escribir:
do

=N— 1.65
v ” (1.65)
de donde se deduce el valor del flujo ®(z):
1 2
q)(r):—fv.dmi\/sen wt (1.66)
N Nw

La constante de integracién es nula siempre que se considere que en f = 0 no existe magnetis-
mo remanente en el niicleo. La ecuacién (1.66) puede escribirse en la forma clasica:

O(r) = D, sen wt = D, cos (wt — 90°) (1.67)

donde el flujo maximo ®,, vale:

= V2V _ (1.68)

" No

y teniendo en cuenta que w = 27f, la relacién (1.68) se puede escribir:

2
V=" fNO, =444 fNOD, (1.69)
2

=z

Debe destacarse que en la ecuacion anterior la tension estd expresada en valor eficaz, mien-
tras que el flujo estd definido por su valor MmAaximo.

Otro hecho a destacar, comparando (1.63) y (1.67), es que el flujo se retrasa 90° respecto a
la tension aplicada a la bobina. Sin embargo, lo mas importante que hay que resaltar aqui es
que la tensi6n de alimentacion y su frecuencia imponen el valor que va a tener el flujo en el
niicleo [de acuerdo con la ecuacion (1.69)], por lo que segtin sea el valor de la reluctancia del
circuito magnético se tendrd, de acuerdo con la ley de Hopkinson, una corriente absorbida por
la bobina.

En la Figura 1.21 se muestra la sucesi6n de efectos que tiene lugar. Debe quedar claro, por
tanto, que cuando la bobina se alimenta con una excitacién de c.a., el flujo es funcion
directa de la magnitud y frecuencia de la tensién aplicada, pero es absolutamente inde-
pendiente de la naturaleza y caracteristicas magnéticas del material que constituye el
niicleo.
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V=444 fNO,, F= QR F=NI

Figura 1.21. Sucesién de efectos en una bobina alimentada con c.c.

De un modo andlogo al estudiado anteriormente, si se considera el sistema magnético mos-
trado en la Figura 1.19, en el que ahora se alimenta la bobina con c.a. y se aumenta la reluctan-
cia del circuito magnético (por haber practicado, por ejemplo, un entrehierro en el niicleo), enton-
ces no habra ninguna modificacién en el flujo magnético, pero la bobina absorberd mds corriente
de la red para poder mantener el flujo constante en el valor que le impone la tensién aplicada.

Es importante que el lector distinga a la perfeccién el comportamiento de una bobina con
niicleo de hierro segtin se alimente con c.c. o con c.a., ya que le permitird comprender mds
facilmente el funcionamiento de las mdquinas eléctricas y de muchos dispositivos electro-
magnéticos.

Nota prdctica:

1.

Si se dispone de un catdlogo de caracteristicas técnicas de contactores (véase en el
epigrafe 1.7 el concepto de contactor, que es en definitiva un electroimédn alimentado
con c.a.), se observard que la potencia o corriente absorbida en el momento de la
conexion es muy superior a la que consume en régimen permanente, es decir, al cabo
de un cierto tiempo en el que se produce el cierre de la armadura mévil sobre la fija.
Este efecto se debe a que inicialmente la reluctancia del circuito magnético es elevada,
ya que la armadura mdévil estd separada de la fija por un gran entrehierro de aire; sin
embargo, la corriente de mantenimiento o permanente es reducida debido a que en esta
situacién la armadura mévil queda pegada sobre la fija (entrehierro despreciable).
Una averia relativamente frecuente en los contactores utilizados en las maniobras
de los equipos eléctricos de obras (p. €j., en los motores de grias, montacargas, hor-
migoneras, etc.) es cuando se introduce en el entrehierro del contactor alguna particu-
la de grava que impide el cierre completo del contactor, por lo que la corriente absor-
bida por la bobina del mismo es elevada, lo que provocara la destruccién de la bobina
por calentamiento.
Si una maquina eléctrica de c.a. se conecta por error a una tensién mds elevada que la
nominal (p. €j., si es de 220 V y se conecta a 380 V), de acuerdo con (1.69) se

producird un flujo \/g veces (que es el cociente 380/220) el nominal; como quiera
que el material magnético suele disefiarse por el constructor en el codo de la curva de
imanacién (que corresponde a 1,4 0 1,5 teslas para la chapa magnética de la Fig. 1.3),
se observa en esta figura que el campo magnético H necesario, que es proporcional a
la corriente absorbida, aumenta enormemente siguiendo un valor asintético a la curva
de imanacién. Es por ello que el devanado se quemard en muy poco tiempo.

Si se desmonta un motor eléctrico de c.a. y se separa el rotor del estator (por ejemplo,
cuando se rebobinan motores eléctricos), debe tenerse sumo cuidado de no aplicar
como tensién de prueba del estator su valor nominal, porque entonces se quemard el
devanado, lo que se justifica por el hecho de que al quitar el rotor, la reluctancia del
motor es muy elevada y el devanado absorberd una gran corriente de la red. Debe
probarse el bobinado con tensién reducida del orden de 1/5 a 1/10 de la nominal.
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1.6.2. Circuito eléctrico equivalente de una bobina con nicleo
de hierro alimentada con c.a.

Acabamos de demostrar en el epigrafe anterior que una bobina alimentada con c.a. dalugar a
un flujo funcién de la magnitud y frecuencia de la tensién y que ademds, segiin las expresio-
nes (1.63) y (1.67), el flujo se retrasa de la tensién un dngulo de 90°. En la Figura 1.22 se
muestran los fasores correspondientes, habiendo tomado la tensién como referencia.

Es evidente, segin se ha demostrado, que si el flujo en el nicleo es independiente de la
naturaleza del material magnético, los efectos de saturacién, histéresis, etc., deberdn tener
alguna influencia en la corriente absorbida. Nuestro objetivo ahora es intentar buscar las
relaciones analiticas que unen a la tensién con la corriente para obtener circuitos eléctricos
equivalentes que permitan analizar un sistema magnético excitado con c.a. con todo el poten-
cial que nos presenta la teorfa de circuitos.

En un principio, para facilitar los célculos, se vaa considerar que el circuito magnético
es lineal, lo que equivale a suponer que el sistema tiene una permeabilidad constante. En el
epigrafe 1.6.3 se ampliardn los conceptos correspondientes para tener en cuenta la no linea-
lidad que presenta la curva de imanacion de un material ferromagnético real. Para determi-
nar los circuitos equivalentes de una bobina con niicleo de hierro es preciso considerar
dos situaciones: a) que el niicleo no tenga pérdidas en el hierro y b) que el nicleo tenga
pérdidas.

a) Niucleo sin pérdidas

Si consideramos que el nicleo magnético no tiene pérdidas y suponemos también desprecia-
ble la resistencia de la bobina, en esta situacién la potencia activa absorbida (por la bobina) de
la red serd nula. De acuerdo con la ley de Hopkinson, se tendra:

_‘7_Niexc_ NiextS
T e TH
us

(1.70)

donde se ha llamado i,,_ a la corriente de excitacion instantdnea que circula por el devanado, ¢
a la longitud magnética media, S a la seccion transversal del niicleo de la Figura 1.19 y p la
permeabilidad, que suponemos constante.

Teniendo en cuenta la relacién (1.65) se puede escribir:

NI Vi (1.71)

Figura 1.22. Fasores de tensién y flujo magnético.
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que comparando con la tensién en una bobina de coeficiente de autoinduccién L, llevando una
corriente i, :

L ies (1.72)
V= .
dt
indica que L viene expresado por:
NS
L= ﬂ—g* (1.73)

lo cual quiere decir que el circuito equivalente de una bobina con niicleo de hierro (Fig. 1.23a)
puede representarse por una autoinduccion (Fig. 1.23b) cuya magnitud se expresa por (1.73),
resultando el diagrama fasorial de la Figura 1.23¢, donde se observa que I, va en fase con el
flujo como indica (1.71) o (1.72), lo que estd de acuerdo con el concepto de que la potencia
activa absorbida es nula (por no existir pérdidas en el sistema).

b) Niicleo con pérdidas

En el caso de que el niicleo tenga pérdidas en el hierro, la corriente de excitacién 1 no
formard 90° con la tensién, ya que la potencia activa absorbida de la red debe vencer esas
pérdidas, de tal forma que si denominamos ¢, al dngulo que forman Ve I, y P, a las
pérdidas en el hierro, se cumplira:

P Fe

4

=VI,. cos ¢, (1.74)

y el diagrama fasorial del sistema ser4 el indicado en la Figura 1.24, donde puede observarse
que I tiene dos componentes, una I, llamada componente de pérdidas en el hierro y otra I
llamada corriente magnetizante, que vienen expresadas por:

a)l,,=1,.cos ¢, ; b) I,=1.seng, ; ol =1+ IH (1.75)

La identidad vectorial (1.75¢) y el diagrama fasorial de la Figura 1.24 permite obtener el
llamado circuito equivalente de una bobina con miicleo de hierro, indicado en la Figu-
ra 1.25b. En el nudo A de este circuito vemos que se cumple la ecuacién (1.75¢).

La corriente I, debe pasar por una resistencia R;,, denominada resistencia de pérdidas en
el hierro, ya que segtin indica la Figura 1.24, I, va en fase con la tensién (circuito resistivo),
mientras que la corriente /, debe pasar por una reactancia X, ,» llamada reactancia magnetizan-

iexc(t)

—_— 1%
O——.
+
V() % L
I exc
O 0]
a) b) c)

Figura 1.23. Circuito equivalente de una bobina con nicleo de hierro sin pérdidas.
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Figura 1.24. Diagrama fasorial de una bobina con nucleo real.

te, pues de la Figura 1.24 se observa que /, se retrasa 90° respecto de la tension (circuito
inductivo). Los valores de R, y X, seran:
R v X v (1.76)
F = — , = — .
N o,
Las pérdidas R,, I, indicaran las pérdidas en el niicleo del sistema magnético de la Figu-
ra 1.25a, mientras que la corriente /, expresa, al igual que en el caso del niicleo sin pérdidas,
la corriente necesaria para magnetizar el material.

1.6.3. Corriente de excitacion en una bobina con nucleo
de hierro alimentada con c.a.

En el epigrafe anterior, la determinacion de la corriente de excitacion se ha realizado supo-
niendo un circuito magnético lineal, de permeabilidad constante, lo que ha permitido obtener
expresiones simples que relacionan la tensién con la corriente, o el flujo con la corriente. De
hecho la linealidad implica que si la tensién aplicada es senoidal, son también senoidales las
formas de onda de flujos y corrientes. En la prictica, la curva de imanacién de un material
ferromagnético es no lineal y de hecho el punto de trabajo normal en las maquinas eléctricas
estd en el codo de la curva de magnetizacién del material, lo que ejerce gran influencia en la
forma de la curva de la corriente de excitacién, que va a dejar de ser senoidal y teniendo que
recurrir para su determinacion a soluciones graficas por ser imposible utilizar técnicas analiti-

Pgp,#0

12

S Xu=Lw

a) b)

Figura 1.25. Circuito equivalente de una bobina con nicleo de hierro con pérdidas.
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cas. De un modo andlogo al efectuado en 1.6.2, se va a determinar la forma de la corriente de
excitacion, considerando dos casos: a) Niicleo sin pérdidas, b) Nicleo con pérdidas.

a) Niicleo sin pérdidas

La relacion en este caso, entre el flujo @ y la corriente de excitacién I, , se obtiene grafica-
mente de la curva de magnetizacién del material, donde en vez de emplear, como se indicaba
en la Figura 1.3, el eje de ordenadas para inducciones B, se utiliza la magnitud proporcional
® = BS, y donde en el eje de abscisas se empleaba H = NI,_/¢ se emplea ahora I_.

En la Figura 1.26 se muestra este célculo grafico: en la a) se muestra la curva de magneti-
zaci6n del material @ = f(i,, ), en la Figura 1.26b se observa la forma senoidal de la tensién
aplicada y la del flujo retrasado 90° respecto a V, como requiere la ecuacién (1.71). Al pun-
to A de la curva b) de flujo le corresponde el punto A’ en la curva de corrientes en virtud de la
correspondencia @-i,, ; al punto B de la curva de flujo le corresponde B’ en la de corriente, y
asi sucesivamente hasta obtener la forma completa de la curva de la corriente de excitacién
del niicleo.

Se observa que la forma no es senoidal y por desarrollo en serie de Fourier puede
demostrarse que aparecen arménicos impares: 1, 3, 5, etc. En la Figura 1.27a se muestra
la curva acampanada de la corriente, que aparece como suma de una onda fundamental
y un tercer arménico. En la Figura 1.27b se muestra la curva v(¢) y la corriente i_(f),

que van desfasadas 90°. h

Periodo T |

[ X0)

i . .
excl Primer arménico de la
corriente de excitacién

T/2 T 1

v

Periodo T

Tercer armoénico de la
corriente de excitacién

H

Figura 1.26. Deformacién de la corriente de excitacién de una bobina con niicleo sin pérdidas.
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iexc . w(t) {oxc(D) .
Loxc (D) lexc(t)

1¢" arménico
/ 3 armonico

i exc3 U}

a) b)

Figura 1.27. a) Corriente de vacio y sus arménicos. b) Ondas de tensi6n y corriente.

b) Niicleo con pérdidas

Suponiendo que el niicleo tenga Unicamente pérdidas por histéresis, se obtiene la composi-
ci6én grafica de la Figura 1.28, donde se ha superpuesto la curva i, con la del flujo para
observar que aparte de la deformacién de la curva de vacio de la corriente, ésta va desfasada
del flujo debido a las pérdidas niicleo.

Puede demostrarse que la existencia de las pérdidas por corrientes de Foucault hace que
se ensanche mis el ciclo de pérdidas obligando a un nuevo desfase de las curvas de i,,.y @, lo
cual estd en correspondencia con el diagrama vectorial de la Figura 1.24, donde en la cons-

V(t)‘ ()

Periodo T R

’
Onda de flujo ®(¢)

Periodo T

Figura 1.28. Deformacién de la corriente de excitacién de una bobina con nicleo con pérdidas.
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truccién se ha supuesto que i, es una senoide equivalente a la curva de vacio real, indicando
con ello una onda sinusoidal que al circular por la bobina de excitacion produzca las mismas
pérdidas que la corriente real.

Es necesario puntualizar que la representacion fasorial es solamente vdlida para dibujar
magnitudes senoidales y por ello el diagrama fasorial de la Figura 1.24 y el circuito equiva-
lente correspondiente a que da lugar (Fig. 1.25b) es correcto cuando se considera el circuito
magnético lineal. En el caso de tener en cuenta la no linealidad, la corriente de excitacion de
la Figura 1.24 representaria, como se acaba de indicar, una onda senoidal equivalente, que
tendria un valor eficaz igual a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los valores
eficaces de la corriente fundamental y sus arménicos.

EJEMPLO DE APLICACION 1.7

Considerar el niicleo magnético de la Figura 1.19, donde la longitud de la trayectoria mag-
nética media es de 50 cm y la seccion del niicleo es de 10 cm’. El niimero de espiras es 300 y

la tension eficaz aplicada es 1 50/\/5 voltios. La resistencia de la bobina se supone despre-
ciable y la curva de magnetizacion del material responde a la expresion:
1,8- 102 H

=————  B:Teslas; H: A.v/m
1+10°H

Calcular: a) Las corrientes I, 1, e 1, .y el dngulo de desfase ¢. b) Pardmetros Ry, y X,

Fer Tp exc

del circuito equivalente de la bobina. Datos: La frecuencia de la tension es de 50 Hz y las
pérdidas en el hierro con la tension aplicada son de 20 W.

SOLUCION

a) De acuerdo con la expresién (1.69), el valor del flujo maximo es:

v 150//2 .
o, = = =1,59 10 Wb
4,44 fN 4,44 -50-300
que corresponde a una densidad de flujo B, :
o, 159107
Mmoo a TN 14 = 1,59 TeSlaS
S 10- 10

que llevando a la curva de imanacién del material, se obtiene:

_18-102H,
T1+107°H

m

B, =159 H, =757 Av/m

«Suponiendo» que la curva de H,, fuera sinusoidal, el valor eficaz de H seria:
H, 757
= = T = 535,28 A.v/im

= \/5
i Ht 53528-0,5
y como H = NI, /¢, quedaria: I, = N a0 -

09 A
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Por otra parte, las pérdidas en el hierro son de 20 W y de acuerdo con (1.74) se
tiene:

150 150
20=——. lex(‘ cos (pv=_:]Fo = IFe=0’19A

V2 NE

De acuerdo con el diagrama fasorial de la Figura 1.24, se cumple:

L =JI+=J019+09=092A =

I., 0,19
= COs (p,=3=—=0,21 = ¢, = 78,08°
ol 092 !

1

b) Los valores de R, y X, pueden obtenerse de las ecuaciones (1.76):

V1502 V15002
\[=558,24Q X \[=117,85§2

oI, 0,19 T 0.9

1

1.7. CONVERSION DE ENERGIA EN SISTEMAS )
MAGNETICOS CON MOVIMIENTO DE TRASLACION.
ELECTROIMANES

En el epigrafe 1.4 se ha demostrado que un campo magnético almacena energia; por otro
lado, un campo magnético también ejerce fuerzas mecanicas en las estructuras o partes de las
estructuras asociadas con él. Estas dos propiedades hacen que se utilice el campo magnético
como un enlace eficaz entre las partes eléctricas y mecanicas de muchos dispositivos electro-
mecanicos y en particular de las mdquinas eléctricas que son convertidores electromecanicos
de la energia. En este epigrafe y en el siguiente se van a explicar los principios bsicos de la
conversién electromecanica de la energia, cuyo fundamento, como sistema fisico que es, estd
basado en el principio general de la conservacién de la energia. Nuestro objetivo va a ser
aplicar esta ley a sistemas que utilizan el campo magnético como medio de enlace en la
conversion. Considérese, para iniciar nuestro estudio, el sistema magnético dotado de movi-
miento de traslacién indicado en la Figura 1.29, que tiene un devanado de excitacion de N
espiras arrolladas sobre una armadura fija.

Armadura mévil

Entrehierro

Armadura fija

Figura 1.29. Sistema electromecdnico de traslacion.
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Existe una armadura mévil que tiene un solo grado de libertad (su movimiento se restrin-
ge al plano horizontal). Cuando circula una corriente por la bobina de excitacién, se establece
un flujo magnético en el niicleo que provoca una fuerza de atraccién sobre la armadura movil,
lo que reduce el entrehierro central, con la consiguiente disminucién en la reluctancia del
circuito magnético y la variacién subsiguiente en la energia magnética almacenada. En la
Figura 1.29 se han sefialado los sentidos positivos de referencia, tanto en lo que concierne al
terminal eléctrico, tensién y corriente, como al terminal mecénico, fuerza y desplazamiento.
Si la armadura mévil se desliza hacia la izquierda desde una posicién inicial X, = x hasta una
posicién final x, = x — dx, el principio de conservacion de la energfa aplicado al sistema nos
dard la ecuacién:

aw, = dW, + dW,, + aw, (1.77)

mec

y en la expresidn anterior se ha denominado:

dW,: cambio en la energia eléctrica absorbida de la red.
dW,,: cambio en la energia magnética almacenada en el sistema.
dW,,.: cambio en la energia mecdnica debida al movimiento de la armadura mévil.

mec*

dW,: cambio en la energfa perdida.

La ecuacién anterior representa la ley de conservacién de la energfa aplicada a un sistema
motor, es decir, a una transformacién de energia eléctrica en mecénica. En el supuesto de
considerar despreciables las pérdidas en el sistema, la ecuacién (1.77) se transforma en:

dW, = dW, + dW,,, (1.78)

Las pérdidas inherentes al sistema son: a) pérdidas por efecto Joule en la bobina, b) pérdidas
en el hierro en el niicleo ferromagnético: histéresis y corrientes de Foucault, y ¢) pérdidas
mecdnicas de rozamiento de la armadura mévil. Vamos a analizar a continuacién cada uno de
los términos mostrados en la ecuacién (1.78). Comenzamos con la energia magnética. En la
Figura 1.30 se han representado las dos curvas de imanacién del sistema magnético de la
Figura 1.29, correspondientes a las dos posiciones de la armadura mévil: X, =xyx,=x—dx

Es evidente que existe una curva de imanacién para cada una de las posiciones de la
armadura mévil, o de otro modo, que la curva de imanaci6n depende de la distancia x. Si se
considera, por ejemplo, un flujo constante, definido por ®@, en la Figura 1.30, para la posicién
inicial x, = x se necesita una f.m.m. .7, mientras que para la posicién final x, = x ~ dx se

Menor
Y entrehierro

Xy=x—dx

Mayor
a hi
(I)] . entrehierro
X1=x
-AW,,
o A % 7z

Figura 1.30. Energias en un sistema electromecénico no lineal. Funcionamiento a flujo constante.
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necesita una f.m.m. 7, que es menor que &, ya que corresponde a un menor entrehierro, es
decir, a una reluctancia menor, lo que estd de acuerdo con la ley de Hopkinson:

«

CI)=Z . F =0R (1.79)
R

Se observa en la ecuacién anterior que si ® es constante, a menor reluctancia corresponde
menor f.m.m. Se puede razonar también de otro modo: si se considera una f.m.m. constante el
flujo es tanto mayor cuanto menor es la reluctancia del circuito magnético (menor entrehie-
rro). De ahf que en las curvas de imanacién de la Figura 1.30, la curva més alta corresponda a
un menor entrehierro (es decir, la armadura mévil se ha acercado a la armadura fija). De
acuerdo con el epigrafe 1.4 (véase Fig. 1.15 y ecuacion 1.37), si suponemos una situacion
inicial con un entrehierro x, = x y un flujo en el nicleo @, (punto a de la Fig. 1.30), 1a energia
magnética almacenada vendréa expresada por el drea «oaco». Cuando se mueve la armadura
mévil, la posicién de ésta cambia desde x, a x,. La localizacién del nuevo punto de trabajo
(nuevo estado) del sistema depende de c6mo se ha efectuado el cambio de x, a x,. Existen dos
formas bésicas en la préctica de la ingenieria eléctrica que tienen interés:

a) El movimiento se realiza a flujo constante

Esta situacion se logra ajustando la corriente durante el movimiento, o considerando que la
traslacién del niicleo es suficientemente rdpida como para que no le dé tiempo a cambiar al
flujo durante la transicién. En este caso la energia eléctrica absorbida de la red serd cero.
Téngase en cuenta en la Figura 1.29 y ecuacién (1.78) que la energia aléctrica absorbida
durante la traslacion vale:

. do .
aW,=vidi=N—-idi=Nid® (1.80)

y al no existir variacién de flujo durante el movimiento indicard que dW, = 0, es decir, no hay
aportacion de energia eléctrica. Por consiguiente, la ecuacién (1.78) se transformara en:

0=dW,+dW,, (1.81)
es decir:
aw . =—-dW, (1.82)

lo que se expresa diciendo que el trabajo mecénico se realiza a expensas de la reduccion
en la energia magnética almacenada.

Si el flujo permanece constante en la transicién de la armadura mévil, el nuevo estado de
equilibrio corresponderd en la Figura 1.30 al punto b, para el cual la energia magnética alma-
cenada en este estado final viene expresada por el drea «obco». De este modo se ha producido
una reduccién de la energia magnética durante la traslacién, que viene expresada en la Figu-
ra 1.30 por el drea rayada «oabo» y que teniendo en cuenta (1.82) serd igual al trabajo mecé-
nico desarrollado. Si la fuerza de atraccién se designa por f, el trabajo mecanico producido
valdrd f - dx, por lo que la expresién de la fuerza en funcién de la energia magnética almace-
nada, teniendo en cuenta (1.82), sera:

ow
f=- [—"‘J (1.83)
ax D=cte
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En la ecuacion anterior la derivada parcial indica que al depender la energia magnética alma-
cenada del espesor del entrehierro y de otras variables, la derivacion debe hacerse respecto
a x, considerando constante el flujo. De acuerdo con (1.83), la fuerza mecdnica sobre la
armadura movil tiende a reducir la energia almacenada en el circuito magnético, y como
quiera que ésta se reduce cuando disminuye el entrehierro, el sentido de la fuerza que se
ejerce sobre la armadura mévil de la Figura 1.29 es siempre de atraccion.

Si las curvas de imanacién de la Figura 1.30 son lineas rectas (lo que ocurre en la practica
cuando los entrehierros son grandes), entonces, de acuerdo con (1.43), la expresion de la
energia magnética almacenada seré:

1
W, = 2 R (1.84)

por lo que segun (1.83) dard lugar a la fuerza:

f= lcbz‘m (1.85)
T2 dx '

De acuerdo con esta expresion, la fuerza sobre la armadura movil tendrd el sentido de redu-
cir la reluctancia del circuito magnético. No habra fuerza en otras direcciones en las que el
movimiento no produzca cambio en la reluctancia magnética.

b) El movimiento se realiza con corriente constante

Esta situacion se produce en la practica si el movimiento de la armadura mévil es suficiente-
mente lento. Si se parte de la posicién inicial mostrada en la Figura 1.31 por el punto q,
definido por la f.m.m. &7 y flujo @,, el nuevo estado de equilibrio (si se mantiene la corriente
constante o, lo que es lo mismo, si es constante la f.m.m.) correspondera al punto e, para el
cual el flujo tiene un valor ®,. Al existir un cambio de flujo en el sistema, existird, de acuerdo
con (1.80), un cambio en la energia eléctrica de entrada a la bobina durante la transicién. Para
poder determinar el sentido geométrico de la energia mecdnica desarrollada en esta situacién

Menor
(0] entrehierro
Xy=x—dx
®2 -------
Mayor
entrehierro
D, Q---- X=X
AWmec = AW’;I
o O >
7 F

Figura 1.31. Energias en un sistema electromecénico no lineal. Funcionamiento
a corriente constante.
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es conveniente emplear el concepto de coenergia definido en el epigrafe 1.4. Téngase en
cuenta que el principio de conservacién de la energia expresado en (1.78) nos da:

AW, = dW, + dW, =N id®d = . 7dd (1.86)

donde e} dltimo término representa, segtin (1.80), el cambio en la energia eléctrica de entrada.
Como quiera ademas que de acuerdo con la Figura 1.15 se cumple:

W +W, =70 (1.87)
donde W/, represeita la coenergia magnética, al diferenciar la ecuacion anterior resultara:
dW, +dW, = . 7d0 + @ d7 (1.88)
y llevando el valor de dW,, de (1.88) a (1.86) se obtiene:
(7d0 + O d7F—dW)) +dW,, = .7dd (1.89)

Simplificando la ecuacion anterior y teniendo en cuenta que d.7 = O en la transicion (debido a
que la f.m.m. se mantiene constante), resulta:

dw,,. = dw, ) (1.90)

m

lo que indica que el trabajo mecdnico se realiza ahora a expensas del aumento en la coenergia
magnética almacenada. En el caso de la Figura 1.31, y teniendo en cuenta el significado
geométrico de la coenergia mostrado en la Figura 1.15, la coenergia inicial corresponde al
drea «odao», mientras que la coenergia final corresponderd al drea «odeo», por lo que el
cambio en la coenergia (valor final menos el inicial) vendra expresado por el drea rayada
«oaeo» y que segtin (1.90) define también el trabajo mecénico desarrollado en el movimiento.
Como quiera que el trabajo anterior es igual a f - dx, resultard una expresion para la fuerza:

oW,
f= +|: - ] (1.91)
ox i=cte
Si se considera el sistema lineal, la coenergia vendrd expresada segiin (1.43) por:
1.772
W =—-— (1.92)
2 R
y al llevar (1.92) a (1.91) resulta:
f~172d 1y 1 72d1ﬁ (1.93)
27 dx\w) 2 dx '

donde & = 1/%# expresa la denominada permeancia del circuito magnético, andloga a la
conductancia de los circuitos eléctricos. A veces es mds interesante expresar la ecuacion
anterior en funcidn de la inductancia del circuito. Si se tiene en cuenta entonces (1.48), resul-
tard:

1 ,dL

f==i"— (1.94)

2 dx
ecuacion que es mds ttil desde el punto de vista de la teorfa de circuitos y que significa que la
fuerza tiende a incrementar el valor de la inductancia L. Esta expresion se conoce en la
bibliografia francesa como formula de Picou.
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En la mayoria de las situaciones précticas se suele considerar que se trabaja con sistemas
lineales, por lo que las expresiones (1.85), (1.93) y (1.94) son equivalentes y por consiguiente
redundantes. El sentido de la fuerza corresponde en cada caso a reducir la reluctancia (1.94) si
la corriente es constante. El sentido es siempre de atraccién. La aplicacién mds importante de
la fuerza magnética en la ingenierfa eléctrica estd en los electroimanes. Para grandes poten-
cias los electroimanes se emplean para levantar vigas de hierro, viruta, chatarra, etc.; en otros
casos, al actuar sobre unas zapatas se pueden emplear como frenos eléctricos, embragues,
electroimanes, etc. En potencias menores los electroimanes constituyen la base de los relés y
contactores, en los que la corriente en una bobina hace que se produzca una atraccién sobre
una armadura mévil en oposicién a la fuerza antagonista de un muelle. Los relés se utilizan en
instalaciones de semdforos, en sistemas de control automético y se han empleado hasta fechas
muy recientes en las centrales telef6nicas tipo rotary (hoy dia estas centrales funcionan me-
diante sistemas digitales controlados por ordenador). Cuando el relé permite activar una carga
trifdsica se denomina contactor, y este dispositivo es la base de los automatismos para el
control de motores eléctricos y otros tipos de instalaciones. La gran ventaja de los relés y
contactores estriba en que actuando sobre las pequefias corrientes absorbidas por las bobinas
de su circuito magnético se pueden controlar mediante €l cierre o la apertura de su armadura
mévil otros circuitos que consumen intensidades mayores (accién de rele-vo). En la Figu-
ra 1.32 se muestra el esquema bésico de un relé.

Un aspecto importante a considerar en los electroimanes (relés, contactores, etc.) es el
tipo de alimentacién a la bobina, que puede hacerse con c.c. o c.a. Supdngase el circuito

. magnético de la Figura 1.32, en el que se desprecia la reluctancia del hierro frente a la del
entrehierro. En el supuesto de que el movimiento de la armadura se realice a flujo constante,
la fuerza magnética, de acuerdo con (1.85), tendrd la siguiente expresién:

f= —3 o — (1.95)

lo que significa que la fuerza tiende a reducir la reluctancia del circuito magnético. Si se
denomina x el espesor del entrehierro, S la seccién del mismo y 4, la permeabilidad del aire,
la reluctancia del sistema magnético que se limita a la reluctancia del entrehierro valdra:

x (1.96)
HoS '

Armadura mévil

Armadura fija

Figura 1.32. Principio de funcionamiento de un electroiman.
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y al sustituir en (1.95) resulta una expresién para la fuerza:

f= Loe ! (1.97)
T2 uS ‘

Como se ha indicado antes, el significado del signo — (menos) es que la fuerza tiende a
reducir el entrehierro y se produce en cada uno de los posibles entrehierros que tenga el
circuito. Es evidente en la expresi6n anterior que si la bobina se alimenta con c.c. el flujo tendrd
un valor independiente del tiempo, lo que provocard una fuerza, segiin (1.97), que no dependera
del tiempo. Ahora bien, si la bobina se alimenta con c.a., el flujo serd alterno y en consecuencia
la fuerza depender4 del tiempo. Si se parte, por ejemplo, de un flujo de la forma:

® =, sen wt (1.98)

La fuerza de atraccidn se obtiene al sustituir (1.98) en (1.97), resultando ser:

2 2
1) = —" sen’ wt = —> (1 = cos 2wt 1.99
f@® 308 41105( ) (1.99)

En la Figura 1.33 se ha representado la evolucién con el tiempo del flujo y de la fuerza
instantinea. Como indica la expresion (1.99), la fuerza electromagnética en un electroimén
alimentado por c.a. tiene una frecuencia doble que la de alimentacién pasando por un valor
ceroa otro f, .. Como quiera que, en general, la armadura de los mecanismos electromagnéti-
cos est4 constantemente sometida a la accién de la fuerza antagonista de un muelle f,,, o al
peso del sistema movil (véase Fig. 1.34), en los intérvalos de tiempo en los que f(#) <f,,, la
armadura se separa de los polos, mientras que cuando f(¢) > f,,,, la armadura mévil queda
atraida por la fija. Este hecho es un inconveniente y es totalmente inadmisible, ya que provo-
ca la vibracién de la armadura del electroiman, deformando los polos y provocando ruidos
intensos. El medio mds eficaz para evitar la vibracién de la armadura es colocar unas espiras
cortocircuitadas sobre los polos del electroimén, denominadas espiras de sombra. En la
Figura 1.34 puede observarse la colocacién de una de estas espiras, en un circuito magnético
deun solo entrehierro, y se observa que la fuerza antagonista esta producida por el peso mg de
la armadura mévil.

v(t)“(p(,) Fuerza instantdnea f(r)
Josx= @5, 12148 3
: Y “": -] ,“- g ““: -1 Fineaia= O 181108
v 3 J \‘ l" f;\m
o\ S %3 4n
0 V( [) \\\ a 2n \“i[ /’ w?
- = @, sen ot

Figura 1.33. Curva de fuerza magnética en un electroimédn alimentado con c.a.
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Espira de S{rilby

(Dccv q)l ‘I)zv q)cc
—— —
@ Itotal (D2tolal

q)cc

Figura 1.34. Electroiman con espira de sombra. Detalle de los flujos.

El flujo @ creado por la bobina del electroimén se divide en dos partes @, y @,; el flujo @,
pasa por la espira cortocircuitada e induce una f.e.m. que produce una corriente en la misma,
creando su propio flujo @, de tal forma que el flujo total que atraviesa la parte del polo
abrazada por la espira (¥, - @) y el flujo de la parte del polo no abrazada (@, + @) estdn
desfasadas un dngulo a. Si estos flujos vienen expresados por:

]
@

=@, -0, =, cos(wt+2)
=0,+0 =, cos wr (1.100)

ltotal

2total

la fuerza resultante en el entrehierro, de acuerdo con (1.99), serd de la forma:

fo =fo + fo = K,®2, cos (ot + 2) + K, Dy, cos® ot (1.101)

m

cuya curva de variacién con el tiempo se indica en la Figura 1.35. Esta fuerza varia entre f, ., y
f..s. sin pasar por cero. Si f, ., > f,,, no existiran vibraciones en la armadura. Normalmente la
superficie abrazada por la espira suele variar entre el 75 y el 80 por 100 de la secci6n total del
polo, de esta forma se minimizan las pérdidas por efecto Joule en la espira y se obtiene una
fuerza Sptima en el entrehierro.

Anécdota: Si se quitan las espiras de sombra de un contactor, se notara una fuerte vibracion
en el mismo, y si éste se utiliza para la puesta en marcha de un motor, se pueden provocar

)
f;olal

wf |t

Figura 1.35. Fuerzas componentes en un electroimdn con espira de sombra.
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fuertes corrientes de cierre y apertura en el circuito principal, que normalmente hacen actuar
los cortocircuitos fusibles de proteccién. Esta era una broma que hacian los antiguos maestros
industriales a los peritos o ingenieros técnicos que se incorporaban al taller eléctrico de la
empresa y que éstos transmitfan luego a los nuevos ingenieros. Era desconcertante repasar
continuamente el circuito del automatismo del motor y comprobar que era correcto y sin
embargo el conjunto funcionaba mal. {La ausencia de las espiras de sombra eran las culpables
de tal desaguisado! ;Qué mala sombra tenia la cosa!

EJEMPLO DE APLICACION 1.8

La Figura 1.36 muestra el circuito magnético de un electroimdn cuya bobma tiene 1.000
espiras. La seccion transversal de todas las trayectorias magnéticas es de 10 cn?’. Se despre-
cia la reluctancia del hierro y la dispersion magnética en el entrehierro. Si se hace circular
por la bobina una corriente continua de 10 A, calcular para las separaciones x = 2 .cm'y

= [ cm las siguientes magnitudes: 1) Flujo e induccion magnética en el entrehierro;
2) inductancia de la bobina; 3) energia y densidad de energia magnética en el entrehierro;
4) fuerza que actiia sobre la armadura movil; 5) si la armadura movil se mueve muy lenta-
mente desde x = 2 cm a x = 1 cm, determinar: a) cambio en la energia magnética almacena-
da; b) energia eléctrica suministrada por la fuente de alimentacion, suponiendo despreciable
la resistencia eléctrica de la bobina y el rozamiento de la armadura movil; c) trabajo mecdni-
co realizado, comprobando el balance energético del sistema; 6) contestar a la pregunta 5 si
se supone que el movimiento de la armadura movil es lo suficientemente rdpido para que el
flujo total no cambie durante la traslacion.

SOLUCION

1. La reluctancia del circuito magnético se limita a la reluctancia del entrehierro, cuyo
valor para cada espesor del mismo es:

X 21072 6
x=2cm = f”1=—=———_7“—_3=15,92‘10 A.v/IWb
1S 4m- 107107

) x 1-107 .
x=lem = #,=—=— =796 10° A.v/Wb

1S 4m- 107107

N =1.000 espiras

Armadura mévil

Armadura fija

Figura 1.36.
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La f.m.m. aplicada a la bobina es .7 = Ni = 10* A.v, por lo que los flujos corres-
pondientes serdn:

a 10* v 10*

O =—=—-—"=628-10"Wb ; @ = 12,56 - 10 Wb
R, 1592-10° g ¥

T, 796 10°
que corresponden a unas inducciones (B = @/S):
B, =0,628 Teslas ; B, = 1,256 Teslas
2. La inductancia de la bobina es, segiin (1.47):

NV NuS

L

x X
que al sustituir valores da lugar en cada caso a unas inductancias:
L, = 0,0628 Henrios ; L, =0,1256 Henrios

3. La energia magnética es, segin (1.48), igual a:

W, =-Li
2

que teniendo en cuenta el apartado anterior corresponde a los valores:

W, =3,14 Julios ; W, _, =6,28 Julios
Como quiera que el volumen del entrehiero es en cada caso:
V,=8x,=107-2-10°=2-10"m’ ; V,=8x,=10"-1-107=1-10"m’
se obtienen unas densidades de energia magnética (energia por unidad de volumen):

w, 3,14 S 3 W, 628 < s
Wy == =157 100Im ; w,=—""=——7=62810"J/m’
vV, 2-10 V, 1-10
cuyos valores pueden obtenerse también aplicando la ecuacién (1.44), como puede
comprobar facilmente el lector.
4. De acuerdo con (1.94), se tiene:

7 1 ,dL
=—1] —
2 dx
y teniendo en cuenta la expresién de la inductancia determinada en el apartado 2
resulta:
dL ? L 1
—=——~‘#LS=—— zfz——izé
dx x X 2 x

que para x =2 cm y x = | ¢cm nos da unos valores de la fuerza:

10,0628 1 0,1256

£l =5 10 ST 157 Newton ; |f,] =5 10° 0 628 Newton
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El lector puede llegar también a los mismos resultados anteriores aplicando la expre-

sion (1.97). '

a) Sila armadura se mueve muy lentamente, la traslacion se realizard a corriente
constante. El cambio en la energia magnética almacenada, de acuerdo con los
resultados obtenidos en el apartado 3, serd:

AW, =W, — W, =628 — 3,14 = 3,14 Julios

b) La energia eléctrica suministrada por la fuente vendra expresada por la integra-
cién de (1.86), dando lugar a:

W, = 7(®,- @) =10" (12,56 - 10 - 6,28 - 107*) = 6,28 Julios
¢) El trabajo mecdnico desarrollado sera:
W, = dex= j—liz—dpr—lizdL=—li2(Lz—Li)
2 dx L 2 2

es decir:

m

| :
Wy, = 5 10° (0.1256 — 0,0628) = 3,14 Julios

y de este modo se cumple el principio de conservacién de la energia (1.86), que
aplicado a este caso nos da:

W =AW, + AW, = 6,28 = 3,14 + 3,14 Julios

Se puede dar una interpretacién del trabajo mecénico desarrollado en funcion de la
variacién en la coenergia magnética. Téngase en cuenta que segiin (1.87) se cumple:

W =70-W,

por lo que las coenergias magnéticas para cada valor del entrehierro serdn:

W, =70 -W, =10"628 10" - 3,14 = 3,14 Julios

W, =70, -W,=10" 1256 10" - 6,28 = 6,28 Julios
que coinciden con las energias magnéticas calculadas en el apartado 3, en virtud de la
linealidad del circuito magnético. De este modo el cambio en la coenergfa magnética
serd:

AW, =W, - W, =628 - 3,14 = 3,14 Julios
que coincide con el trabajo mecanico W, calculado anteriormente, lo que confirma
la condicién (1.90):
W .= AW/ = 3,14 Julios

Es decir, el trabajo mecdnico se ha realizado a expensas del aumento en la coenergia
magnética almacenada en el sistema.

a) Si el movimiento se realiza a flujo constante, la energia magnética almacenada
responderd a la expresién (1.84)

1 , L x
W, == A0 =-—@
2 2 pyS
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donde el flujo es un pardmetro constante y que para x, = 2 cm vale, segiin el
apartado 1:

®=® =628 10" Wb

De este modo las energias magnéticas almacenadas para x, =2cmy x, =1 cm

son:
w ool 2107 (6,28 - 107*) = 3,14 Juli
= ———— (628" = 3,14 Juli
" 4107107, o8
1 1-1072

W=z (628 10 = 1,57 Juli
=3 4107107 ) HHos

y como consecuencia de ello el cambio en la energia magnética almacenada ser4:
AW, =W , - W,  =-1,57 Julios

lo que implica una reduccién en la energia magnética almacenada.

b) Siel flujo es constante, de acuerdo con (1.80) no habré energia eléctrica suminis-
trada por la fuente, es decir, W, = 0.

¢) El trabajo mecéanico desarrollado se obtendra integrando (1.85):

1 _,d# I D 1,
Wmec= fdx: ——(I)—dx: ——(D d%=——q) ((ﬁz—(ﬁl)
2 dx w2 2

es decir:

mec

1
Wee = = 5 (6,28 1079*(7,96 - 10°) = +1,57 Julios

y el principio de conservacion de la energia nos dara:
W=AW +W = 0=AW +W__
que sustituyendo valores es:
0=-1,57+157=0

lo que indica que el trabajo mecénico se ha realizado a expensas de la reduccién
en la energia magnética almacenada. Es instructivo para el lector que desarrolle
los apartados 5 y 6 de este ejemplo, construyendo las Figuras 1.31 y 1.30, respec-
tivamente, para cada situacién. Téngase en cuenta que las relaciones flujo-f.m.m.
representadas en estas figuras serdn ahora lineas rectas en virtud de considerar la
reluctancia del hierro despreciable.

EJEMPLO DE APLICACION 1.9: RELE ELECTROMAGNETICO

En la Figura 1.37 se muestra el mecanismo de un relé electromagnético. Al aplicar una co-
rriente continua a la bobina, se produce la atraccion de la armadura movil que cierra los
contactos a 'y a' haciendo funcionar una carga de mayor consumo que la necesaria por la
bobina del relé, lo que permite controlar grandes intensidades de cargas por actuacion sobre
intensidades pequefias necesarias para la excitacion de la bobina. Si la corriente que circula
por la bobina es igual a 20 mA, y se desprecia la f.m.m. necesaria para el hierro, calcular:
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a) Fuerza y coeficiente de autoinduccion de la bobina cuando el entrehierro x es igual a 3 mm.
b) Idem cuando x = 3,6 mm. c) Si la resistencia de la bobina es igual a 100 €, calcular la tension
que es necesario aplicar a la misma para mantener constante la corriente, cuando la armadura
se mueve entre las dos posiciones (el tiempo necesario para esta traslacion es de 11 ms).

Armadura mévil

} espiras

Armadura fija

Figura 1.37. Relé electromagnético.

SOLUCION

a) La fuerza producida a corriente constante sera:

oW, o [1 5 o (1. 7*
f: +] — = — | - (/? q) = — - —
0X Jwe 0x\2 ox\2 A

y como quiera que:

7=Ni ; R -
HoS
se tendré:
=£ lNZiZEPE -_-_lNZi?-MLS
dx \2 x 2 x?
cuando x = 3 mm, y teniendo en cuenta que
nd> ma0® ) ) "
S=—4—= 2 =1256 mm® ; Ni=6.000-20-107" =120 Av

se obtiene:
1 ,4m- 107-1.256 - 1076
f=-120 ) = 1,263 Newton
2 3-107)
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Como quiera que el coeficiente de autoinduccidon de la bobina vale:

() FIR N 5 HoS
L=N—-=NZ—"Z"="_"_ =N
i i R X

se obtiene:

,4n-107 - 1.256-10°° .
L =6.000 3109 = 18,94 Henrios

b) Aplicando los mismos conceptos que en el apartado anterior se obtiene:
L=15783H ; f=0,877 Newton

¢) La tensién aplicada a la bobina sera:

R'+Nd(D R'+d(L‘) R'+Ldi+'dL
v =Ri —=Ri+—(Li)=Ri —+i—
dt dt d dt
Como quiera que no hay variacién de la corriente, se tendra:
AL L . 18,94 - 15,783
v=Ri+i—=1000-20-10"+20- 107 ———————=25,74V
At 11-10

EJEMPLO DE APLICACION 1.10: CONTACTOR ELECTROMAGNETICO

En la Figura 1.38 se muestra el circuito magnético de un dispositivo electromecdnico deno-
minado contactor. El sistema consiste en un niicleo ferromagnético en forma de E, cuya
seccion central lleva el devanado de excitacion, y tiene doble superficie que las secciones
laterales. Se tiene una pestaiia P que limita el espesor del entrehierro a un valor adecuado.
Existen unos contactos m'y n que se cierran al aplicar a la bobina una excitacion de c.a.
dando alimentacion a una carga externa. Considerando las dimensiones indicadas en la
Figura 1.38, que el entrehierro es de 0,5 cm y que se aplica a la bobina una tension del tipo

v = \/5 220 cos wt con una frecuencia de 50 Hz, calcular, en el supuesto de que se desprecie
la reluctancia del hierro y que la resistencia eléctrica de la bobina es de 5 Q. a) Coeficiente

N = 1.500 espiras

s=4cm?

sy =4cm’
O
— m RED
— e L /\/
CARGA

N
o

Figura 1.38. Contactor electromagnético.
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de autoinduccion de la bobina. b) Corriente instantdnea que circula por la bobina. c) Expre-
sion instantdnea del flujo y de la induccion en el niicleo central. d) Expresion de la fuerza
instantdnea ejercida sobre la armadura movil. e) Comprobar que el valor del flujo obtenido
en el apartado. c) partiendo del estudio magnético del sistema no coincide con el obtenido
aplicando la expresion (1.69), ;ja qué se debe esta diferencia?

SOLUCION

a) El circuito-equivalente eléctrico es el indicado en la Figura 1.39. Las reluctancias de
los entrehierros valen:

€ e 2e
W =— 3 %1 =—=—
HoS HoSy  HoS
ya que S, = §/2.
El flujo en la columna central, teniendo en cuenta el circuito de la Figura 1.395,
sera:
Ni Ni

=—— =— S
7+ a2 2t
resultando un valor para el coeficiente de autoinduccién de la bobina, dado por:
P S 4r-107-4-10™"
L=N—-=N22c1500 " —_ "~ 01131
i e 2-0,5-10

b) Para obtener el valor de la corriente, es preciso calcular antes la reactancia e impe-
dancia del circuito eléctrico. La reactancia serd:

X, =Lw=0,113-27-50=3553Q
y como la resistencia de la bobina es igual a 5 €, la impedancia compleja valdra:
Z=R+jX, =5+3553=35,88 £ 81,99°
La corriente que circula por la bobina seré:

\% 220 L. 0°

I=-—=————=6,13 ~ -81,99°
Z 3588/ 81,99°

donde se ha tomado como referencia la tensién aplicada.

b7 I s, Qr 15

a) b)

Figura 1.39.
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c)

d)

e)
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La expresion instantdnea de la corriente serd, en consecuencia:
i=./2"6,13 cos (wr - 81,99°)
El flujo en la seccién central vale, segiin lo calculado en el apartado a):

® - HoSNi Am - 107-4-107-1.500 6,13

5 50510 = 4,62 10" Wb
. 05-

que corresponde a un valor instantaneo:
®=./2-4,62-10" cos (wt — 81,99°) = 6,53 - 10~* cos (wt — 81,99°)

lo que indica una densidad de flujo en la columna central:
o
B = E = 1,64 cos (wt — 81,99°) Teslas

En las columnas laterales la densidad de flujo es la misma, pues existe un flujo
mitad con seccién mitad que en la columna central.
La fuerza en cada entrehierro sera de la forma:

PR
- 2 #O

que al aplicar a nuestro sistema da:

1 B*S (1 Ble>
fT ~ +2(

2 \2

ya que existen dos secciones laterales. Pero como quiera que S, = $/2, resulta una
fuerza total:

3 B_ZS _ [1,64 cos (ot - 81,99°)F-4-107*
T 4n - 107
cuyo valor es:
fr = 856,64 cos’ (wt — 81,99°)
El valor del flujo instantdneo, de acuerdo con el apartado c), era:
® =6,53 - 107 cos (wt — 81,99°)
que corresponde a un valor maximo:
®, =6,53- 10 Wb
Si se aplica directamente (1.69) se obtiene:
V=444 fNO,
siendo V la tensidn aplicada eficaz, y de aqui se deduce el valor mdximo del flujo:

220

O, =————=6,60-10" Wb
4,44 -50-1.500
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que no coincide con el valor anterior. Esto se debe a que la expresién (1.69) es
aproximada y que se suponia que la resistencia del devanado era despreciable. La
expresién correcta es la (1.64), que volvemos a escribir:

do
v=Ri+N—
dt

o en forma compleja (llamando E al valor complejo de N d®/dt), queda:
E=V-RI=220/,0°-5-6,13 /. -81,99°=217,85 ~ +8,01°

o en forma instantdnea:
do
2 217,85 cos (w1 + 8,01°) = N —
de donde se deduce, integrando:

J2+217,85 sen (wr +8,01%) _ /2-217,85
" wN - )

cos (wt - 81,99°)

y teniendo en cuenta que @ = 27f = 314 rad/s y N = 1.500 espiras, resulta:

J2-21785 \
=M o653 107 Wb
314 1.500

que coincide exactamente con el valor de flujo obtenido en el apartado c).

1.8. CONVERSION DE ENERGIA EN SISTEMAS )
MAGNETICOS CON MOVIMIENTO DE ROTACION.
MAQUINAS ELECTRICAS ROTATIVAS

En el epigrafe anterior se ha analizado la conversién de energia en sistemas magnéticos
excitados por una sola fuente y que disponen de una armadura mévil dotada de movimiento
de traslacién, lo que ha permitido explicar el funcionamiento de los electroimanes.

En general, las maquinas eléctricas son dispositivos electromagnéticos dotados de movi-
miento de rotacién. Para analizar la conversién de energia en estos sistemas vamos a conside-
rar las dos sitnaciones que frecuentemente se presentan en la prictica: a) que el sistema
magnético disponga de una sola fuente de alimentacidn, b) que el sistema magnético dispon-
ga de varias fuentes de alimentacién, normalmente dos.

1.8.1. Sistemas magnéticos de rotacion alimentados
con una sola fuente. Motores de reluctancia

Considérese el sistema mostrado en la Figura 1.40, que es la versién rotativa del sistema de
traslacién mostrado en la Figura 1.29. La parte fija de este convertidor se denomina estdtor y
la parte mévil recibe el nombre de rotor.

Sobre el estdtor est4 arrollada una bobina de N espiras conectada a una red de v(¢) voltios.
En la Figura 1.40 se muestran los respectivos ejes magnéticos (ejes de simetria) del estator y
del rotor, que forman un dngulo 6 entre si. De un modo anélogo al estudiado en el epigrafe
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Eje magnético
del rotor

Posicion del rotor
ent=0

—-@---- Eje magnético
6=0 del estator

Eje d

Figura 1.40. Motor de reluctancia variable.

anterior aparecerdn fuerzas en el sistema mévil que tenderdn a producir un movimiento de
rotacién. Si se considera que el giro se produce a flujo constante, la ecuacién (1.82) represen-
tara el principio de conservacion de la energia aplicado al sistema:

AW, = —dw, (1.102)

mec

Ahora bien, si se denomina T al par desarrollado y df al éngulo girado por el rotor, €l primer
miembro de la ecuacién anterior serd igual a:

aw . =Tdf (1.103)
de donde se deduce el valor del par:
T= W, (1.104)
- 09 O=cte '

que es una ecuacion andloga a (1.83) aplicada a sistemas de rotacién. Si el sistema se conside-
ra lineal, lo que equivale a suponer que la dnica reluctancia existente es la del entrehierro,
entonces se cumplird:

1
Wm=§%’<1)2 (1.105)
valor que llevado a (1.104) nos da:
! o° do (1.106)
T2 4o ‘

lo que indica que el par actiia en el sentido de reducir la reluctancia entre el estator y el rotor,
que en términos précticos significa que el par tiende a alinear el eje magnético del rotor con
el del estdtor. De una forma similar a la analizada en los movimientos de traslacién, si el
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movimiento se produce a corriente constante (f.m.m. constante), las ecuaciones (1.93) y
(1.94) se transforman, respectivamente, en:

1 dv’ 1 ,dL
T=-—7""—; T=-i*— (1.107)
2 do 2 do
en las que #y L representan, respectivamente, la permeancia del circuito magnético y la
inductancia de la bobina.

Es facil demostrar, observando la Figura 1.40, que tanto la reluctancia como la permean-
ciayla inductancia es funcién doble del 4ngulo & que forman el estétor con el rotor. Desde el
punto de vista de la teoria de circuitos resulta mds iitil trabajar con pardmetros de inductancia
que con valores de reluctancias o permeancias, por lo que serd mas practico emplear la dltima
expresion del par (1.107). Por consiguiente, vamos a demostrar inicamente la evolucién de la
inductaricia L con el dngulo 6 para poder determinar el sentido del par que se ejerce sobre el
rotor.

De acuerdo con la definicién de inductancia (1.45) y (1.47), su valor serd maximo cuando
el rotor esté alineado con el eje del estator (denominado eje directo), ya que corresponde a
una posicién de méximo flujo en el entrehierro o minima reluctancia del mismo, y denomi-
nando L, a este valor se tendra:

LO=0)=LO=m=L, (1.108)

Andlogamente, la inductancia serd minima cuando el rotor forme 90° (eje cuadratura) con el
eje del estitor. Denominando L, a este valor se tendra:

L0 =mn/2)=L(0=3r/2) =L, (1.109)

En la Figura 1.41 se muestra la variacién de L con 6, que se considera que evoluciona entre L,
y L, siguiendo una ley senoidal:

L®) =L, + L, cos 20 (1.110)
en 0 = 0 se cumplird:
LO=0)=L +L,=L, (1.111)
yen 8 = m/2:
LO=n2)=L +~L,=L, (1.112)

A L(O)

A
A / Ly= (L~ L2

Li=(L,+ LR

v

e

| |
7 3n/2 2n

Figura 1.41. Variacién de la inductancia con la posici6n del rotor.
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lo que permite identificar a L, y L, en funcién de las inductancias L, y L, como:

Li+l, — _L-L,

== P L= (1.113)
y llevando la expresién (1.110) a la ecuacién del par resultara:
T=lizi(Ll+L2 cos 26) (1.114)
2 do )
es decir:
T=-i’L,sen 20 =~ {* Ld;L" sen 20 (1.115)

Es evidente de la expresion anterior que si L, = L, no se desarrolla ningun par. Esta situacién
se produce cuando el rotor es cilindrico y por consiguiente el entrehierro es uniforme. Cuando
el rotor es asimétrico, como es el caso de la Figura 1.40, existe un par expresado por (1.115).
Si se considera que la corriente de alimentacién es constante (tipo c.c.) y se supone que el
rotor se desplaza de la posicién horizontal un 4dngulo 6 en direccién contraria a las agujas del
reloj (posicién mostrada en la Fig. 1.40), el par (1.115) es un par restaurador orientado en el
sentido de las agujas del reloj. Si en el proceso de regresar el rotor a la posicién horizontal,
debido a su momento, sobrepasa esta posicion, el campo magnético ejerce entonces un par en
sentido contrario a las agujas del reloj. En otras palabras, si la corriente es constante, el par
que se ejerce sobre el rotor no es unidireccional y esté orientado en sentido contrario al que el
rotor tiende a moverse. Es por ello que el rotor permanecerd estacionario en posicién horizon-
tal (minima reluctancia); cualquier modificacién de la posicion del rotor producir4 una oscila-
cion sobre el eje horizontal hasta que se pare finalmente en esta posicién.

Supdngase ahora que el rotor se mueve (accionado en principio por un motor exterior) a
una velocidad ,; entonces la posicion del rotor, de acuerdo con el esquema de la Figura 1.40,
serd:

0=y +0 (1.116)

donde 0 = + ¢ representa la posicién del rotor en t = 0. Si en esta situacién se alimenta el
estator con una corriente senoidal:

i(t)y =1, cos wt (1.117)
entonces, de acuerdo con (1.115), se producird un par:
T =-i’L, sen 20 = ~I? cos® wt L, sen 2(w, t + &) (1.118)
y teniendo en cuenta que:

) 1+ cos 2wt
cos wt=—2—~ (1.119)

por lo que el par se puede escribir:

1
T=- 5 L, sen 2(w,t + 8)(1 + cos 2wr) (1.120)
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y sabiendo de trigonometria que:
1
senacos b = 5[sen (a + b) +sen (a - b)] (1.121)
resulta finalmente:

1 1
T=- 3 I’L, {sen 2wt + O) + 5 sen 2[(w,, + @)t + 0] +

+ —;- sen 2[(w,, — ©)t + 0]} (1.122)

se observa en la expresion anterior que el par medio es cero para velocidades w,, # . Sin
embargo si el rotor gira a la velocidad o, (w,, = ®), denominada velocidad de sincronismo,
el par medio es:

1 (* 1
— j T d(w?) = - 2 I*L, sen 26 (1.123)

med — 27'[ o
lo que demuestra que si se verifica:
o, =lo] = w,=tw (1.124)

se producir un par medio de rotacién, para los dos sentidos de giro que cumplan (1.124). Esta
velocidad de rotacién se denomina velocidad de sincronismo, lo que significa que la veloci-
dad mecdnica de rotacién w,, en rad/s coincide con la pulsacién o frecuencia angular o de la
alimentacién. Este es el principio en que se basan los motores de reluctancia. El motor tiende
a mantener su sentido de giro aun después de que se desconecte el motor primario.

En la Figura 1.42 se muestra la representacién del par medio (1.123) en funcién del
angulo 8, que se denomina dngulo de par. Para 6 < 0 el par medio es positivo, lo que signifi-
ca, de acuerdo con la Figura 1.40, que actda en el sentido de rotacién de la maquina, que
trabaja entonces como motor. Si se considera el motor ideal (sin pérdidas) y que no existe par
resistente, entonces la maquina girard inicialmente con 6 = 0, y al arrastrar en este caso una
carga mecénica, se necesitard que la maquina genere un par motor. Como en la situacion ante-
rior el par motor era cero, se producird un régimen dindmico en el que se reducira la velocidad,

T,
A
TE T A GENERADOR
1%L
Tméx = 4 : E
—~7/2 —n/4 /4 5
' w2
MOTOR

{ZONA ESTABLE

Figura 1.42. Variacién del par electromagnético desarrollado por un motor de reluctancia.
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y como resultado de ello el dngulo 6 comenzaré a tomar valores negativos y desarrollard un
par motor definido por (1.123) que equilibrard al par resistente y la méquina volverd a girar a
la velocidad de sincronismo.

Conforme el par resistente aumente, el dngulo 0 se hard cada vez més negativo; esta
situacién puede llegar hasta que el valor de J sea igual a — /4, ya que entonces el par desarro-
llado alcanza su valor maximo; si el par resistente es superior a este valor, la mdquina se
saldra del sincronismo y se acabard parando. De este modo la zona estable como motor estd
comprendida entre 0 y — /4, ya que en esta zona a medida que aumenta el par resistente
también aumenta el par motor debido a que d toma valores (absolutos) mayores; sin embargo,
si se sobrepasa el punto A, un aumento del par resistente no se ve compensado por un aumen-
to del par motor.

Si 6 > 0, el par desarrollado es negativo, lo que significa, de acuerdo con la Figura 1.40,
que actda en sentido contrario al giro de la maquina, y trabajando entonces como generador,
el dispositivo mecénico conectado al eje debe suministrar par y potencia al rotor. Hay enton-
ces un flujo de potencia eléctrica de la maquina a la red. De un modo anélogo al estudiado en
el comportamiento como motor, la zona estable como generador estd comprendida entre 0 y
+m/4. La aplicacién més conocida de los motores de reluctancia esté en los relojes eléctricos,
y como quiera que no producen par de arranque, se inicia el giro dando un impulso mecénico
al rotor por encima de la velocidad de sincronismo, de tal forma que se alcanza un estado
estable al pasar por la velocidad de sincronismo, manteniendo esta velocidad.

1.8.2. Sistemas magnéticos de rotacion
alimentados con dos fuentes

Estos sistemas son los que normalmente se encuentran en las maquinas eléctricas convencio-
nales. Considérese el esquema de la Figura 1.43, que muestra un sistema magnético con dos
alimentaciones tanto en el estdtor como en el rotor.

,Eje magnético
del rotor

ol - Posicién del rotor
ent=0

Eje magnético
del estator

Figura 1.43. Sistema electromagnético doblemente alimentado.
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Si se considera el sistema magnético lineal y recordando la teorfa de los circuitos acopla-
dos, los flujos magnéticos totales /, y ¥/, que atraviesan los devanados 1 y 2 estarén expresa-
dos por las siguientes ecuaciones:

W, =Ly, + Lyiy = NN®, 3 W, = Lyi, + Lyyi, = Ny®, (1.125a)

que en forma matricial se escribe:

mﬁ Zj H = (W} =L (1.125b)

donde {y/} es el vector de flujos, [L] es la matriz de inductancias de los devanados en la que
L,, representa el coeficiente de autoinduccién del devanado 1, Ly, es el correspondiente del
devanado 2 y L,, = L,, es el coeficiente de induccién mutua entre ambos devanados, y final-
mente {i} es el vector de las corrientes que circulan por los arrollamientos.

Los flujos magnéticos @, y @, son los flujos que atraviesan cada una de las espiras de los
devanados del estétor y del rotor, respectivamente. De acuerdo con esta nomenclatura, la
energia magnética total almacenada (que es igual a la coenergia por ser el sistema lineal) se
obtendr4 aplicando (1.43) a cada uno de los arrollamientos, lo que da lugar a:

1 1 1 1
W, =W, == 70+ 70, =2 iy + 5 s (1.126)
ya que:
F =N, ; F=Ni, (1.127)

y teniendo en cuenta (1.125), la ecuacién (1.126) se transforma en:
O ..
Wm=W,’n=§L“t, +5L2212 + L,i,i, (1.128)

y de un modo andlogo a (1.91) puede demostrarse que aparece un par en el rotor de valor:

ow!
T=+|—= (1.129)
60 i=cte

y al sustituir (1.128) en (1.129) resulta:

1 ,dL, 1 ,dL dL
S LU (1.130a)
2 d0 27 do do

0 en notacién matricial:

[ .aLn L12 il 1.,5 .
T= 5 L, 0] T [Lm Lzz][iz] = T= 5 {1} Py {[L1{}} (1.1300)
donde {i}' es el vector traspuesto de {i}. Como era de esperar, las ecuaciones anteriores
(1.130a) o (1.130b) son una generalizacion del resultado (1.107) que se obtuvo para sistemas
alimentados con una sola fuente. Los dos primeros sumandos de (1.130a) representan pares
de reluctancia debidas a las inductancias propias de cada devanado; el tercer sumando repre-
senta el par que se obtiene cuando varia la inductancia mutua entre ambos devanados. En
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general, para una disposicién magnética como la que se indica en la Figura 1.43, y de acuerdo
con lo desarrollado en el epigrage 1.81, las expresiones de L, y L,, serdn de la forma:

L,=L +L,cos20 ; Ly,=L +L,cos?20 (1.131)

mientras que el coeficiente de induccién mutua dependerd del dngulo que forman entre sf los
ejes magnéticos del estator y del rotor:

L,=L, cos8 (1.132)

lo que era 16gico suponer teniendo en cuenta la propia definicion del coeficiente de induccién
mutua, como flujo que llega a un devanado producido por el otro. Cuando los ejes estdn
alineados el flujo serd maximo, es decir, todo el flujo que produce un devanado atravesara el
otro; cuando los ejes formen 90° no habra flujo que saliendo de un devanado atraviese €l otro.

En general, para una posicion arbitraria deberd aplicarse la ecuacién (1.132), que es vili-
da sean cuales sean las disposiciones magnéticas del estitor y del rotor. No ocurre asi con las
expresiones (1.131), ya que la evolucién de las inductancias propias o coeficientes de autoin-
duccién en funcién de 6 dependeré de las simetrias magnéticas de las estructuras del estator y
rotor. Por ejemplo, si ambas son cilindricas, L,, y L,, serdn constantes y no dependerén de ¢
porque al moverse el rotor ninguno de los devanados apreciard ningtin cambio de reluctancia.
Si el estétor tiene salientes magnéticos y el rotor es cilindrico, entonces L, serd constante y
L,, vendra expresado por la segunda ecuacion (1.131), y a la inversa, si el estdtor es cilindrico
y el rotor tiene polos salientes, entonces L,, serd constante y L, tendrd la forma indicada en
(1.131).

En el caso de que se desee relacionar las tensiones aplicadas con las corrientes en cada
devanado deberd aplicarse el 2.° lema de Kirchhoff a cada arrollamiento. Si se denomina R,
¥y R, a las resistencias respectivas de los devanados, teniendo en cuenta (1.125) resultara:

A d ,
v, =R, + i R, + o (Li, + L,i)

cody, o d .
v2=R212+?=R2z2+E(L2111 + L,yi,) (1.133a)

0 en notacién matricial:

Vi R, 0 i d[L, Ly,][} . d .
(D S-40 E- oma a
2 2 2 o Lol b

En el caso genérico de que existan mds de dos devanados (excitacién multiple), el estudio
correspondiente es andlogo al aqui expuesto, teniendo en cuenta que entonces la ecuacién
(1.128) de la energia almacenada serd de la forma:

W,,,:W,;,:Z ZLUi,ij (1.134a)
i=1 j=1
0 en notacién matricial:
1
W, =W = 2 {iYILGS (1.134b)

Las notaciones matriciales son expresiones mas convenientes cuando se desea realizar un
estudio generalizado de las maquinas eléctricas.
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EJEMPLO DE APLICACION 1.11: MOTORES MONOFASICOS SINCRONOS
Y ASINCRONOS

Considérese la mdquina con simetria cilindrica mostrada en la Figura 1.44. Los valores de
las inductancias de los devanados son de la forma: L,, = a (constante); L,, = b (constante);
L, =L, cos 0, en donde 0 estd medido a partir de la posicion de referencia en sentido
contrario a las agujas del reloj. a) Si el rotor se alimenta con una corriente continua i, = I,y
se aplica al estdtor una c.a. de la forma i, = I, cos wt, determinar la expresion del par
instantdneo y medio desarrollado si el rotor gira a una velocidad angular ©,, = ©. Este
montaje describe el comportamiento de un motor sincrono monofdsico de polos lisos o
rotor cilindrico. b) Si se aplican corrientes alternas a ambos devanados de la forma:

iy =1, senwt ; i,=1,sen wyt
yel rotor gira a una velocidad angular o, ;cudl debe ser la relacion entre @), @, y w,, para

que se produzca un par neto en el rotor? ;Cudl serd la expresion del par medio en esas
condiciones? Este montaje describe el comportamiento de un motor asincrono monofdsico.

Eje magnético
del rotor

Posicion del rotor
ent=0

Eje magnético
del estator

Figura 1.44. Motor asincrono monofésico. Motor sincrono con rotor de polos lisos (cilindrico).

SOLUCION

a) De acuerdo con (1.130), y teniendo en cuenta que L, y L,, son constantes, se tendrd
un par:

dL
—2=11,cos wt (-L, sen 6)

T=ii,
L, 40

y como quiera, ademas, que 6 = w,t + J, resultara:

T=-L,1 1, cos wt sen (vt + 0)
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que haciendo una transformacién trigonométrica se convierte en un par instantineo:
L1l
T=- %’"2 [sen 2wt + 8) + sen J]

Ahora bien, si se tiene en cuenta que el valor medio del término dependiente del
tiempo es cero, el valor medio del par resultante sera:

1 [ L1,
T,..,=— | Tdw)=--—"—"""send
2n |, 2

La expresidn anterior indica: 1) existe un par medio distinto de cero que es propor-
cional a sen 0, 2) la mdquina no puede arrancar por si misma pero puede desarrollar
un par neto si gira a la velocidad w,, = w (velocidad de sincronismo), para lo cual se
requiere la accién de un motor primario externo que impulse el rotor hasta la veloci-
dad de sincronismo; en ese momento, aunque se desconecte el motor externo, la
maquina podré seguir girando por si misma.

Si se aplican corrientes alternas a ambos devanados, al aplicar (1.130) se obtendr4 un
par instantdneo:

T=(, sen w)l,, sen w,t}(-L, sen )

y teniendo en cuenta que 0 = @, t + 6, después de una transformacién trigonométrica
resulta:

ImIImZLm
T= = sen w,t [cos (w,t — w,t — ) — cos (w,t + @, t + J)]
es decir:
Iml]m2Lm
T= —— [sen w,t cos (w,t — w,,t — 0) — sen w,t cos (Wt + w, t + )]

y aplicando a cada sumando contenido entre los corchetes la transformacién trigono-
métrica (1.121) se obtiene:

ImIImZLm

T= L {sen [(w, + w, — w,)t = 8] + sen [(w, — , + w, )t + 6]} +
ImlImZLm
o {sen [(w, + @, + w,)t + 6] + sen [(w, — w, - ®, )t — 5]}

Si se elige la velocidad del rotor de tal modo que se cumpla:

lw,| =w, —w,] = o,=+w-wv,) (a)
se obtiene tanto para el signo positivo de w, como para el signo negativo un par
medio resultante distinto de cero de valor:

I

ml ImZLm
T, ,=-"1"" "gend ()]

med

La condicién (a) indica que la velocidad de rotaci6n est4 relacionada directamente con
las frecuencias de las corrientes que circulan por los devanados del estdtor y del rotor.
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Como se sefialard mds adelante en el Capitulo 2, el cociente entre las frecuencias del
rotor y del estator se denomina deslizamiento y se representa por la letra s, es decir:
w, 2nf, f_2

§=—~=—=

w, 2xf, f,
de donde se deduce que la expresién (a) se puede escribir asi:
, = Hw, - w,) =+l - 5) (c)

La descripci6n anterior explica el comportamiento de un motor asincrono o de induc-
cién monofisico que produce un par medio resultante proporcional a sen 0. La mé-
quina no puede arrancar por si misma y tiene que ser impulsada por un medio meca-
nico exterior en el sentido de rotacién que se desee.

Realmente, por el devanado del rotor no se introduce ninguna corriente externa, la
corriente i, se obtiene por inducci6n del campo magnético del estator estando el bobi-
nado del rotor en cortocircuito. El deslizamiento de estos motores suele estar compren-
dido entre el 10 y el 20 por 100, de ahf que segiin (c) haya que impulsar el rotor hasta
velocidades del orden de 80 al 90 por 100 de w, para obtener un par neto en el eje. En el
Capitulo 4 se explicard con detalle el funcionamiento de este tipo de motores.

EJEMPLO DE APLICACION 1.12: MOTOR MONOFASICO SINCRONO
Y DE RELUCTANCIA

En la Figura 1.45 se muestra una mdquina eléctrica denominada de polos salientes (situados
en el rotor):

L, =a(constante) ; Ly=L,+L,cos20 ; L,=L,cosf

en donde 0 estd medido a partir de la posicién de referencia en sentido contrario al movimien-
to de las agujas del reloj. Las resistencias de los devanados son despreciables: a) Si el rotor
se alimenta con una corriente continua i, = I, y se aplica al estdtor una c.a. de la forma

=1, cos wt, ;jcudl deberd ser la velocidad del rotor para que se obtenga un par neto en el eje
del mismo? Determinar a continuacion el par medio resultante. Este montaje describe el com-
portamiento de un motor sincrono monofésico de polos salientes. b) Responder a la pregunta

Eje magnético
del rotor

Posicion del rotor
ent=0

Eje magnético
del estator

Figura 1.45. Motor sincrono de polos salientes. Motor de reluctancia.
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anterior si el devanado del rotor se deja abierto (i, = 0) y la corriente del estdtor sigue siendo
la misma. Este montaje describe el comportamiento de un motor sincrono de reluctancia
variable.

SOLUCION

a) De acuerdo con (1.130), la expresién del par desarrollado ser4 igual a:

1
T= 5 iy (-2L, sen 26) + i,i, (=L, sen 0)

que al sustituir los valores de i,, i, y § nos da lugar a:
T=-1I%,L, cos® wt sen 2w, t + 8) - I,1,,L,, cos wt sen (w,,t + &)
y teniendo en cuenta que:

1 + cos 2wt
2

cos’ wt =
resulta:
12
T=- %2 L, (1 + cos 2wt) sen 2(w,,t + &) — I|1,,L, cos wt sen (w,t + )
y al aplicar la transformacién trigonométrica (1.121) se convierte en:

I 1 1
T= —%2 L {sen 2w, t+0)+ 2 [sen 2(wt + w,t + 8)] + 3 [sen 2(— ot + w,t + 5)]} -

IlIm2

L,{sen (wt + w,t + &) + sen (-wt + w,t + 6)}

Cada término de la ecuacion anterior es una funcién senoidal del tiempo, por lo que
el valor medio del par serd nulo. Para que se obtenga un par medio diferente de cero,
el rotor deberd girar a una velocidad:

lw,| =0l = o,=+0
ya que en esta situacién se obtiene un par:

1. Paraw,=w:

2

I 1 1
T=- —;3 L, [sen 2(wt + 6) + 2 sen 22wt + 6) + 2 sen 2(5} -

INI
- 12'"2 L, [sen Qwt + J) + sen 8)]

2. Paraow, = - w:
2

1 1 1
T= —%ZL [sen 2(- ot + 5)+—2—sen 20 +§sen 2(=2wt + 5)] -

I
- % L, [sen é + sen (- 2wt + 6)]
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que en ambos casos da lugar a un par medio:

L L1
=— 221, sen2d - 2
2

T

med L sen d
La expresion anterior indica que el par medio se compone de dos términos: el prime-
ro representa el par de reluctancia que se debe a la forma de polos salientes que
tiene el rotor y que no depende de la corriente que circula por este devanado, y el
segundo representa el par de excitacion que es funcion de la corriente rotdrica. La
méquina no puede arrancar por si misma pero desarrolla un par neto cuando gira a
velocidad w,, = * ®.

b) En esta situacién solamente se produce un par de reluctancia de valor medio:

1%L
T, =--"2"sen 26
4

siempre que el rotor gire a la velocidad de sincronismo w,, = * , como ya se ha
demostrado en el apartado anterior.

EJEMPLO DE APLICACION 1.13: MOTOR BIFASICO SINCRONO

Considérese la mdquina con simetria cilindrica mostrada en la Figura 1.46. El estdtor tiene dos
devanados desfasados 90° en el espacio (se dice entonces que estdn situados en cuadratura), que
se alimentan por medio de dos corrientes alternas desfasadas en el tiempo 90°, es decir:

I,=1,coswt ; I,=1, senwt

El rotor lleva incorporado un devanado 2, siendo las inductancias de los devanados las
siguientes:

L,=L,=L ; Lyp=L, ; L,=L,cost ; L,=L,senf ; L,=0

a) Siel rotor gira a una velocidad angular ®,,y se alimenta con una c.c. devalori, =1,
;cudl deberd ser el valor de w,, para que se obtenga un par neto en el rotor? ; Qué
par medio desarrolla la mdquina? Este montaje describe el comportamiento de un
motor sincrono bifdsico de polos lisos.

Eje magnético
del rotor

Eje b del estator

Posicion del rotor
ent=0

Ejea
de! estator

Figura 1.46. Motor sincrono bifésico de polos lisos.
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b) Si el rotor gira a una velocidad angular o,y se aplica al devanado del mismo una

corriente alterna de valor iy = 1, cos w,t, ;para qué velocidad del rotor se obtiene
un par medio distinto de cero? ; Cual es el valor del par medio correspondiente? Las
corrientes del estdtor son las definidas previamente.

SOLUCION

a) El par responderd a la expresién genérica matricial (1.130b), teniendo en cuenta que

existen tres devanados que interaccionan entre si. Y asi se obtiene:

L, L, L,]|[i

aa a

L. .
T=S4 i)

% Lba Lbb Lb2 ib
L

Ly, Ly Ly|li

que al desarrollar conduce a la siguiente expresién:

1 ,dL 1 _dL 1 dL dL dL, dL
=i 22y 2 —24 —2 i, 2 2y, —2
2°d0 27 do 2 ° 4f " do db do
que teniendo en cuenta que existen inductancias que no dependen de 6, se obtiene:
dL, dL,,
T=ij,—=+ii——
240 """ ap

~

al sustituir los valores resulta un par instantineo:
T=LI, cos wt (-L, sen 0) + LI, sen w,t (L, cos 0)
es decir:
T=1,LL, (—sen 0 cos w;t +cos O sen w,t) =1, L sen (w,t - 0)
y como quiera que = @, ¢ + J, se convierte en:
T=1,LL,sen (0t - w,t - J) ' (a)

si el rotor gira a una velocidad w,, = ®,, denominada velocidad de sincronismo, se
obtiene un par instantineo que no depende del tiempo:

T=-1,LL, send ()

Lo anterior explica el funcionamiento de un motor sincrono de polos lisos. La maqui-
na no puede arrancar por si misma, ya que cuando ,, = 0 el par medio es nulo; sin
embargo, se obtiene un par neto resultante si la maquina gira a la velocidad de sincro-
nismo w,, = w,. Estos motores requieren un accionamiento o motor primario externo
que impulse el rotor hasta la velocidad de sincronismo; alcanzada esta velocidad el
rotor se enclava magnéticamente con el denominado campo giratorio del estator de
tal modo que aunque se desconecte el motor externo, la maquina podra seguir giran-
do por si misma. Es importante que el lector se dé cuenta de que si ,, = — w,, el par
medio resultante es, segiin la expresién (a), igual a cero. A dlferenma con el motor
sincrono monofésico (véase ejemplo de aplicacién 1.11), que produce un par neto a
velocidades w,, = + w,, el motor bifdsico (y en general polifdsico) tiene un sentido de
rotacion definido. Esto se debe, como se demostrara en el Capitulo 2, a que el deva-
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nado bifasico, trifasico, etc., produce un campo magnético giratorio que arrastra el
rotor como si estuviera enclavado mecénicamente con él. El dngulo é de la Figu-
ra 1.46 representa entonces la diferencia de fase espacial entre el eje del campo mag-
nético giratorio que se produce en el estitor con el eje magnético del rotor. Para unas
determinadas corrientes I, e I, la expresion (b) nos indica que el par motor produci-
do es proporcional al sen J. El par resistente se equilibra con el par motor para un
determinado 4ngulo J, y si en esta situacion el par resistente aumenta se elevard el
angulo § hasta un valor maximo de 90°; por encima de este valor, el par, segin (),
vuelve a disminuir, y al no poder arrastrar la carga resistente el motor sincrono pierde
su sincronismo, es decir, @, deja de ser igual a w,, por lo que el valor del par medio
se hace cero. En esta situacién el par resistente del motor obligaré a reducir la veloci-
dad del rotor hasta que finalmente se pare.

b) El par resultante, de un modo anélogo al calculado en el apartado anterior, serd igual a:

que al sustituir valores nos da:
T=1I,1I,L, cos w,t sen (w,t - 0)
y teniendo en cuenta que 0 = ,t + 4, resulta:
T=1,1,L, cosw,tsen(wt—w,t—07)
que haciendo una transformacién trigonométrica da lugar a:
I.1.,L,
T= —%— {sen [(w, + @, — w,)t = 8] + sen [(w, = , — ®,)t = 5]}
si W, = W, £ w,, se obtiene un par medio de valor:

1.1 L
T =——%—msen5

med
Obsérvese también que a diferencia con el caso anterior, si @,, = ®,, el par medio es
cero. La velocidad a la que puede girar el motor depende de las frecuencias del rotor
y el estétor y la maquina no puede arrancar por si misma, ya que para w,, = 0 el par
medio es cero.

EJEMPLO DE APLICA}CIO’N 1.14: MOTOR ASINCRONO BIFASICO
CON ROTOR MONOFASICO

Considérese la mdquina con simetria cilindrica mostrada en la Figura 1.47. Al igual que en
el ejemplo anterior, el estdtor tiene dos devanados desfasados 90° en el espacio que se ali-
mentan con corrientes bifdsicas:

I,=1,coswt ; i,=1,sen w

El rotor lleva incorporado un devanado 2 de resistencia R, ohmios, siendo las inductan-
cias de los devanados las siguientes:

L,=L,=L ; Ly,=L, ; Ly=L,cos8 ; Ly=L,senf ; L, =0
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Eje magnético
del rotor

Eje b del estator

Posicion del rotor
ent=0

Ejea
del estator

Figura 1.47. Motor asincrono bifésico.

a) Siel rotor gira a velocidad angular w,, calcular la expresion de la f.e.m. inducida en
el mismo en circuito abierto.

b) Si se cortocircuita el devanado del rotor, determinar la corriente que circulard por
este devanado en régimen permanente.

¢) Calcular en la situacion del apartado anterior el par medio que se produce en el
rotor y la potencia mecdnica desarrollada por la mdquina.

SOLUCION :
a) La f.e.m. inducida en el rotor seré:
_dy,
€, =———
at

donde ¥, representa el flujo total concatenado por el devanado del rotor. De un modo
andlogo a (1.125), el flujo anterior serd igual a:

Wy = Ll + Lyl + Lygiy, = Ly, + Ly,

donde se ha tenido en cuenta la propiedad conmutativa de los coeficientes de induc-
cién mutua y que i, = 0 al estar el rotor abierto. De este modo la f.e.m. inducida en el
rotor sera:

d ( L . ) d ( L . ) dLuZ . L dia + dLb2 . + L dlb ( )
=—|— +— (Loi,) | = - +L,—"+— —1| (a
€ di a2la ap et dr I @ dr Ly w2

donde los valores de las derivadas, teniendo en cuenta que 6 = w,t + 6, son:

dL d dL
a2 _ [L, cos (w,t+ )] =-w,L,sen(w,t+0) ; 2 = w, L cos (w,t+ 9)
e dt
di, Ly
I -1, sen wt I (D) COS I

y al sustituir los valores anteriores en la ecuacion (a) y haciendo algunas transforma-
ciones trigonométricas se obtiene:

e,=L,1I

'm=m]

(0, - ®,) sen [(w, - ®,) — J]
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Obsérvese en la expresién anterior que si el motor girase a la velocidad de sincro-
nismo (w,, = ®,) no se producird f.e.m. en este devanado. La pulsacién de la f.e.m.
vale w,:

w,=w -0,

Si se denominan 7, a las r.p.m. del rotor y f; y f, a las frecuencias del estétor y del
rotor, respectivamente, la Gltima ecuacion se puede escribir asi:

n n
27rf2=2nf1—27r% = f2=fl—%

expresion que relaciona la frecuencia del rotor con la del estator y la velocidad de
giro. Al estudiar motores asincronos (véase Capitulo 4) se acostumbra a definir el
concepto de deslizamiento del motor s como cociente de las frecuencias estator/rotor:

y de este modo se puede escribir:
W, =50, =0, -0, = 0,=0 (1-y)
que al sustituir en la expresion de la f.e.m. e, da lugar a:
e, =L, so, sen (sw;t — J)
que se puede escribir de la forma
e, = sE_, sen (w,t = 0)
donde se ha llamado E,, y w, a:

E,=L,ol

5

W, = 5w,

E,, representa la f.e.m. méxima inducida en el rotor cuando s = 1, es decir, cuando
®,, = 0 (rotor parado).

Al cortocircuitar el rotor se producird una corriente de circulacién por el mismo que
se obtendr4 aplicando el 2.° lema de Kirchhoff a este circuito, resultando la siguiente
ecuacion diferencial:

di
e, =sE , sen (wt—9) =1L, ﬁ + Ryi, b)

Para determinar la corriente instantdnea i, de régimen permanente, que es la solucién
particular de la ecuacién diferencial anterior, se resolverd la ecuacién fasorial (en
valores maximos y tomando como referencia la funcién seno) siguiente:

SE,, L =6 =R, +jo,L,1,,
que conduce a un valor complejo de I ;:

sE,, L -0 sE,,
= = =/ (-3 -0)

[,=—m="C
P Ry+jo,l,  JRP+ wlL
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w,L,
donde ¢ = arctg R

A2
de la ecuacidn (b) serd:

sE

m2

=
NCETE

sen (w,t — 6 — @)

, por lo que la correspondiente corriente instantdnea o solucién

y como quiera que w, = s, si se denomina X, = w, L,, la expresién de la corriente

sera:

sE

. m2
h=—F———sen(wy —-6—¢@)=1,sen (wt—-905-¢)
PSR+ X ’ ? ?

sE

'm2

donde / , = ———=
PRI+ X2

El par desarrollado por la maquina responde a la ecuacién:

dL dL
T =i, —2 + i, —2

do do
que teniendo en cuenta que:
daL, d
o ~ db
dL, d
d0 " do

(L, cos ) ==L, sen 0@ =-L_ sen (w,t+J)

(L,sen @) =+L cos0=+L, cos (w,t+9J)

y los valores de i, e i,
i,=1,coswt ; i,=1I sen wt
y recordando que w,, = w, (1 — 5); @, = sw,, al sustituir en (¢) resulta:

T=L,,i,sen (w,t - J)

'm ml

Y al sustituir el valor de i, calculado en el epigrafe anterior se obtiene:

T=L,,1I, sen (w,t — & — @) sen (w,t — )
es decir

L.I.1

T_ ‘m-ml m2

[cos ¢ — cos 2w,t — 26 - ¢)]

que corresponde a un valor medio:

T _ Tm*ml m2

cos @

pero teniendo en cuenta que al ser tg ¢ = w,L,/R,, €l valor del cos ¢ es:

1 R
J1+tg o \/R22+s2X2.2

cos ¢ = X, =wL,

(c)
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y como quiera que
E,=L,ol

1%ml

resulta un par medio:

T - Em21m2 R2

med
20, /R?+ s°X?

y como ademds se tiene que:

sE

Im = m2
P /R +$X]
el valor del par medio en funcién de [, es:
R21312

25w,

med

Como quiera ademds que para una onda sinusoidal, la corriente eficaz I, es igual al

valor méaximo /,, dividido por \/5, el par medio resultante anterior se puede expresar
también como:

Rl

med

S0,
o en funcién de la f.e.m. eficaz E, del rotor:
T R,S’E;
d T T2 L 2y2)
" @ (R +5°X3)
de este modo el motor asincrono bifésico produce un par medio distinto de cero, cuya
magnitud depende de la velocidad. En particular en el arranque se cumple s = 1, por
lo que el par correspondiente serd:
RE;
Ta = RZ X2
o, (R; +X3)
Obsérvese que si w,, fuera igual a w, se cumplird s = 0, y en estas condiciones el par
medio seria cero. El motor nunca podra girar a la velocidad de sincronismo y es por
ello que estos motores se denominan asincronos. Generalmente el motor suele traba-
jar para deslizamientos comprendidos entre el 2 y el 8 por 100.

La potencia mecénica que desarrollard el motor cuando gire a la velocidad angu-
lar w,, sera:
P.=T,, 0,

pero teniendo en cuenta que ®,, = @, (1 — ), resultara:
R 1
P.=—2w(-5=R <— - 1)
s, s

expresion que se demostrard de un modo mds tradicional en el Capitulo 4, dedicado a
motores asincronos.



74  MAQUINAS ELECTRICAS

EJEMPLO DE APLICACION 1.15. MOTORES PASO A PASO DE RELUCTANCIA
VARIABLE

Un motor paso a paso (step-step o stepper) es un dispositivo electromecdnico que convierte
una serie de impulsos eléctricos en desplazamientos angulares discretos. En la Figura 1.48
se representa un motor de este tipo cuyo estdtor consta de tres secciones: a, b y c. El rotor
tiene ocho salientes magnéticos. Cada devanado del estdtor estd distribuido alrededor de la
periferia formando ocho salientes magnéticos, de tal modo que los salientes o dientes corres-
pondientes a cada fase estdn desplazados 15° entre si. Las inductancias de cada devanado o
Jfase son mdximas cuando estdn enfrentados los diéntes del rotor con los correspondientes del
estdtor de cada fase. Si se denomina 0 al dngulo que forma el centro de un diente del rotor
con el correspondiente mds cercano del estdtor de la fase «a» (medido, por ejemplo, en el
sentido de las agujas del reloj), las inductancias propias de los devanados de cada fase, en
Juncion de la posicion del rotor, vendrdn expresadas por las ecuaciones:

L,=Ly+L,cos80 ; L,=L,+L,cos80-15) ; L =L, +L, cos 80 + 15

Calcular la expresion del par resultante en el rotor en los casos siguientes: 1) cuando
se excita dnicamente el devanado «a»; 2) cuando se excita solamente el devanado «b»:
3) cuando se excitan a la vez los devanados a y b.

Devanado del estator

Seccién f)or fase a Seccién f.)or fase b Seccién iﬁor fase ¢
polos del estator

entrehierro polos del rotor

fasea faseb fasec
Secciones o fases del estator

Figura 1.48. Motor paso a paso.

SOLUCION

1. La expresion del par, de acuerdo con (1.107), ser4:

1 ,dL, ”
T,=—1i: =—4i L, sen 86
2 ¢ do

lo que significa que el rotor girard en sentido contrario a las agujas del reloj (signo
menos de la expresion anterior) hasta que el par sea nulo, es decir, para 6 = 0, lo que
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corresponde a una posicién en la que se enfrentan los dientes del rotor con los corres-
pondientes del estdtor de la fase a.
2. En este caso resultara:

7 =te®e_ 4 8(0 - 15°)
=—j}— =-4i]L_sen -
a 2 b d@ b'm
que significa que el rotor girard un dngulo de 15° en sentido antihorario, lo que
corresponde al enfrentamiento de los dientes del rotor con los del estédtor de la fase b.
3. En este caso setumplird:

T,=T,+T,=-4i/L, [sen 80 + sen 8(0 — 15°)]
donde se ha supuesto que las corrientes de ambos devanados son iguales, es decir:
i, =1,=1i
y el par anterior se puede escribir también:
T, =—8i% cos 60° L, sen 8(6 —7,5°) = —4\/5 i’L, sen 8(6 —7,5°)

El par anterior se anula para § = 7,5° y tiene un valor maximo que es \/3 veces del
que se obtiene excitando una sola bobina. Si se hubiera partido de la excitacion de la
bobina a, se observa que al excitar a la vez dos devanados a y b se producird un giro
antihorario de 7,5°. De este modo el motor paso a paso aqui descrito permite realizar
desplazamientos angulares de 7,5°.

En la prictica existen motores paso a paso con escalones de 2; 2,5, 5; 7,5 y 15° por
cada impulso aplicado a los devanados del estétor. Este tipo de motores se utiliza en
sistemas de control digital, en los que el motor recibe un tren de impulsos para situar
la posicién del rotor en el dngulo deseado. Cada impulso aplicado a las bobinas del
estétor hace girar el rotor el dngulo 0, de paso. El sentido puede ser directo o inverso
segiin sea el orden de sucesion de impulsos en las bobinas. Las ventajas de estos
motores son: 1) respuesta rapida (menos de 1 milisegundo), 2) insensibilidad a las
vibraciones y choques, 3) larga duracién (del orden de millones de ciclos), 4) posicio-
namiento preciso, 5) insensibilidad a las variaciones de tension y a las amplitudes de
los impulsos. La versatilidad de estos motores es también muy importante y se pue-
den utilizar como: a) motores de frecuencia variable, es decir, de velocidad variable;
b) motores de c.c. sin escobillas; ¢) servomotores en circuito abierto que eliminan la
realimentacion, y d) motores sincronos.

Las aplicaciones més importantes incluyen el posicionamiento de piezas en ma-
quinas-herramientas, impresoras de ordenador, accionamientos para plumillas de sis-
temas registradores, plotters x-y, relojes eléctricos, etc. Por ejemplo, en las impreso-
ras de ordenadores, los motores paso-paso se utilizan para efectuar el avance del
papel; existe un sistema de engranajes o caja de velocidad de relacién 4,5:1 entre el
motor y el papel, de tal modo que al aplicar impulsos al devanado del estétor, se
pueden conseguir avances con pasos en el papel de 6 a 8 lineas por pulgada.

PROBLEMAS

1.1. Calcular la intensidad que debe aplicarse a la bobina del circuito magnético de la
Figura P.1.1. para establecer en la columna derecha un flujo de 10 Wb. La permeabi-
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1.2

1.3.
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lidad relativa se supone que es constante en todos los puntos y de valor y, =400, y la
seccién S = 10 cm es la misma en toda la estructura, excepto en la columna izquierda,
que vale 20 cm”. La longitud / es igual a 10 cm. Calcular también el flujo en el brazo

central.

Figura P.1.1.

[Resp.: I=9,95 A; ® = 2,2 mWhb.]

Un circuito magnético tiene una seccién uniforme de 8 cm” y una longitud magnética
media igual a 0,3 metros. Si la curva de magnetizacién del material viene expresada
aproximadamente por la ecuacién:

1,55H

=——  B:Teslas; H: A.v/im
77+ H

Calcular la c.c. en amperios que debe introducirse en la bobina de excitacién, que
tiene 100 espiras, para producir un flujo en el nicleo de 8 - 107™
[Resp.: 0,42 A.]

Calcular la corriente necesaria en la bobina de la Figura P.1.2 para producir una densi-
dad de flujo en el entrehierro igual a 0,8 Teslas. El nticleo estd hecho de un material

cuya curva de imanacién viene dada por:

1,6 H
B=——— B:Teslas; H: Av/m

75+H
§
o
§
oo
§
o

Figura P.1.2.

[Resp.: 6,83 A.]
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1.4. En la estructura magnética mostrada en la Figura P. 1.3, la densidad de flujo en el
entrehierro de la derecha es de 1 Wb/m®. El nicleo estd hecho de un material cuya
curva de imanacién viene dada por:

I.SH

B=-—————  B:Teslas; H: Av/m
1.000+ H

2 mm

B 200 espiras

Figura P.1.3.

la longitud 1 = 10 cm y la seccién transversal es uniforme y vale 5 cm’. Calcular las
corrientes /, e I, que deben circular por las bobinas para que el flujo en el entrehierro
izquierdo sea nulo.

[Resp.: I, ~# 28 A; I, = 8 A.]

1.5. La estructura magnética mostrada en la Figura P. 1.4 estd construida con un material
cuya curva de imanacion se expresa por:

1,5H

= B: Teslas; H: A.v/im
100+ H

Figura P.1.4.

La longitud de la trayectoria magnética media en el nicleo es igual a 0,75 m. Las
medidas de la seccién transversal son de 6 x 8 cm®. La longitud del entrehierro es de
2 mm y el flujo en el mismo es igual a4 mWb (en el sentido indicado en la Fig. P.1 4).
Determinar el nimero de espiras de la bobina B.

[Resp.: Ny ~ 1.237 espiras.]
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1.6. El nicleo magnético mostrado en la Figura P.1.5 tiene una seccién transversal unifor-
me igual a 100 cm®. La bobina A tiene 1.000 espiras, circulando una c.c. de 0,5 A. en
la direccién indicada. Determinar la corriente I, para conseguir un flujo nulo en el
brazo central. La permeabilidad relativa es p, = 200.

[Resp.: I, =125 A]

Figura P.1.5.

1.7. El circuito magnético de la Figura P.1.6 estd construido con un material, cuya curva
de magnetizacién viene dada por:

15H
B = B: Teslas; H: A.v/m
50+ H
. = ‘
65 em e )
‘s:SOszw’;‘"‘“Q L_) |
14 +° D
N,
T <
— Oy "
Figura P.1.6.

La seccién de la columna central vale 50 cm® y en el resto es uniforme y de valor
25 cm? Si N, = N, = 360 espiras, calcular el valor de /, = I, para producir un flujo de
5 - 10~ Wb en el entrehierro.
[Resp.: 11,32 A.]

1.8. La estructura magnética de la Figura P.1.7 estd fabricada con dos tipos de materiales,
cuyas curvas de magnetizacién vienen expresadas por las ecuaciones:

LIH, o _ 214,

B=———— ; B=/——— B Teslas; H: A.v/m
5.000 + H, 2.000 + H,
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02m w |

+ O 1 2

P N =

140 espiras

Figura P.1.7.

Calcular la intensidad I que debe circular por la bobina para producir un flujo de
1,5 10 Wb, si la seccién es uniforme y vale 15 cm®.
[Resp.: 1 A.]

Una estructura magnética homogénea tiene una longitud magnética media igual a
50 cm; y tiene una seccién uniforme de 10 cm’. Si la bobina tiene 100 espiras y la
curva de magnetizacién viene expresada por:

_ 15H
T 100+ H

B: Teslas; H: A.v/m

Cuando circula por la bobina una intensidad de 0,1 A se pide el valor del coefi-
ciente de autoinduccién calculado por los tres procedimientos siguientes: @) Emplean-
do la férmula: L = N d®/di. b) Utilizando la expresién: L = N @/i. ¢) Calculando la
energia magnética almacenada por medio de la expresion (1.44) e igualando a 1/2 Li 2
[Resp.: a) 2,08 H; b) 2,5 H; ¢) 2,34 H.]

Una bobina con niicleo de hierro, tiene 500 espiras, siendo su resistencia despreciable.
La seccién del nicleo es uniforme y vale 25 cm?, siendo la longitud magnética media
igual a 80 cm. La curva de imanacién del material es:

_ 2H
T 150+ H

B: Teslas; H: A.v/m

Si la tensién aplicada es alterna y de 220 V eficaces y la frecuencia es de 50 Hz,
calcular: a) Circuito equivalente de la bobina. ) Corriente de excitacion.

NOTA: Se conoce, por la informacién proporcionada por el constructor, que a la
tension nominal de 220V las pérdidas en el niicleo son de 5 W/kg. El peso especifico
del material es igual a 7,8 kg/dm’.

[Resp.: @) Ry, = 620,5 ; X, = 1.972 Q; b) 0,372 A.]

Una bobina con niicleo de hierro absorbe una corriente de 0,5 A cuando se aplica una
tensi6n senoidal de 220 V eficaces a sus bornes. Si la potencia absorbida fue de 30 W,
deducir el circuito equivalente de la bobina.

[Resp.: Ry, = 1.617,64 Q; X, = 457,38 Q]

Un cerrojo eléctrico consiste en una armadura fija cilindrica hueca y un véstago
cilindrico, dispuestos como se indica en la Figura P.1.8. Supuesto que la reluctancia
del hierro es despreciable frente a la del entrehierro, y que la unién véstago-armadura
preséhta un entrehierro despreciable frente al entrehierro principal e, calcular: a) La
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energia almacenada en el entrehierro en julios sie = 1cm; la superficie del entrehierro
es de 0,8 cm’ y la intensidad de excitacion es de 1 A de c.c. b) Fuerza magnética en el
caso anterior.

Vistago

Bobina /

14

A AP r e AP PePe P72
RETTILLXIIIKXZL XL LRLLRS
RISC525LKEK2K2565885
BIRRIRIRRRRRRRRRRRA

00 famant

Figura P.1.8.

N = 1.000 espiras

[Resp.: @) 5 - 107 julios; b) 0,497 Newton. ]

El niicleo magnético de la Figura P.1.9 tiene una secci6n transversal cuadrada de
3 x 3 cm. El entrehierro x = 5 mm. La bobina tiene 250 espiras y una resistencia de
11 Q. La f.m.m. que necesita el hierro es despreciable. Calcular la energia almacena-
da en el entrehierro y la fuerza total que actda sobre la armadura cuando se aplican ala
bobina 220 V de c.c.

), .
’ 50 espiras Armadura mévil

220V y R = 11 ohmios
S=9cm?

Armadura fija

Figura P.1.9.

[Resp.: 2,82 julios; 565,8 N.]

La estructura magnética de la Figura P.1.10 tiene una permeabilidad relativa
p, = 100; la longitud de la trayectoria magnética media es igual a 1 m en el hierro. El
valor de la seccién transversal es de 100 cm’. La longitud total del entrehierro (dos
partes) es de 0,2 cm. El flujo en el entrehierro es de 4 - 107 Wb y su sentido es el
indicado en la figura. La bobina A tiene 1.000 espiras y la B tiene N espiras, circulan-
do por ambas bobinas una c.c. de 6 A.

Se pide: a) Determinar el nimero de espiras de la bobina B. b) Calcular la fuerza
con que es atraida la armadura mévil. ¢) Si se coloca una espira como se indica en la
Figura P.1.10, ;cudl ser4 la lectura del voltimetro? 1) Si la corriente de alimentacion
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es de c.c. 2) Si la corriente de alimentacion es senoidal y de tal magnitud que produz-
ca el mismo valor eficaz de flujo en el entrehierro. La frecuencia es de 50 Hz.

NOTA: Se supone que para resolver el apartado. c) el entrehierro estd abierto.
[Resp.: a) 363 espiras. b) 130 kg. ¢) 0 volt., 1,25 V.]

- Ry
o |
dll A
d 4 1.000 espiras
o— TP B
P oW aWal

Figura P.1.10

1.15. Hallar una expresién de la fuerza en el bloque deslizante A de la Figilra P.1.11. Des-
preciar la reluctancia del hierro. Las bobinas estan alimentadas con c.c. y los pardme-
tros son:

N,=200 ; N,=100 ; ;;=10A ; i,=15A ; x=3mm ; €=10mm ; s=10cm’

[Resp.: 250,4 N hacia la izquierda. ]

11 —p ) s
O
+ v & | entrehierro
'd P despreciable
—o=—" P

Figura P.1.11.

1.16. Las inductancias de un dispositivo electromagnético mostrado en la Figura P.1.12
son:

L =L +L,cos20 ; Ly,=L —Lycos20 ; L,=L,cosb ;
L,=L,sen6 ; L,=L,sen20 ; L, =constante

Calcular la expresién del par producido si las corrientes son de la forma:
i,=I1,cost ; i,=I,senwt ; i,=1

[Resp.. T =-12L,sen 26 — L,I.1I, sen d.]
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1.17.

1.18.

1.19.
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Eje magnético
del rotor

Eje b del estator

i, =1,coswt 0
Wt Posicion del rotor
ent=0

Eje a del estator
0=0

i,=1,sen wt O v, O

Figura P.1.12.

Para el sistema de la Figura 1.43 del capitulo, los valores de las inductancias son:
L,=5+2cos20 ; L,=3+cos20 ; L,=10cos @

si los devanados se alimentan con corrientes continuas de valores: i =1A;i=05A.
Calcular: a) Energfa magnética almacenada en funcién de 8; b) Par mecanico desarro-
llado en funcién de 6.

[Resp.: @) W, = 2,875 + 1,25 cos 260 + 5 cos 6; b) T=-2,25 sen 20 — 5 sen 6.]

El dispositivo electromagnético mostrado en la Figura 1.43 del capitulo tiene una
inductancia mdxima y minima en el devanado del rotor de 0,6 H y 0,3 H, respectiva-
mente, y los valores maximos y minimos de la inductancia correspondiente del estator
son de 1 Hy 0,5 H, respectivamente. La inductancia mutua méxima es de 0,7 H.
Ambos devanados llevan una corriente constante de valor \/5 amperios. a) Calcular el
par cuando 8 = 45°. b) Si el rotor se mueve lentamente desde 6 = 90° hasta 6 = 0°,
calcular: 1) trabajo mecdnico realizado, 2) cambio en la energia magnética almacena-
da, 3) entrada eléctrica. c) Si el rotor gira a una velocidad de 100 rad/s, calcular las
fe.m.s. e, y e, producidas en las bobinas cuando 6 = 45°,

[Resp.: a) =1,79 N.m.; b) 1) 2,2 Julios, 2) 2,2 Julios, 3) 4,4 Julios; ¢) —141 V, =112 V.]

Una méquina eléctrica tiene forma cilindrica tanto en la estructura del estitor como en
la del rotor. Los valores de las inductancias son:

L, (estator) = 0,1 [H] ; L,,(rotor)=0,04 [H] ; L,,=0,05cos 6 [H]

donde 0 expresa el dngulo que forman los ejes de ambos devanados. a) Si la maquina
gira a una velocidad w,, = 200 rad/s y por uno de los devanados circula una corriente
10 sen 200¢, ;cudl serd la f.e.m. mdxima (de pico) inducida en la otra bobina?
b) Supéngase que los devanados se conectan en serie y circula por ellos una corriente
10 sen 200z. ;Para qué velocidades del rotor desarrollard la maquina un par medio?
c) (Cudl es el valor mdximo del par medio que puede obtenerse en el caso b)?
NOTA: Despreciar las resistencias eléctricas de los devanados.

[Resp.: @) 100 V; b) 0; 2w = 2 - 200 = 400 rad/s; ¢) 1,25 N.m.]
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1.20. Una méquina eléctrica con salientes magnéticos tanto en el estdtor como en el rotor
tiene las siguientes inductancias:

L,, (estdtor) = 0,75 + 0,35 cos 20 Henrios ; L,,(rotor) = 0,5 + 0,2 cos 26 Henrios
L,, (estator-rotor) = 0,8 cos 0 Henrios

Las resistencias de los devanados son despreciables. Si por el devanado del estator

circula una corriente i,(f) = \/5 sen 314, y el rotor esta en cortocircuito, calcular la
corriente ix(f) que circulard por el rotor y el par resultante, cuando 0 = 135°.
[Resp.: i,(r) = 1,6 sen 3141, T = 0,034 (cos 628 — 1).]
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CAPITULO 2

Principios generales
de las mdquinas eléctricas

2.1. INTRODUCCION

Las maquinas eléctricas son el resultado de una aplicacién inteligente de los principios del
electromagnetismo y en particular de la ley de inducci6n de Faraday. Las mdquinas eléctricas se
caracterizan por tener circuitos eléctricos y magnéticos entrelazados. Durante todo el proceso
histérico de su desarrollo desempefiaron un papel rector, que determinaba el movimiento de
toda la ingenieria eléctrica, merced a su aplicacion en los campos de la generacion, transporte,
distribuci6n y utilizacién de la energfa eléctrica. Las maquinas eléctricas realizan una conver-
sién de energia de una forma a otra, una de las cuales, al menos, es eléctrica. En base a este
punto de vista, estrictamente energético, es posible clasificarlas en tres tipos fundamentales:

1. GENERADOR: que transforma la energfa mecénica en eléctrica. La acci6n se desa-
rrolla por el movimiento de una bobina en un campo magnético, resultando una f.e.m.
inducida que al aplicarla a un circuito externo produce una corriente que interacciona
con el campo y desarrolla una fuerza mecénica que se opone al movimiento. En
consecuencia, el generador necesita una energia mecdnica de entrada para producir la
energia eléctrica correspondiente.

2. MOTOR: que transforma la energfa eléctrica en mecénica. La accién se desarrolla
introduciendo una corriente en la maquina por medio de una fuente externa, que
interacciona con el campo produciendo un movimiento de la maquina; aparece enton-
ces una f.e.m. inducida que se opone a la corriente y que por ello se denomina fuerza
contraelectromotriz. En consecuencia, el motor necesita una energia eléctrica de en-
trada para producir la energia mecénica correspondiente.

3. TRANSFORMADOR: que transforma una energia eléctrica de entrada (de c.a.) con
determinadas magnitudes de tensién y corriente en otra energfa eléctrica de salida (de
c.a.) con magnitudes diferentes.

Los generadores y motores tienen un acceso mecdnico y por ello son maquinas dotadas de
movimiento, que normalmente es de rotacién; por el contrario, los transformadores son ma-
quinas eléctricas que tienen Gnicamente accesos eléctricos y son maquinas estaticas.

Cada maquina en particular cumple el principio de reciprocidad electromagnética, lo cual
quiere decir que son reversibles, pudiendo funcionar como generador o como motor (en la
préctica, existe en realidad alguna diferencia en su construccion, que caracteriza uno u otro
modo de funcionamiento). El estudio de las maquinas eléctricas ha experimentado grandes
cambios en su exposicion a lo largo de la historia. El andlisis tradicional consistia en estudiar
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independientemente cada una de las maquinas por separado, destacando las diferencias entre
ellas desde el punto de vista de funcionamiento, disefio, construccion, etc.; actualmente, y a
partir de los estudios de Park (17) y Kron (13), se han expuesto teorfas generalizadas y unifi-
cadas, dando lugar a una serie de textos ya clasicos en esta materia debidos a White-Wood-
son (24), Adkins (1), Jones (12), Gibbs (8), etc., donde se destacaban mds las analogias que
las diferencias, permitiendo también un andlisis transitorio de estas maquinas, a base de ecua-
ciones de circuito del tipo matricial e incluso tensorial; este enfoque tiene un gran atractivo en
cursos de doctorado pero resulta pocofisico para aquellos ingenieros cuya formacién requiere
un conocimiento practico de las maquinas en cuanto a sus aplicaciones tecnolégicas se refie-
re. Por ello, en este libro sobre mdquinas eléctricas se ha preferido seguir un método que se
acerca mas a la ensefianza tradicional, pero destacando en este capitulo aquellos aspectos que
son comunes a todas las méaquinas eléctricas, de tal forma que en lecciones posteriores pueda
hacerse un andlisis particular de cada tipo de maquina, dejando a un lado aquellos aspectos de
disefio y construccién que pertenecen a dreas mds especificas de la ingenieria.

El capitulo comienza describiendo los elementos basicos que incorporan las maquinas
eléctricas rotativas, en sus aspectos eléctricos magnético y mecanico. Se muestran detalles
constructivos de la forma del estampado de las chapas magnéticas, ranuras, etc. Se analiza el
comportamiento de los colectores de anillos y del colector de delgas o conmutador, haciendo
especial hincapié en la forma de ondas que se obtienen en los mismos. A continuacién se
incluye una descripcién sucinta de la forma de los devanados de las maquinas eléctricas, pero
sin llegar a estudiar las leyes de los bobinados, que pertenecen a dreas mds especializadas de
la ingenieria eléctrica. Se analizan los conceptos generales de pérdidas y calentamiento, des-
cribiendo los tipos de aislamientos empleados de acuerdo con la Norma UNE EN 60034-
1:1995 y CEI-85 (1984). Se indica el concepto de potencia asignada de una mdquina, las
clases de proteccién IP y los tipos de servicio a los que se destinan. También se hace un
andlisis del rendimiento de las maquinas eléctricas, destacando la variacién del rendimiento
en funcién de la potencia suministrada.

Comienza luego el analisis de las f.m.m.s. y campo magnético en el entrehierro producido
por diferentes configuraciones de los devanados: concentrado y distribuido. Se realiza con
gran detalle la exposicién del teorema de Ferraris y su importancia en la produccién de cam-
pos magnéticos giratorios. Se expone el teorema de Leblanc, en el que se identifica un campo
alternativo con un doble campo giratorio.

A continuacién se hace un andlisis general de la f.e.m. inducida en una maquina eléctrica
y los factores que intervienen en la mejora de la calidad de la onda producida; en especial se
estudian los arménicos de f.e.m. y su eliminacién utilizando el acortamiento y distribucion de
las bobinas. También se estudia la creacién del par electromagnético en una maquina eléctri-
ca a partir de los fasores espaciales de f.m.m. Posteriormente, y de acuerdo con la relacién
entre las frecuencias de inductor e inducido y la velocidad del rotor, se hace una clasificacion
general de las maquinas y seguidamente se describen de un modo cualitativo los principales
tipos de méquinas. En capitulos posteriores se hacen los estudios detallados de cada una de
las méquinas eléctricas.

2.2. ELEMENTOS BASICOS DE LAS MAQUINAS
ELECTRICAS

En términos generales, se puede decir que una maquina eléctrica rotativa se compone de dos
partes, como se indica esquemdticamente en la Figura 2.1. Hay una parte fija, que se denomi-
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Estator

Entrehierro

Figura 2.1. La mdquina eléctrica como convertidor de energia.

na estdtor y que tiene forma cilindrica; en el caso de maquinas de gran velocidad, dicho
cilindro es largo en comparacién con su didmetro, mientras que para las de pequefa velocidad
es relativamente corto. En la cavidad del estétor se coloca el rotor, que, como su nombre
indica, es la parte giratoria de la maquina. El rotor se monta en un eje que descansa en dos
rodamientos o cojinetes; éstos pueden estar montados en sendos pedestales que se apoyan en
la bancada, o formar parte de las culatas o tapas que estdn sujetas a la carcasa del estétor. El
espacio de aire que separa el estator del rotor, necesario para que pueda girar la maquina, se
denomina entrehierro, siendo el campo magnético existente en el mismo el que constituye el
medio de acoplamiento entre los sistemas eléctrico y mecdnico.

Normalmente tanto en el estator como en el rotor existen devanados hechos con conduc-
tores de cobre por los que circulan corrientes suministradas o cedidas a un circuito exterior
que constituye el sistema eléctrico. Uno de los devanados tiene por mision crear un flujoen
el entrehierro y por ello se denomina inductor, y también excitacién o campo. El otro
devanado recibe el flujo del primero y se inducen en €l corrientes que se cierran por el
circuito exterior y se denomina inducido. Lo mismo puede situarse el inductor en el estator
y el inducido en el rotor o viceversa; lo que realmente cuenta es el movimiento relativo
entre ambos devanados y teéricamente puede elegirse cualquiera de ambas soluciones, aun-
que en la prictica su situacién la determinan las condiciones tecnolégicas de facilidad de
construccién, aislamiento, refrigeracion, etc. Desde el punto de vista de la construccion, el
estdtor tiene su parte exterior recubierta por la carcasa o culata, estando constituida por un
cilindro hueco al que se unen los pies y los dispositivos de fijacién de la maquina (Fig. 2.2).
En las maquinas pequefias se construye en forma de un monobloque de fundicién de hierro
colado y en las maquinas grandes se compone de dos o cuatro partes ensambladas. La forma
de la carcasa varia de un constructor a otro, est'rmdo condicionada por el sistema de refrige-
racién y por la proteccién exigible en el lugar de trabajo (contra objetos sdlidos, polvo,
agua, antideflagrantes, etc.) En los lados de la carcasa van colocadas las tapas que cerrardn
el motor y que tienen un hueco central en su interior para alojar los cojinetes del rotor.

El estitor y el rotor se construyen con material ferromagnético, de tal forma que para
evitar pérdidas en el hierro suelen realizarse con chapas magnéticas de acero al silicio, conve-
nientemente ranuradas para alojar en su interior los devanados correspondientes.

En la Figura 2.3 se muestran diversas formas de chapas magnéticas empleadas en la cons-
truccién de méquinas eléctricas; se observa que las que configuran el rotor disponen en el centro
de un agujero circular, para introducir por el mismo el eje, disponiendo también de su corres-
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Anillo de elevacion Nicleos magnéticos (chapas)
de estdtor y rotor

Devanado del estator

Devanado del rotor Carcasa
 Chavetero n
Eje [ |I|III A RGANA "'
R e e IIII!
Rodamiento Rodamiento

\ A Entrehierro
Patas de fijacién

Figura 2.2. Aspectos constructivos de una maquina eléctrica.

pondiente chavetero para que la sujeci6n sea perfecta. En las maquinas grandes existen tam-
bién unos agujeros en las chapas distribuidos en su superficie que hacen de conductos de
ventilacién, para que penetre por ellos el aire producido por un ventilador acoplado al mismo
eje, evitdndose en gran parte el aumento de temperatura que se obtendria debido a las pérdi-
das en el hierro.

Las ranuras para alojar los conductores de los devanados pueden ser del tipo abierto,
semicerrado y cerrado, como se indica en la Figura 2.4. Exceptuando el caso de las ranuras
cerradas, que se emplean casi exclusivamente en la construccién del devanado del rotor de los
motores de induccién (asincronos) en jaula de ardilla, las ranuras suelen presentar una seccién
del tipo rectangular; las abiertas se utilizan en las grandes méquinas, donde el devanado se
prepara con sus bobinas totalmente acabadas en una bobinadora o torno de baja velocidad, de
tal forma que permite la colocacién de la bobina entera en la ranura, cerrando ésta por medio
de un calzo aislante; las ranuras semicerradas se emplean en las maquinas pequeiias, donde el
devanado se coloca, haciendo deslizar los hilos conductores de la bobina, uno por uno por la
garganta de entrada.

Chapa de estator Pieza polar del rotor
Chapas de estator

y rotor

Pieza polar del estato
Chapas de transformadores feza p sator

Figura 2.3. Tipos de chapas magnéticas.
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Diente

Ranura

Chapa de estdtor

Tipos de ranura
Cuna de cierre

&

Conductores
a) Ranura abierta  b) Ranura semicerrada ¢) Ranura cerrada

Figura 2.4. Tipos de ranura.

Desde el punto de vista de la configuracién fisica, las maquinas eléctricas adoptan tres
formas bésicas, como se indica en la Figura 2.5. En el caso a) se tienen dos superficies
totalmente cilindricas, con un entrehierro uniforme; esta disposicién se encuentra en las ma-
quinas asincronas, estando situado el inductor en el primario, y también se emplea en los
turboalternadores de las centrales térmicas, situando el inductor en el rotor. En los casos b)
y ¢) la superficie del estdtor o del rotor presenta unos «salientes» magnéticos denominados
polos que estdn provistos a su vez de unas expansiones o cuernos polares (Fig. 2.5¢); en estos
polos se sitda siempre el devanado inductor, recorrido normalmente por c.c. y creando un
campo magnético que puede asimilarse al que produce un iman permanente. La disposicion
indicada en la Figura 2.5b es la empleada en las maquinas sincronas y la de la Figura 2.5¢ se
utiliza en las maquinas de c.c.

Todos los esquemas de la Figura 2.5 presentan un circuito magnético que forma dos
polos; se dice entonces que la maquina es bipolar. La maquina mostrada en la Figura 2.6a es
también bipolar, pero existen maquinas con un nimero superior de polos, denominadas multi-

Linea neutra
]

i
i i
a) Estitor y rotor cilindricos b) Estdtor cilindrico y rotor ¢) Estdtor con polos salientes
con polos salientes y rotor cilindrico

Figura 2.5. Configuraciones bdsicas de estdtor-rotor.
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polares, donde los polos N y S se suceden de una forma alternativa; por ejemplo, en la
Figura 2.6b se muestra una maquina tetrapolar. La linea media entre un polo y el siguiente se
denomina linea neutra, y la distancia entre dos polos consecutivos se denomina paso polar.
En una maquina bipolar, por ejemplo la de la Figura 2.6a, se produce un ciclo completo
magnético en una vuelta completa del rotor; sin embargo, para una miquina multipolar con p
pares de polos, en una revolucién completa del rotor se recorren p ciclos magnéticos comple-
tos; por ej., para la maquina representada en la Figura 2.6b, se tiene p = 2 (es decir, 4 polos), y
una revolucién del rotor corresponde a dos ciclos magnéticos. Como quiera que una revolu-
cién del rotor corresponde a un 4ngulo geométrico de 360°, y un ciclo magnético correspon-
de a un recorrido de 360° magnéticos, se concluye que para una maquina de p pares de polos
un dngulo geométrico « corresponde a un angulo magnético 6 dado por la siguiente igualdad:

0=p-a @1)

La expresién anterior es muy importante en el estudio de las méquinas eléctricas ya que
permite relacionar los dngulos geométricos medidos por un observador con los grados mag-
néticos que efectivamente vé la mdquina. Por ejemplo, para la mdquina bipolar (p = 1) de la
Figura 2.6a, el 4ngulo geométrico entre los polos N'y S es de 180° que corresponde a medio
ciclo magnético, es decir a 180° magnéticos, sin embargo para la méiquina tetrapolar (p = 2)
de la Figura 2.6b, el dngulo geométrico entre dos polos N'y S consecutivos es de 90°, que
corresponde a medio ciclo magnético, es decir, a 180° magnéticos. En lo sucesivo, si no
existe una indicacién especial, expresaremos los dngulos s6lo en grados magnéticos, también
llamados grados eléctricos, ya que las f.e.m.s. inducidas en las bobinas dependen de la varia-
cién entre posiciones magnéticas.

2.3. COLECTOR DE DELGAS Y COLECTOR DE ANILLOS

Se ha indicado en el apartado anterior que una méquina eléctrica rotativa estd formada por dos
partes denominadas estdtor y rotor, que llevan unos devanados que reciben los nombres de
Linea neutra (interpolar)

Linea neutra (interpolar) Linea neutra (interpolar)

Paso polar = 180° geométricos = Paso polar = 90° geométricos =
= 180° magnéticos = 180° eléctricos = 180° magnéticos = 180° eléctricos
a) Mdquina bipolar b) Méquina tetrapolar

Figura 2.6. Maquinas bipolares y tetrapolares. Angulos geométricos y eléctricos.
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inductor e inducido. Para introducir o sacar corrientes de los bobinados situados en el estétor de
la miquina basta con hacer unas conexiones fijas directas desde el sistema exterior a estos
devanados; sin embargo, para realizar esta operacién con las bobinas del rotor es preciso recu-
mir a sistemas colectores, que difieren entre si, seglin sea la mdquina de c.a. o de c.c.

Para ver el funcionamiento de estos colectores se va a considerar el estudio de un generador
elemental, constituido por un imén en el estdtor, que hace de inductor, y una espira en el rotor,
que hace de inducido. Consideremos el esquema de la Figura 2.7, donde una espira gira a una
velocidad «,, rad/s dentro del campo magnético B de un imén permanente. Los extremos de la
espira van a parar a dos anillos de bronce sobre los que rozan unas escobillas de grafito, a las
cuales se conecta el circuito exterior, compuesto por un receptor de energia, simulado por una
resistencia de carga R. Los vectores B, induccién magnética, y S, superficie de la espira, forman
en un momento determinado un dngulo eléctrico pa, siendo p el nimero de pares de polos de la
méquina y o el dngulo geométrico correspondiente. De acuerdo con la ley de Faraday, la
f.e.m. inducida en la espira al girar dentro del campo magnético del imdn sera:

S 24 BS ) (2.2
e=-——=- cos pa .
teniendo en cuenta que se cumple:
do
W, =—=2n— 2.3)
dt 60

donde n indica el niimero de r.p.m. de la espira, y tomando como referencia po. = 0 en ¢t = 0,
se obtendr4 la siguiente f.e.m. en el inducido:

e = B § pw,, sen pw,t 24

que al comparar con la expresién general de una f.e.m. alterna de pulsacién w = 2= f, siendo f
la frecuencia en Hz, expresada por:

e=E, sen wt 2.5)

Lineas de induccién S

af e —
Anillos colectores Folos inductores

e.m. generada en la espira

N,

R (carga externa)

Escobillas

Figura 2.7. Colector de anillos.
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se deduce que la relaci6n entre las r.p.m. de la maquina y la frecuencia de la f.e.m. alterna
obtenida es:

n
=2nf= = p27 — 2.6
w=2nf=po,=p ™0 (2.6)
es decir:
np
= 2.7
f 0 2.7

En consecuencia, en la espira se obtiene una f.e.m. alterna, cuya frecuencia es proporcio-
nal a la velocidad de giro y al nimero de pares de polos de la maquina. Por otra parte, al estar
las escobillas rozando los anillos colectores, se consigue que la corriente que circula por el
circuito exterior sea de la misma forma que la que se obtiene en la espira del inducido.
Para evitar falsos contactos, existe un muelle que presiona ligeramente la escobilla a la super-
ficie cilindrica del anillo, como se observa en la Figura 2.8. Las escobillas se hacen moderna-
mente con grafito electrolitico, aunque a veces son metalografiticas; la eleccién de este ele-
mento se debe a su ventaja de poseer buena conductividad eléctrica a la par de no desgastar
excesivamente los anillos.

Existe otra forma de enviar la f.e.m. inducida en la espira a un circuito exterior, y €s
emplear el llamado colector de delgas, cuyo funcionamiento, en el caso mds elemental, se
puede explicar con ayuda del esquema de la Figura 2.9. Se observa que ahora los extremos de
la espira van a parar a un anillo formado por dos segmentos de cobre, denominados delgas,
aislados entre si y del eje de la midquina por medio de un cilindro de mica. Sobre las delgas
van colocadas unas escobillas, fijas en el espacio, a las cuales se conecta el circuito exterior.
La misién del colector de delgas es obligar a que la corriente que atraviesa el circuito exterior
circule siempre en el mismo sentido, de tal forma que aunque la f.e.m. inducida en la espira
sea senoidal (c.a.), y como ya se ha demostrado en el caso anterior, la corriente que atraviesa
el circuito sea unidireccional; esta operacién se denomina rectificacién, y se realiza de una
forma automadtica con el colector de delgas. La posicion de las escobillas no es indiferente, ya
que para rectificar totalmente la c.a. del inducido es necesario colocar las escobillas tal como
muestra la Figura 2.9, es decir, de tal modo que la f.e.m. inducida en la espira sea igual a cero
en el momento en el que la escobilla pasa de una delga a la otra. Para ver mds claramente el
proceso de rectificacion, en la Figura 2.10 se ha representado una revolucién completa de la
espira, habiéndose sustituido la resistencia R del circuito de la Figura 2.9 por un milivoltime-
tro con el cero en el centro, para hacer més patente la polaridad de la tension resultante entre
las escobillas de la maquina.

Muelle de apriete

I

Anillo deslizante Casquillo de cierre

Conductor de salida

Escobilla
Portaescobilla

Figura 2.8. Anillo deslizante y escobilla.
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Lineas de induccién b

d  Inducido

+ A B f.e.m. generada en la espira
» Y -« l O
! l Escobillas = Tensi6n aplicada
+ ala carga
- O R (carga externa)
—>

Figura 2.9. Colector de dos delgas.

En la parte inferior de la Figura 2.10 se ha representado la tensién correspbndiente en cada
instante de tiempo. Para comprender la forma de esta onda generada, debe suponerse que la
induccién producida por el iman se distribuye senoidalmente en el entrehierro de la méiquina,
es decir, la induccion es mdxima debajo de cada polo y nula en la zona de la linea neutra.
La f.e.m. inducida en la espira viene expresada por la ley de Faraday y es una f.e.m. de movimiento:

d®
e:————:é;(va)dl 2.8)
da ],

En el caso de la Figura 2.10, en el instante ¢, el plano de la espira es vertical, por lo que el
flujo magnético es médximo y en consecuencia la f.e.m. inducida es nula, lo que estd de
acuerdo con (2.2), que es en definitiva la parte izquierda de (2.8). Al mismo resultado se llega
analizando el término integral de (2.8); en este caso en los tramos ab y cd de la espira se
inducen unas f.e.m.s. nulas, ya que en esta situacién las inducciones en ambas ramas de la
espira son nulas por estar situadas en la linea neutra, y en consecuencia el voltimetro de la
Figura 2.10a sefalard cero voltios. Al pasar la espira desde el instante ¢, al instante #,, la f.e.m.
inducida ird aumentando progresivamente, ya que va elevandose la induccién en las ramas de
la espira, al acercarse las mismas al centro de los polos. De hecho, en el instante ¢, la f.e.m.
inducida serd méaxima ya que corresponde a la maxima induccién en las ramas de la espira, la
f.e.m. en la parte oscura de la espira se dirigird de b a g, en el sentido atrds-adelante, que es el
sentido del producto vectorial v x B que aparece en (2.8), mientras que en la parte clara de la
espira la f.e.m. inducida ird de d a ¢, sentido adelante-atrds, y de ahi el sentido de la desvia-
cién que aparece en el voltimetro de la Figura 2.10 en el instante f,, que se dirige de la
escobilla negra a la escobilla blanca. Como quiera que al moverse la espira, la escobilla
negra/blanca siempre hace contacto con el conductor que se encuentra bajo el polo norte/sur,
la polaridad de la escobilla negra/blanca sera siempre positiva/negativa, por lo que la corrien-
te se dirigird siempre en el circuito exterior desde la escobilla negra a la escobilla blanca, lo
que significa que la tensién de salida tiene caricter unidireccional. De este modo con un
colector de delgas se consigue que la forma de onda que se obtiene en el circuito exterior
sea diferente a la forma de onda que existe en el inducido. En particular, una sefal de c.a.
en el inducido se transforma en unidireccional (c.c.) en el circuito exterior.
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Figura 2.10. Funcionamiento del colector de delgas y tension obtenida entre escobillas.

En la practica, para obtener una c.c. que tenga menos rizado (menor oscilacién) se aumenta
el nimero de delgas del colector, con mas bobinas en el inducido. En la Figura 2.11a se muestra
un colector con cuatro delgas y dos bobinas, observandose en la Figura 2.115 que la forma de
onda que se obtiene posee menos variacion, y se acerca mas a una c.c. constante.

En las maquinas reales, con el fin de que las ondulaciones de la f.e.m. se reduzcan atin
mas y de que la d.d.p. entre las delgas no llegue a ser tan alta que produzca chispas en el
colector, se procura que el nimero de delgas sea relativamente grande. En la Figura 2.12 se
muestra un colector de delgas, también llamado conmutador. Las delgas son de cobre endu-
recido a las que se da una forma adecuada para ser montadas en una estructura circular. Cada
delga va soldada y remachada con un conductor vertical o talén para que sirva de pieza de
contacto con la bobina correspondiente. El remache asegura la resistencia mecénica suficien-

f.e.m. espira 1 ;
00° 180° /‘i 360°
0° /270°=

fe.m. esbira 2

Espira 2

0°  180° 360°
Espira |

B Foqna fic onda en g
el circuito exterior

0° 90° 180°270° 360°

Al circuito
exterior

Figura 2.11. Inducido con dos bobinas y colector con cuatro delgas.
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Conexioén del inducido
ala delga

Tal6n de la delga
Delga de cobre

Cubo del colector

Aislamiento de mica

Anillo de presién

Anillos aislantes de mi
Tomillo de apriete niflos aistantes de mica

Figura 2.12. Perspectiva y seccién de un colector de delgas.

te para la conexién y la soldadura mantiene un buen contacto eléctrico. Para evitar que las
delgas puedan salirse del colector por la fuerza centrifuga, se construyen en forma de cola de
milano. Las delgas van aisladas entre sf por separadores de mica y también estan aisladas del
cilindro soporte por ldminas del mismo dieléctrico.

24. DEVANADOS

Se denominan devanados de una maquina eléctrica a los arrollamientos del inductor y del
inducido. El material para la realizacién de las bobinas suele ser el cobre en forma de hilo
esmaltado (la misién del aislante es ofrecer una separacién eléctrica entre las espiras) en las
méquinas pequefias y en forma de pletina para las maquinas de gran potencia, cuyo aislamien-
to se realiza recubriéndolas con cinta de algod6n. También se emplea el aluminio, pero su
aplicaci6n es casi exclusiva de los rotores en jaula de ardilla de los motores asincronos. Los
inductores de las maquinas sincronas y de las maquinas de c.c. se ejecutan en forma de
arrollamiento concentrado, devanando una bobina alrededor de los polos tal como se sefiala
en la Figura 2.13. Este sistema se emplea también en los transformadores, pero con detalles
mas especificos que se explicardn en el Capitulo 3.

Los inducidos de las m4quinas de c.a. y c.c. se ejecutan en forma de arrollamientos distri-
buidos para cubrir toda la periferia de la maquina, situando las bobinas en las ranuras practi-
cadas al efecto. En los albores de la electricidad estos arrollamientos se ejecutaban en forma de
devanado en anillo, ejemplo de lo cual fue la célebre dinamo de Gramme (Fig. 2.14a), donde
se arrollaba el hilo sobre un anillo cilindrico recorriendo la periferia del inducido. El defecto de
este tipo de bobinado es que s6lo se aprovechan los conductores de la periferia exterior para
producir f.e.m., ya que los conductores internos no son atravesados por ninguna induccion,
debido a que el campo magnético después de saltar el entrehierro se encauza por dentro del
anillo ferromagnético, antes de seguir recto, cruzando el cilindro interior del anillo, que presen-
ta mayor reluctancia magnética. Hoy dia solamente se emplean los devanados en tam-
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Devanado concentrado

Conductores del
devanado

Pieza polar
(apilamiento de chapas)

Figura 2.13. Perspectiva y seccién del devanado concentrado de un polo.

bor, donde la totalidad de los conductores estdn colocados en la superficie exterior del cilin-
dro ferromagnético que forma el inducido.

En la Figura 2.14b se muestra un ejemplo de este tipo de bobinado aplicado a un inducido
de una maquina de c.c.; se observa en este devanado que, exceptuando las dos partes frontales,
todo el cobre del inducido es activo, es decir, corta o es atravesado por la induccién y actiia, por
lo tanto, como generador de f.e.m. Normalmente las bobinas que forman el devanado suelen
construirse fuera de la méaquina, y posteriormente son encintadas antes de colocarlas en las
ranuras correspondientes, con lo que se consigue una gran rapidez en la formacién del inducido.

Dependiendo del niimero de ramas de bobina existente en una ranura, los devanados se
clasifican en arrollamientos de una capa y de dos capas. En el arrollamiento de una capa, en
cada ranura se sitia un solo lado de bobina, mientras que en el de dos capas se sitian dos
lados de bobina por ranura; en este iiltimo caso, un lado de la bobina estd colocado en la parte
superior de una ranura y el otro lado se sitda en la parte inferior de la otra. Los devanados
pueden ser abiertos o cerrados; los devanados abiertos tienen un principio y un final y se
emplean en las mdquinas de c.a.; los devanados cerrados no tienen ni principio ni fin, y para
sacar la corriente al exterior deben hacerse tomas intermedias (por medio de delgas), y este
tipo de devanado es el que se emplea en las miquinas de c.c.

Desde el punto de vista de la forma de las bobinas, los devanados pueden clasificarse en
concéntricos y excéntricos (empleados en c.a.), y también en ondulados e imbricados (em-
pleados en c.c.). Los devanados concéntricos estdn formados por bobinas de diferente anchu-
ra 0 paso, que tienen un eje comiin; un ejemplo de ellos se muestra en la Figura 2.15a. Los
devanados excéntricos estdn constituidos por bobinas de igual paso pero desfasadas entre si
en el espacio, como se indica en la Figura 2.15b.

Inducido

Colector de delgas

a) Devanado en anillo b) Devanado en tambor

Figura 2.14. Tipos de inducidos.
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Desarrollo
——

Figura 2.15. Devanados concéntricos y excéntricos.

Los devanados imbricados son andlogos en la forma a los excéntricos y se emplean en las
magquinas de c.c., haciéndose derivaciones al colector de delgas como indica la Figura 2.16a.
Los devanados ondulados se caracterizan porque al bobinar se va recorriendo el inducido y en
consecuencia el colector, formando las ramas de las bobinas una figura de onda como se
indica en la Figura 2.16b. El estudio de la teoria de los bobinados no se daré en este libro,
porque pertenece mas a una asignatura de Calculo y Construccion de Maquinas Eléctricas; sin

’ y ‘L ¥) N LEY:,V=)’1—)’2

Devanado
imbricado

Devanado
ondulado

Figura 2.16. Devanado imbricado (arriba). Devanado ondulado (abajo).
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embargo, como normas bdsicas se pueden citar los dos principios generales siguientes: a) la
anchura (paso) de cada bobina debe hacerse lo mds cercana a un paso polar con objeto de
que los dos lados de la bobina queden frente a dos polos adyacentes Ny S, para obtener asi la
mdxima f.e.m. inducida en cada una de las bobinas y aprovechar de este modo lo mds posible
el cobre del arrollamiento; b) en los devanados de los generadores de c.a. es conveniente que
el arrollamiento se prevea para que genere una f.e.m. senoidal exenta lo mds posible de
arménicos, y para ello es preciso distribuir el devanado en las ranuras y emplear acorta-
mientos de paso en las bobinas.

2.5. PERDIDAS Y CALENTAMIENTO

En la transformacidn electromecdnica de la energia que tiene lugar en una méaquina eléctrica,
una fraccién de la potencia transformada se convierte en calor y practicamente no se utiliza,
constituyendo el conjunto las llamadas pérdidas de la maquina. Desde el punto de vista
fisico, una maquina tiene un circuito eléctrico, constituido por los devanados del inductor e
inducido, donde se producen unas pérdidas por efecto Joule, llamadas vulgarmente pérdi-
das en el cobre, por ser éste el material que suele utilizarse para la fabricacién de los bobina-
dos (aunque también puede ser el aluminio); por otra parte, los arrollamientos se colocan en
una estructura magnética, realizada con chapas de acero al silicio que ofrecen, debido a los
campos magnéticos variables, unas pérdidas denominadas pérdidas en el hierro; como quie-
ra que ademds la mdquina ofrece un acceso mecdnico, aparecen en él unas pérdidas mecani-
cas debidas a los rozamientos o fricciones de las diversas partes del sistema.

El estudio de estas pérdidas es de gran interés, porque influyen sobre dos magnitudes muy
importantes en la explotacidn: el rendimiento y el calentamiento de una maquina eléctrica.
Vamos a analizar en consecuencia y més detalladamente cada una de estas pérdidas:

a) Pérdidas en el cobre

Son consecuencia de la inevitable resistencia que presentan los conductores eléctricos, dando
lugar a una pérdida en forma de calor por efecto de Joule. En términos generales responden a
la ecuacién:

P,=YRi 2.9)

en donde R, e i, representan, respectivamente, la resistencia y corriente que corresponden al
devanado j, ya sea del inductor o del inducido. Denominando p; a la resistividad de los
conductores, /; a su longitud y s; a su secci6n transversal; sustituyendo en (2.9) la resistencia
por su valor p;/s; resulta:

I\ i
F,= ZP;<S'J> ij = Zp/}(;’)sf (2.10)
J J

llamando J; a la densidad de la corriente, es decir, al cociente: i/s; y al ser el volumen del
cobre igual a ;s; se obtiene:

P,=%p-J}- (volumen) 2.11)

cu

que expresa las pérdidas en el cobre en funcién de la resistividad, densidad de corriente y
volumen del bobinado empleado. Se observa que las pérdidas son proporcionales al volumen
del material y a la densidad de corriente que circula por los conductores, y esta densidad suele
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tomar un valor que varfa entre 5 A/mm’ para las maquinas pequefias a 3 A/mm? en las maqui-
nas grandes.

b) Pérdidas en el hierro

Se producen en todos los 6rganos de las maquinas que son recorridos por flujos variables. Como
ya se ha estudiado en el capitulo anterior, se componen a su vez de las pérdidas por histéresis y
las pérdidas por corrientes de Foucault (parésitas), y de acuerdo con (1.61) se tiene:

P, = P, + P, = (k,fB% + k.f*B.a’0) - vol (2.12)

siendo k, y k, constantes; f, la frecuencia; B,, la induccién maxima; a, el espesor de las
chapas magnéticas; g, la conductividad de las mismas; «, un pardmetro, y vol, el volumen de
hierro. Como ya se ha indicado en el capitulo anterior, la forma de reducir estas pérdidas es
emplear nicleos magnéticos de acero al silicio en forma de chapas; esto disminuye el valor de
las pérdidas por histéresis (ya que el ciclo se hace mds estrecho) y reduce las pérdidas por
corriente de Foucault debido a la adicién de silicio y a aislar las chapas entre si. La lamina-
cién puede hacerse en caliente o en frio (granos orientados), resultando unas pérdidas del
ordende 0,8 a 1,3 W/kg a 1 Tesla para las chapas ordinarias (laminadas en caliente) y de 0,4 a
0,5 W/kg a 1 Tesla para las de grano orientado. Estas pérdidas se transforman en calor en la
masa de hierro.

¢) Pérdidas mecanicas

Son debidas a los rozamientos de los cojinetes, a la friccién de las escobillas y a la ventilacién
(rozamiento con el aire). Como es l6gico estas pérdidas sélo existen en las maquinas que
disponen de un 6rgano giratorio. Las pérdidas por rozamiento y friccién son directamente
proporcionales a la velocidad, mientras que las pérdidas por ventilacion se consideran propor-
cionales a la 3.% potencia de la velocidad. En consecuencia:

P.=An+Bn’ (2.13)

La clasificacién anterior se ha realizado teniendo en cuenta el lugar donde se producen las
pérdidas, pero también puede realizarse teniendo en cuenta la forma en que varian las mismas
y asi se tienen: a) Pérdidas fijas: P;; b) Pérdidas variables: P,.

Las pérdidas fijas son aquellas que no varian aunque cambie la potencia absorbida o
cedida por la mdquina. A este respecto se observa que las pérdidas mecdnicas, segin se ha
comentado en los parrafos anteriores, sélo dependen de la velocidad, y como quiera que la
mayor parte de las maquinas tienen velocidad constante o sensiblemente constante, se podran
considerar estas pérdidas como constantes. También pueden suponerse fijas las pérdidas en el
hierro, ya que las méaquinas suelen trabajar con unos valores de By f constantes y de acuerdo
con (2.12) implicardn unas pérdidas constantes. Las pérdidas variables son aquellas que va-
rfan segiin sea la potencia que absorbe o cede la mdquina; como quiera que una variacion de
potencia supone un cambio correspondiente en la corriente (la tensién de una méquina es
sensiblemente constante), aparecer una variacion también en las pérdidas por efecto Joule en
los devanados.

De los parrafos anteriores se deducen las siguientes igualdades:

P=P,+P, ; P,=P, (2.14)

es decir, las pérdidas fijas estan constituidas por las pérdidas en el hierro y mecdnicas, mien-
tras que las pérdidas variables son debidas al efecto Joule en el cobre.
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Todas las pérdidas anteriores son transformadas en calor. Este calor se transmite en parte
al ambiente, por radiacién y conveccién, y es absorbido en parte por la estructura de la
maquina, elevando su temperatura, elevacién que estd en relacién con su calor especifico.
Cuando esta temperatura alcanza un determinado valor para el cual la cantidad de calor pro-
ducida, correspondiente a las pérdidas, se iguala con la cantidad de calor cedida al ambiente,
la temperatura permanece constante. Se dice entonces que la maquina ha alcanzado la tempe-
ratura de régimen.

La temperatura de régimen es una magnitud de gran importancia, ya que mediante la
misma se puede determinar si los materiales aislantss con los que estd construida la maquina
van a trabajar correctamente. En efecto, los aislantes, constituidos en su gran parte por ma-
teriales orgdnicos, se carbonizan a una determinada temperatura, perdiendo su cualidad de
tales; también a temperaturas inferiores sufren un deterioro, siendo éste tanto mds rdpido
cuanto mas elevada sea la temperatura a la que estdn sometidos. Es evidente que al degenerar
la funcion aislante de estos materiales, la maquina no trabaje en buenas condiciones y acabe
averiandose al producirse cortocircuitos entre espiras o defectos a tierra. Existe una regla
aproximada pero muy ilustrativa, llamada de Montsinger, debida a V. M. Montsinger, in-
geniero de la General Electric, quien en 1930, tras un estudio exhaustivo de nueve afios
sobre aislantes de transformadores, proporciond una férmula empirica conocida como la
ley de los 10 °C, lo que significa que para cada incremento de 10 °C de temperatura sobre
el mdximo recomendado, la vida del aislante se reducia a la mitad, e inversamente, una
disminucion de 10 °C doblaria su vida. Debido a esto, se han establecido normas que es-
pecifican aquellas temperaturas maximas que no se deben sobrepasar en los devanados y
en las diferentes partes de una mdquina; mds concretamente, en Espafia las Normas UNE
21-305, UNE EN 60034-1:1995 y CEI-85 (1984) fijan una temperatura ambiente conven-
cional y determinan la méxima temperatura que pueden soportar los aislantes, y en funcion
de ésta se clasifican en:

1. AISLAMIENTO CLASE A. Son aislamientos constituidos por materiales fibrosos
a base de celulosa o seda, impregnados con liquidos aislantes; la temperatura mdxi-
ma que en ningtin caso debe sobrepasarse en este tipo de aislantes es de 105 °C.

2. AISLAMIENTO CLASE E. Son aislumientos a base de fibras orgdnicas sintéticas;
la temperatura mdxima que en ningin caso debe sobrepasarse en este tipo de aislan-
tes es de 120 °C.

3. AISLAMIENTO CLASE B. Son aislamientos formados por materiales a base de
poliéster y poliimidos aglutinados con materiales orgdnicos o impregnados con és-
tos; la temperatura mdxima que en ningiin caso debe sobrepasarse en este tipo de
aislantes es de 130 °C.

4. AISLAMIENTO CLASE F. Son aislamientos formados por materiales a base de
fibra de mica, amianto y fibra de vidrio aglutinados con materiales sintéticos, como
siliconas, poliésteres o epoxidos; la temperatura mdxima que en ningiin caso debe
sobrepasarse en este tipo de aislantes es de 155 °C.

5. AISLAMIENTO CLASE H. Son aislamientos formados por materiales a base de
mica, amianto o fibra de vidrio aglutinados con siliconas de alta estabilidad térmica;
la temperatura mdxima que en ningin caso debe sobrepasarse en este tipo de aislan-
tes es de 180 °C.

6. AISLAMIENTO CLASE 200. Son aislamientos formados por materiales a base de
mica, vidrio, cerdmica, etc.; la temperatura mdxima que en ningiin caso debe sobre-
pasarse en este tipo de aislantes es de 200 °C.
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7. AISLAMIENTO CLASE 220. Son aislamientos formados por materiales a base de
mica, vidrio, cerdmica, etc., poliimidas tipo Kapton; la temperatura mdxima que en
ningiin caso debe sobrepasarse en este tipo de aislantes es de 220 °C.

8. AISLAMIENTO CLASE 250. Son aislamientos formados por materiales a base de
mica, vidrio, cerdmica, etc., poliimidas tipo Kapton; la temperatura mdxima que en
ningiin caso debe sobrepasarse en este tipo de aislantes es de 250 °C.

La temperatura ambiente del fluido refrigerante se toma, de acuerdo con la misma Norma,
como 40 °C (para menos de 1.000 m de altitud) *. En consecuencia, los calentamientos (eleva-
cién de temperatura respecto de la ambiente) admisibles para los aislantes anteriores serdn:

B Clase A: 65 °C; Clase E: 80 °C; Clase B: 90 °C; Clase F: 115 °C; Clase H: 140 °C.

B Clase 200: 160 °C; Clase 220: 180 °C; Clase 250: 210 °C.

2.6. POTENCIA ASIGNADA O NOMINAL.
TIPOS DE SERVICIO

De acuerdo con la Norma UNE EN 60034-1:1995 referente a mdquinas eléctricas rotativas.
Parte 1: Caracteristicas asignadas y caracteristicas de funcionamiento, en su seccién 2 de
definiciones se sefiala lo siguiente:

W Valor asignado: valor de una magnitud, asignado generalmente por un fabricante,
para una condicion de funcionamiento especificada de una mdquina.

W Potencia asignada: valor numérico de la potencia incluido en las caracteristicas asig-
nadas.

Se incluyen también en esta seccion de la Norma UNE otras magnitudes asignadas para
méquinas rotativas, indicdndose mds adelante que estas magnitudes son atribuidas por el
fabricante, el cual debe elegir una de las clases asignadas segun el tipo de servicio, y que en
muchos casos suele ser el correspondiente al tipo continuo méximo basado en el servicio S1
(servicio continuo). De este modo la potencia asignada es un valor que sefiala libremente el
fabricante en funcion de la clase de servicio a que se destine la mdquina sin que se produzcan
calentamientos inadmisibles para la vida de los aislantes; por ejemplo, para un motor que
vaya a funcionar en servicio continuo el fabricante le puede asignar una potencia de 11 kW,
pero si va a funcionar en régimen temporal con grandes periodos de reposo puede asignarle
una potencia superior como por ejemplo 15 kW, teniendo en cuenta que los calentamientos
previstos van a ser menores. La Norma UNE indicada sefiala también que las caracteristicas
asignadas de una maquina eléctrica se deben marcar en la placa de caracteristicas. En definiti-
va, la potencia asignada es un concepto mds versdtil que el antiguo de potencia nominal
(aunque en alguna parte de este libro se tomen como sinénimos debido a que la potencia
asignada se marca o nomina en la placa de caracterfsticas) y representa la potencia que puede
desarrollar una maquina, cuando las restantes condiciones son las asignadas, sin que aparez-
can calentamientos en sus diversos érganos que alcancen o sobrepasen las correspondientes
temperaturas l{mites expuestas en el apartado anterior y que dependen de la clase de servicio.

* A grandes alturas la evacuacion del calor de la mdquina disminuye por ser menor la densidad del aire. Los datos
expuestos se refieren a altitudes inferiores a 1.000 m. Para altitudes superiores se deben consultar las Normas (se estable-
cen reducciones en los calentamientos que oscilan entre un 2 y un 5 por 100 por cada 500 m que sobrepasen los 1.000 m).
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Se observa de esta definicion que la potencia asignada estd estrechamente vinculada al pro-
blema del calentamiento de sus diversas partes constitutivas y en consecuencia a los aislantes
que intervienen en su elaboracién. En el epigrafe 8 de la Norma UNE EN 60034-1 se definen
ademds las potencias asignadas de la forma siguiente:

a) En generadores de c.c.: la potencia asignada es la potencia eléctrica en los bornes, y
debe expresarse en vatios (W).

b) En generadores de c.a.: la potencia asignada es la potencia eléctrica aparente en los
bornes, y debe expresarse en voltamperios (VA) junto con la indicacién del factor de
potencia. El f.d.p. asignado para los generadores sincronos debe ser 0,8 sobreexcita-
do, salvo especificacién contraria.

¢) En motores: la potencia asignada es la potencia mecdnica disponible en el eje, y
debe expresarse en vatios (W),

d) En transformadores: la potencia asignada es la potencia eléctrica aparente en bor-
nes del primario o del secundario y debe expresarse en voltamperios (VA). (Norma
UNE 20-101.)

De acuerdo con la Seccién 10 de la Norma UNE EN 60034-1:1995, todas las maquinas
eléctricas deben estar provistas de una o varias placas de caracteristicas en las que deben
marcarse de forma indeleble los puntos aplicables de la lista siguiente: 1) Nombre o marca del
constructor. 2) Nimero de serie del fabricante o marca de fabricacién. 3) Informacién para
identificar el afio de fabricacién. 4) Cédigo del fabricante para la mdquina. 5) Para las maqui-
nas de c.a., el nimero de fases. 6) Nimero(s) de las normas aplicables para las caracteristicas
asignadas y las caracteristicas de funcionamiento. Si se indica 34, quiere decir que se cum-
plen todas las normas de la serie 34 de la CEI que sean pertinentes. 7) Grado de proteccién
proporcionada por las envolventes (Cédigo IP) de acuerdo con CEI 34-5. 8) Clasificacién
térmica o el calentamiento admisible. 9) Clase(s) de caracteristicas asignadas y el(los) servi-
cio(s) tipo(s) si la maquina esté disefiada para caracteristicas asignadas diferentes de las del
tipo continuo maximo, servicio tipo S1. 10) Potencia(s) asignada(s). 11) Tensién(es) asig-
nadas(s) o gama de tensiones asignadas. 12) Para las mdquinas de c.a., la frecuencia asignada
o la gama de frecuencias asignadas. 13) Intensidad(es) asignada(s). 14) Velocidad(es) asigna-
da(s). 15) Para las mdquinas trifdsicas de c.a. con mds de tres puntos de conexion, instruccio-
nes de conexién mediante un diagrama en forma de texto... 26) Para mdquinas previstas para
funcionar en un solo sentido de giro, el sentido de giro indicado por una flecha.

En la Figura 2.17 se muestra a modo de ejemplo una placa de caracteristicas tipica de un
motor asincrono en el que se sefialan las magnitudes asignadas mds importantes.

El grado de proteccion de envolventes sefialado en el punto 7 de la relacién anterior viene
definido en las Normas UNE 20.324-93 y CEI 34-5:1991 y se expresa con las letras IP (Indi-
ce de Proteccion) seguidas de tres nimeros: el primero indica la proteccién contra objetos
sélidos, el segundo la proteccién contra el agua y el tercero la proteccion contra choques
mecdnicos, de acuerdo con lo indicado en la Tabla 2.1. La clase de proteccién representa en
definitiva las caracteristicas de la envolvente de la mdquina con vistas a:

1.°  Proteger a las personas contra el peligro de tocar directamente partes moviles o que
estén en contacto con partes bajo tension. Es lo que se denomina proteccion contra
contactos directos.

2.°  Proteger la mdquina contra la entrada de cuerpos sélidos y liquidos desde el medio
ambiente exterior.

3.° Proteger la mdquina contra choques mecdnicos.
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Figura 2.17. Placa de caracteristicas de un motor eléctrico.

Se pueden obtener tantas clases de proteccién como combinaciones posibles nos da la
tabla, aunque no todas esas posibilidades se realizan en la practica (por ejemplo, la proteccién
de las mdquinas eléctricas contra choque mecdnicos tiene en general poca importancia). El
tipo de proteccién que se utiliza con mayor frecuencia en ingenieria civil es el IP447, pero
dependiendo de las condiciones en las que se prevea el trabajo de la maquina, el usuario
deberd definir el grado IP que mds se adapte a sus necesidades. Por ejemplo, los grupos
motobomba sumergidos en pozos para suministro de agua a poblaciones tienen una protec-
¢i6n IP687. En el caso de cuadros generales y acometidas eléctricas de obras que son de tipo
intemperie y de montaje provisional es aconsejable que sean de al menos IP557.

Otro aspecto a considerar en las méquinas eléctricas es el concepto de servicio, y que se
define como los periodos de funcionamiento en vacio y reposo a los que estd sometida una
méquina teniendo en cuenta su duracién y secuencia en el tiempo. Las Normas UNE 20-113-7 y
UNE-EN 60034-1:1995 definen diez clases de servicios (sefialados con la letra S seguida de
un digito, del 1 al 10) y que significan:

1. Servicio continuo - Servicio tipo S1. Funcionamiento con carga constante y de una
duracién suficiente para que se establezca el equilibrio térmico.

2. Servicio temporal - Servicio tipo S2. Funcionamiento con carga constante durante
un periodo de tiempo determinado, menor que el requerido para alcanzar el equi-
librio térmico, seguido de un periodo de reposo suficiente para que la temperatura
descienda hasta igualarse a la del fluido de refrigeracién dentro de un margen
de 2 K.

3. Servicio intermitente periédico - Servicio tipo S3. Sucesion de ciclos de servicios
idénticos, comprendiendo cada uno un periodo de funcionamiento con carga cons-
tante y un periodo de reposo. En este servicio el ciclo es tal que la intensidad de
arranque no influye de forma apreciable en el calentamiento.

4. Servicio intermitente periédico con arranque - Servicio tipo S4. Sucesién de
ciclos de servicios idénticos, comprendiendo cada uno un periodo de tiempo de
arranque, un periodo de funcionamiento con carga constante y un periodo de re-
poso.

5. Servicio intermitente periédico con frenado eléctrico - Servicio tipo S5. Suce-
sién de ciclos de servicios idénticos, comprendiendo cada uno un periodo de tiempo
de arranque, un periodo de funcionamiento con carga constante, un periodo de fre-
nado eléctrico rapido y un periodo de reposo.
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Tabla 2.1. Digitos para indicar la clase de proteccion

Sin proteccién

Proteccién contra contactos di-
rectos casuales de grandes su-
perficies, por ejemplo con la
mano. Proteccién contra la pe-
netracién de cuerpos sélidos
extraiios de didmetro superior a
50 mm.

Proteccién contra contactos di-
rectos con los dedos. Protec-
cién contra la penetracién de
cuerpos sélidos extrafios de
didmetro superior a 12 mm.

Proteccién contra contactos di-
rectos de herramientas, hilos,
etc., mayores de 2,5 mm de
didmetro. Proteccién contra la
penetracién de cuerpos sélidos
extrafios de didmetro superior a
2,5 mm.

Proteccién contra contactos direc-
tos con herramientas, hilos, etc.,
mayores de 1 mm de didmetro.
Proteccién contra la penetracion
de cuerpos sélidos extrafios de
didmetro superior a 1 mm.

Proteccion total contra contactos
directos. Proteccién contra de-
positos de polvo perjudiciales.

Proteccion total contra contactos
directos. Proteccién total con-
tra la penetracién de polvo.

Sin proteccién
Proteccién contra la

caida vertical de go-
tas de agua.

Proteccion contra la cai-
da de gotas de agua
inclinadas en cual-
quier 4ngulo hasta
15° con la vertical.

Proteccién contra el
rociado de agua en
un 4ngulo de hasta
60° con la vertical.

Protecciéon contra la
proyeccién de agua
en todas las direc-
ciones.

Proteccién contra cho-
rros de agua en to-
das las direcciones.

Proteccién contra inun-
daciones pasajeras.

Proteccién contra los
efectos de inmersion.

Proteccién contra in-
mersién prolongada.

Sin proteccién

Energia de choque:
0,225 julios.

Energia de choque:
0,5 julios.

Energia de choque:
2 julios.

Energia de choque:
6 julios.

Energia de choque:
20 julios
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6. Servicio ininterrumpido periédico con carga intermitente - Servicio tipo S6. Su-
cesién de ciclos de servicios idénticos, comprendiendo cada uno un perfodo de funcio-
namiento con carga constante y un periodo de vacfo. No existe perfodo de reposo.

7. Servicio ininterrumpido periédico con frenado eléctrico - Servicio tipo S7. Su-
cesién de ciclos de servicios idénticos, comprendiendo cada uno un periodo de
arranque, un perfodo de funcionamiento con carga constante y un perfodo de frena-
do eléctrico. No existe periodo de reposo.

8. Servicio ininterrumpido periédico con cambios de carga y de velocidad relacio-
nados - Servicio tipo S8. Sucesi6n de ciclos de servicios idénticos, comprendiendo
cada uno un perfodo de funcionamiento con carga constante correspondiente a una
velocidad de giro determinada, seguido de uno o varios periodos de funcionamiento
con otras cargas constantes correspondientes a velocidades de giro diferentes (reali-
zados, por ejemplo, por cambio del nimero de polos en el caso de motores de induc-
cién). No existe periodo de reposo.

9. Servicio con variaciones no periédicas de carga y de velocidad - Servicio tipo S9.
Servicio en el cual la carga y la velocidad tienen generalmente una variacion no
periédica en el margen de funcionamiento admisible. Este servicio incluye frecuente-
mente sobrecargas aplicadas que pueden ser ampliamente superiores’a la plena carga.

10. Servicio con cargas constantes diferentes - Servicio tipo S10. Servicio que consiste
en un maximo de cuatro valores diferentes de carga, cada uno de los cuales se mantie-
ne un tiempo suficiente para permitir que la maquina alcance el equilibrio térmico. La
carga mdxima en un ciclo de servicio puede tener un valor cero (vacio o reposo).

Finalmente, otro detalle a destacar en las mdquinas son las formas constructivas externas.
En Espaiia vienen definidas por la Norma UNE-EN 60034-7. Existen dos cddigos, el mds
simple utiliza una letra maytscula B o V seguida de una o dos cifras, que sirven para definir
la posicion del eje: horizontal o vertical, si existe brida de sujecién o plato soporte, cojine-
tes, etc. Por otra parte, para reducir costes y permitir el intercambio de motores procedentes
de distintos fabricantes, se ha llevado a cabo una normalizacién de las principales dimensio-
nes mecénicas relativas al montaje de las maquinas: didmetro y longitud del eje, distancia
entre patas, didmetro de la brida de anclaje, alturas de ejes, etc.

2.7. RENDIMIENTO

Como ya se ha indicado en el apartado 2.5, en las maquinas eléctricas, como en cualquier otro
dispositivo de transformaci6n de la energia, existen unas pérdidas, de tal forma que solamente se
entrega a la salida una parte de la energia absorbida en la entrada. El rendimiento se define como
el cociente entre la potencia util y la potencia absorbida o total, de acuerdo con la expresion:
Potencia util P,
N = =t (2.15)
Potencia total P,
llamando P, a la potencia perdida se verifica:
P.=P +P, (2.16)

en consecuencia (2.15), toma la forma:

n=—" (2.17)
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En el caso de un generador, la potencia itil es la potencia eléctrica entregada a la carga y
en el caso de un motor es la potencia mecénica en el arbol de la maquina. La potencia perdida,
teniendo en cuenta el apartado 2.5, es igual a:

P =P, ,+P, +PF, (2.18)
que teniendo en cuenta (2.14) se puede poner:
P, =F+P (2.19)

donde P indica las pérdidas constantes de la méquina y P, las pérdidas variables con la carga.

Las pérdidas variables son debidas a las pérdidas en el cobre, y en consecuencia son
proporcionales a /°. Como quiera ademds que la corriente es proporcional a la potencia apa-
rente (S = VI), se podrd escribir:

P, = bS* (2.20)
Teniendo en cuenta que P, = VI cos ¢ = S cos ¢, la expresién (2.17) se podra escribir:

_ Scos o 3 S
" Scos @+ P+ bS? S+ (P+bS?cos ¢

n (2.21)

lo que indica que para una misma potencia aparente S, el rendimiento es tanto mejor cuanto
mayor es el £.d.p. Si el f.d.p. es constante, (2.21) se podré escribir denominando a al cos ¢, y
resulta:

aS

= 2.22
as + P+ bS® @22

n

Se puede dibujar ahora la curva n = f(S), expresada por la ecuacion anterior. Se observa
que 5 = 0 para S = 0, y ademds la funcién tiene un méximo, definido por la condicién:

MN_o = P=bs? (2.23)

ds ! '

es decir, el rendimiento es maximo para una potencia aparente S tal, que coinciden para ese

régimen las pérdidas fijas con las variables, esto es, las pérdidas en el cobre (pérdidas varia-

bles) son iguales a la suma de las pérdidas mecénicas mds las del hierro (pérdidas fijas).
Se denomina indice de carga o factor de utilizacién: C, al cociente entre la potencia

aparente til Sy la asignada S, de tal forma que:

C= S (2.24)
Sy ’
El indice de carga es el éptimo cuando la potencia iitil es la de maximo rendimiento, es decir:
S
C,.= —méx (2.25)
SN

pero teniendo en cuenta (2.23):

(2.26)

|95}
|
e

nmax
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Hmix

S cos @' < cos @

Snméx

N
—»

Figura 2.18. Curvas de rendimiento en funcién de la potencia para diversos f.d.p.

que al sustituir en (2.25) resulta:

P, Pérdidas fijas
Con = /702 =\ pits . , — . 2.27)
i bSy Pérdidas variables a la potencia nominal

En la Figura 2.18 se indica la funcién # = f(S), para un f.d.p. constante; se sefiala también
a trazos la misma curva para un f.d.p. menor.

Observando la variacién del rendimiento con la potencia, se pueden deducir las siguientes
consecuencias practicas:

a) Se debe evitar el funcionamiento con cargas reducidas, ya que el rendimiento seria
pequerio.

b) Se debe procurar que la mdquina funcione con un indice de carga proximo al optimo
para obtener un mejor rendimiento.

¢) Se debe rechazar toda mdquina cuya potencia asignada sea demasiado elevada res-
pecto al servicio a que se destina, pues trabajaria con carga reducida y su rendi-
miento seria pequefio. En consecuencia, para un mismo trabajo, la energia absorbi-
da y pagada seria mayor.

EJEMPLO DE APLICACION 2.1

Una mdquina eléctrica de 40 kVA tiene unas pérdidas en el hierro de 750 W, las pérdidas en
el cobre a plena carga o asignada son de 2.000 W'y las pérdidas mecdnicas son de 1 .000 W.
Calcular: a) Potencia aparente de mdximo rendimiento. b) Pérdidas en el cobre en el caso
anterior. ¢) Rendimiento mdximo para un f.d.p. unidad. d) Rendimiento a plena carga con
fd.p. 0,8. e) Rendimiento a media carga con f.d.p. 0,6.

SOLUCION

a) El indice de carga 6ptimo de acuerdo con (2.27) es:

750 + 1.000
C=_|[—————=09354
2.000
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lo que indica una potencia aparente de maximo rendimiento, segin (2.25):

S,ma = 0,9354 - 40 = 37,41 kVA

nmax

b) Cuando trabaja la mdquina con maximo rendimiento, de acuerdo con (2.23) las pérdi-
das fijas y variables coinciden, es decir:

P, =P, =P, + P,=750+1.000 = 1.750 W
¢) El rendimiento maximo seri:

Smix COS @ 37411

= =91,44 %
cos @ +2F 3741-1+2-1,75

’7=S

nmax
d) A plena carga el rendimiento tendrd por expresion:

Sy cos @ 40.000 - 0,8

n= = =89,51%
Sy cos ¢ + Pf+ P, 40.000-0,8 +1.750 + 2.000

e) A media carga, es decir, mitad de potencia, las pérdidas del cobre, de acuerdo con
(2.20) se reducirdn a la 4.* parte, esto es, serdan de 500 W y el rendimiento valdra:

(Sy/2) cos @ 20.000 - 0,6

- = = 84,21%
(Sy/2) cos @ + P+ P, 20.000 - 0,6 + 1750 + 500

n

28. F.MM.Y CAMPO MAGNETICO EN EL ENTREHIERRO
DE UNA MAQUINA ELECTRICA

El campo magnético en el entrehierro de una maquina eléctrica es el resultado de las f.m.m.s.
combinadas de los devanados inductor e inducido que actian en esa regién. En principio, es el
devanado inductor el que produce el campo en el entrehierro, creando f.e.m.s. en el devanado
del inducido, que dan lugar a corrientes cuando se cierra el circuito por un sistema exterior
(generador). Al circular una intensidad por el devanado del inducido, se crea una f.m.m. de
reaccion de inducido, que al combinarse con la f. m.m. del inductor origina, de acuerdo con
laley de Ampere, el campo magnético resultante en el entrehierro de la maquina. Teniendo en
cuenta ademds que, de acuerdo con la ley de Faraday, la f.e.m. inducida es funcién de la
induccién, se podra comprender la importancia de la distribucién del campo magnético en la
forma de onda de la f.e.m.

Se van a analizar en este apartado las formas de las f.m.m.s. y campos producidos por
diferentes tipos de devanados para poder estudiar posteriormente las f.e.m.s. que se obtienen
en el inducido y los pares electromagnéticos a que dan lugar. Con objeto de hacer mds senci-
1o el célculo, para destacar mds claramente los principios fisicos involucrados, se supondra
una maquina rotativa cilindrica, es decir, sin polos salientes tanto en el estitor como en €l
rotor, lo que representa la existencia de un entrehierro de espesor uniforme. Se admitird
asimismo que la permeabilidad del hierro es infinita, lo que da lugar a considerar que la
reluctancia del hierro es despreciable, por lo que no se requiere ninguna f.m.m. para producir
la induccién en esta parte del circuito magnético. Para simplificar las figuras se supondra
también que la maquina es bipolar, coincidiendo en este caso, de acuerdo con (2.1), el nimero
de grados geométricos con los magnéticos.
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2.8.1. Campo magnético y f.m.m. producida por un devanado
concentrado de paso diametral

Consideramos en primer lugar una bobina de N espiras representada por el esquema simplifi-
cado de la Figura 2.19a. (Por motivos diddcticos, se han alargado las cabezas de bobina para
facilitar la visién de la misma. En la practica constructiva real, estas cabezas se doblan adap-
tando su recorrido a la periferia del estdtor para no impedir asi el movimiento del rotor). Se
trata de determinar la forma de la distribucién tanto del campo magnético como de la f.m.m. a
lo largo del entrehierro. La bobina esta recorrida por una corriente de i amperios, que en
principio supondremos que es de c.c.

En la Figura 2.19a se han representado las lineas de campo magnético que produce la
bobina; estas lineas atraviesan radialmente el entrehierro y se cierran por los nicleos ferromag-
néticos de estétor y rotor (campo solenoidal). El sentido de las lineas de induccion viene deter-
minado por la regla de Ampere de la mano derecha y van de la cara izquierda a la cara derecha
de la bobina. Debe destacarse que desde el punto de vista del entrehierro de la maquina, la parte
izquierda del estétor se comporta como un polo norte, ya que las lineas de induccién magnética
se dirigen del material ferromagnético del estétor al entrehierro pasando después al rotor, mien-
tras que la parte derecha del estétor es un polo sur porque las lineas de induccién magnética
pasan del entrehierro a la parte derecha del estétor. El retorno de las lineas de campo se realiza
por el nicleo ferromagnético del estétor. En la Figura 2.19b se muestra el modelo magnético
equivalente de la Figura 2.19a, en el que se representa un estator con unos imanes imaginarios
norte y sur que simulan el campo magnético equivalente de la bobina. En el esquema de la
Figura 2.19 se ha considerado que la bobina tiene una anchura de 180° magnéticos, lo cual
indica, para el caso de que la maquina tenga dos polos, que el paso de bobina es diametral *.

En la Figura 2.20 se representa en la parte superior izquierda la seccién transversal de la
méquina de la Figura 2.19a, en la que se muestran las lineas de induccién B producidas por la

Lineas de
induccién magnética

a) Campo magnético producido b) Polos equivalentes producidos
por una bobina de paso diametra} por una bobina de paso diametral

Figura 2.19. Bobina de paso diametral y sentido del campo magnético que produce.

* La denominaci6n diametral se emplea también para definir bobinas cuya anchura sea de un paso polar (180° magnéti-
cos) aunque la méaquina tenga cualquier nimero de polos. También se utiliza la expresién de paso completo o polar.
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Eje de la bobina

Eje de : g
la bobina M’ ATT—
—>0 )
A
a) B(8)
TN Onda de induccién
28 .0
-180° -90° 0° +90° +180°
c)
A
T0)
Ni Onda de f.m.m.
2 »
-180° -90° o | +180°
0 +90' D
H Primer arménico __\ 4. 7(0)
—-180°
N

Tercer arménico  Quinto arménico

Distribucién de la
f.m.m. senoidal

Desarrollo en serie  de Fourier de la f.m.m.

Figura 2.20. Induccién y f.m.m. de una bobina y su desarrollo en serie de Fourier.

bobina. A su derecha se ha dibujado un esquema desarrollado de la maquina al cortar el
conjunto por la seccién MM'. El eje de la bobina se toma como referencia de posiciones
angulares (9 = 0). En la Figura 2.20b se han sefalado el sentido de las lineas de induccion en
el entrehierro (para dar claridad a la figura se ha evitado dibujar el cierre de las lineas de B en
el estdtor y el rotor). Se han asignado los sentidos de las lineas de inducci6n en el entrehierro
de la Figura 2.20b teniendo en cuenta la regla de la mano derecha; entre A y A" aparece un
polo sur, mientras que entre A’ y A se obtiene un polo norte, lo que estd de acuerdo con el
sentido dibujado en la Figura 2.20a.

Para poder determinar la magnitud de la induccién en cada punto del entrehierro serd nece-
sario aplicar al circuito magnético de la Figura 2.20b la ley de Ampere en forma integral:

§ H - dl = Ni (2.28)

v
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Para utilizar la ley anterior es preciso recordar que si se considera infinita la permeabili-
dad del hierro tanto en el estdtor como en el rotor, la diferencia de potencial magnético en
estas zonas, definida por la ecuacién (1.21) del capitulo anterior, serd igual a cero, o de otro
modo: la f.m.m. necesaria en la bobina para producir una induccién en el hierro es desprecia-
ble. Por consiguiente, toda la f.m.m. aplicada a la bobina se requiere inicamente para crear el
campo magnético en el entrehierro. El recinto y indicado en la ley de Ampere (2.28) puede ser
cualquiera siempre que sea cerrado. Considérese, por ejemplo, que se ha elegido el circuito 1
(que coincide con una linea de induccién) de la Figura 2.20b; al aplicar (2.28) resultara:

* b o d a
3€H'dl=fH'dl+j H~dl+J‘H-dl+J‘ H-dl=Ni (2.29)

a b(rotor) c d(estédtor)

y teniendo en cuenta que la f.m.m. necesaria, tanto en el rotor como en €l estdtor, es igual a
cero, se obtiene:

b d
JH-dl+JH-dl=Ni (2.30)

a <

Para deducir las ecuaciones (2.29) y (2.30) debe comprobar el lector que et circuito 1 de la
Figura 2.20b se ha recorrido a izquierdas, por lo que son positivas las corrientes que atravie-
san este circuito en sentido saliente al plano del papel. En nuestro caso, como existen N
conductores llevando una corriente  cada uno en la ranura A, se obtiene un valor +Ni (ya que
las corrientes «i» son salientes).

Otro aspecto a considerar en la ecuacién (2.30) es que en general, si no se elige el recinto
de integracién y aprovechando algiin tipo de simetria del circuito magnético, no resulta inme-
diato el célculo de los campos H a lo largo del entrehierro. Por ejemplo, en el circuito 1
elegido, los campos H de «a» a «b» y de «c» a «d» pueden no ser iguales, por lo que en la
ecuacién (2.30) se tienen dos campos incégnitas, lo que harfa necesario aplicar la ley de
Ampere a un nuevo circuito para poder resolver el problema.

Se hace necesario, por consiguiente, saber elegir el recinto de integracién y de un modo
més inteligente. Debe destacarse entonces el hecho de que cualquier méaquina eléctrica rotati-
va tiene simetria circular con un nimero par de polos, y es por ello que sea cual sea la
distribucién del devanado, el campo magnético en el entrehierro para un dngulo 0 tiene siem-
pre la misma magnitud que el campo en 6 + 180° (magnéticos), pero de sentido opuesto; es
decir, se cumple:

H(#) =-H(@ +n) (2.31)
Es evidente, por lo tanto, que si se elige un recinto de integracién con una anchura de 180°, se

simplificard enormemente el problema. En la Figura 2.20b el recinto 2 se ha elegido cum-
pliendo esta condicién. Si se aplica a este circuito el teorema de Ampere resultara:

f h
JH'dl+fH‘dl=Ni (2.32)
e g
pero teniendo en cuenta (2.31) dard lugar a:
. Ni
H-g+H’g=Nz:>H=2— (2.33)
8

donde g representa el espesor del entrehierro. Es indudable la ventaja obtenida, ya que nos ha
permitido obtener de un modo inmediato el campo en las zonas «ef»> y «gh». Si se desea ahora
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determinar el campo en cualquier punto del entrehierro, lo mds conveniente serd tomar el
circuito 2 e irlo trasladando hacia la izquierda o derecha para ir barriendo todos los puntos del
entrehierro. En nuestro caso, en el que se dispone de una tinica bobina, no se obtiene informa-
cién adicional alguna, ya que para cualquier posicion del circuito 2 siempre se obtiene la
misma ecuacién (2.32). El campo es en consecuencia uniforme y su valor es el expresado en
(2.33). El valor de la induccién en el entrehierro se obtiene de una forma inmediata, resultan-
do ser:

B=pH=""— (2.34)

En la Figura 2.20c se ha representado la distribucién de la induccién B en el entrehierro en
funcién de 0. Es una onda rectangular cuya amplitud viene definida por (2.34) y que invierte
su signo en los puntos donde se localizan los conductores. La onda es positiva en aquellas
zonas en las que las lineas de campo se dirigen del rotor al estator (polo sur), mientras que es
negativa en la regién en que las lineas de campo van del estétor al rotor (polo norte).

En el estudio de las maquinas eléctricas resulta mds interesante representar la distribucién
de la fm.m. en el entrehierro que la onda de induccidn, y esto es debido a que la onda de
f.m.m. (realmente la onda de tensién magnética en el entrehierro) es independiente del espe-
sor de entrehierro. Otra ventaja adicional es que la f.m.m. es una funcién lineal de la corrien-
te, por lo que puede aplicarse el principio de superposicion a una combinacién de
f.m.m.s.; de hecho es la f.m.m. total la que origina la induccién resultante en el entrehierro.
Sin embargo, debido a que la curva de imanacién de un material magnético es no lineal, no
puede aplicarse el principio de superposicién a las inducciones. Es por ello que a partir de
ahora en los ejemplos que se tratardn posteriormente Unicamente se estudiard la distribucién
de la f.m.m. en el entrehierro. Para el caso que nos ocupa, se define como f.m.m. o tensién
magnética en un punto del entrehierro de referencia angular 6 a:

F(0) = JH dl (2.35)

El célculo de la f.m.m. anterior se realiza de un modo similar al del campo magnético ya
estudiado, ya que se cumple una relacién similar a (2.31), es decir:

FO) =-F(0 +n) (2.36)

y eligiendo el circuito 2 de la Figura 2.20b, que tiene una anchura de 180°, y aplicando al
mismo la ley de Ampere se obtiene la relacién (2.32), y teniendo en cuenta (2.35), resulta:

FO)=-F O +mn)=Ni 2.37)
pero de acuerdo con (2.36) se transforma en:

Ni
2F(@)=Ni = F(O)= 5 (2.38)

El resultado (2.37) se obtiene teniendo en cuenta que al igual que las inducciones, se conside-
ran como f.m.m.s. positivas las que van de rotor al estitor y negativas las que se dirigen de
estétor al rotor. Moviendo el recinto de integracién 2 se obtendra el valor de (6) en cual-
quier punto del entrehierro. En la Figura 2.20d se ha dibujado la distribucién de f.m.m., que es
una onda rectangular de valor méximo Ni/2 y que es positiva entre —90° y +90° y negativa
entre 90° y —90°. La onda de f.m.m. (y también la de induccién) es una funcién periédica que
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se puede descomponer en serie de Fourier. El lector puede demostrar que el desarrollo es de la
forma:

FO) = F cos 0+ F cos 30 + -+ + 7, cos hO) + -+ (2.39)
donde los valores ., vienen definidos por:
2 /2
T == J F(0) cos hb db (2.40)
-n/2
y teniendo en cuenta el valor de 7(6) expresado en (2.38), la integral anterior da lugar a:
4 1Ni hm
Fy=————sen— (2.41)
nh 2 2
que al llevar a (2.39) nos da:
4 Ni 1 |
F(0) =~ — | cos 0 — = cos 30 + = cos 50 + --- 2.42)
T 2 3 5

En definitiva, la onda rectangular de f.m.m. es la suma de una onda fundamental senoidal
que responde a la expresion:

4 Ni
T, = -5 cos 0 (2.43)

y de arménicos impares cuya amplitud es 1/h veces el fundamental. En la Figura 2.20e se han
representado las componentes: fundamental, tercero y quinto arménico de la onda de f.m.m.
El dibujo estd hecho a escala para que se aprecien claramente las relaciones entre las amplitu-
des de las tres ondas. El lector puede comprobar ademds que la distribucién espacial del
arménico A tiene A maximos en un ciclo completo. Si se consideran despreciables los arméni-
cos, entonces la distribucién de f.m.m. se puede suponer que obedece a la expresion:

4 Ni
F(0) = F(0),=——cos 0 (2.44)
w2
que es una onda distribuida senoidalmente en el entrehierro de la médquina y cuyo valor de

pico est4 alineado con el eje magnético de la bobina. Esta f.m.m. producird una induccién en
el entrehierro de la misma forma, ya que de acuerdo con (2.35) resulta:

FO)
H) = T ; B() = u,H(O) (2.45)
es decir:
A ]
B(®) = p, 7O = : Ho i cos 0 (2.46)
g m 2

que corresponde a la componente fundamental de inducci6n de la onda de la Figura 2.20c. En
la Figura 2.20f se ha representado esta distribucién senoidal de campo magnético en el entre-
hierro por unas componentes de lineas de fuerza que estin mas concentradas en el eje de la
bobina y se van separando a medida que llegan a las posiciones de +90° respecto del eje. Es
una forma gréfica de hacer patente que el campo es mayor (estd mas concentrado) en la zona
correspondiente al eje de la bobina. Para evitar la incomodidad de tener que dibujar la distri-
bucién de induccion o en general de f.m.m. de la forma mostrada en la Figura 2.20f se utiliza
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en Ingenieria Eléctrica el concepto de fasor espacial*. Es un concepto andlogo en cierto
modo al de los fasores temporales que se emplea con acierto en el estudio de los circuitos de
c.a. Para mostrarlo de un modo grifico, considérese la distribucién de f.m.m. senoidal (2.44),
que se puede escribir:
4 Ni
F(H)=F, cos 0 donde F, = - 2.47)

En la Figura 2.21 se ha vuelto a dibujar en la parte izquierda el esquema de la Figu-
ra 2.20f que representaba la onda de distribucién espacial de f.m.m. definida en (2.47). Se
observa que esta distribucion queda definida completamente si se conoce su amplitud F, y la
posicién espacial del maximo positivo de 1a onda (eje de la onda). Para esa informacién basta
dibujar un segmento orientado apuntando hacia la region del espacio donde la onda presenta
su mdximo positivo y cuyo modulo sea igual a la amplitud de la onda. Este segmento orienta-
do se ha dibujado en la parte derecha de la Figura 2.21 y representa el fasor espacial de la
f-m.m. sefialada a la izquierda. En definitiva el fasor espacial corresponde en este caso a una
onda estacionaria de f.m.m. cuya distribuci6n espacial por la periferia del entrehierro la des-
cribe la funcién cos 8; su maximo coincide con el eje magnético de la bobina. Este modo de
representar distribuciones senoidales de f.m.m.s. en el entrehierro es muy dtil en la descrip-
cion de los fenémenos magnéticos en las méquinas eléctricas.

Si, partiendo de la ecuacién (2.47), se supone que se alimenta la bobina con una corriente
senoidal: i = I, cos wt, entonces la f.m.m. producida sera:

4 NI
FO,1) =— 7’" cos wt cos O = [F, cos wt] cos 0 (2.48)
7

donde se ha denominado F,, a:
4 NI,
F =———

L)

(2.49)

Para ver el significado de la expresién (2.48), en la Figura 2.22 se ha dibujado el fasor
espacial (0, t) en diferentes instantes de tiempo. En la parte superior de la figura se ha
vuelto a representar la bobina en seccidn transversal. En la parte central se muestra la forma
de la corriente alterna i = I, cos wt y en la parte inferior se observa el fasor espacial de f.m.m.

Distribucién de la Fasor espacial equivalente
f.m.m. senoidal a la distribucién senoidal

Figura 2.21. Distribucién senoidal de f.m.m. y fasor de f.m.m equivalente.

* Ellector interesado en el tema de fasores espaciales puede consultar el libro Fundamentos de mdquinas eléctri-
cas rotativas, de Luis Serrano Iribarnegaray (Ed. Marcombo, Barcelona, 1989).
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Eje bobina

i)

i(t)y=1, cos wt

120° 150° 180° 210° 240° 1,/2
| | | |

: >

A70° 300° 330° 360°

Figura 2.22. F.m.m. producida por un devanado concentrado alimentado con c.a.

en el entrehierro que estd orientado con el eje de la bobina y cuya amplitud es proporcional al
valor de la corriente en cada instante.

Por ejemplo, si se considera el instante inicial (1 = 0, wt = 0), la corriente es /,, y el valor
de la f.m.m. de acuerdo con (2.48), ser4 igual al valor sefialado en (2.49), que es una onda de
f.m.m. de amplitud F, y que estd distribuida senoidalmente por el entrehierro y cuyo fasor
espacial correspondiente se muestra en el primer esquema de la parte inferior de la Figu-
ra 2.22. A medida que evoluciona el tiempo, la corriente que circula por la bobina sigue una
distribucién senoidal, lo que hace modificar la amplitud de f.m.m., por lo que el fasor corres-
pondiente va cambiando su amplitud tal como se sefiala en la parte inferior de la Figura 2.22.
En definitiva, la onda de f.m.m. y su fasor espacial permanecen fijos en el espacio pero su
amplitud varia senoidalmente con el tiempo. Se dice entonces que la onda estacionaria de
f.m.m. es alternativa o pulsante.

2.8.2. F.m.m. producida por un devanado distribuido

En la prictica constructiva habitual de las méaquinas eléctricas, con objeto de aprovechar toda
la periferia tanto del estdtor como del rotor, las bobinas se distribuyen en ranuras, lo que
permite no solamente una utilizacién mds éptima de la maquina sino también una mejora en
la calidad de la onda de f.m.m. e induccién, que se traducird en una f.e.m. inducida en las
bobinas de cardcter mas senoidal. Para comprobar de un modo mas fehaciente este hecho se
va a considerar el esquema de la Figura 2.23, que representa un devanado constituido por tres
bobinas de N espiras cada una llevando una corriente de i amperios (las bobinas estdn conec-
tadas en serie).

La determinacién de la f.m.m. resultante se muestra en la Figura 2.24. En la Figura 2.24a
se ha representado el esquema desarrollado de la maquina de la Figura 2.23. En la parte
inferior derecha de la Figura 2.24 se han dibujado las ondas de f.m.m. de cada una de las
bobinas, cuyos ejes no estdn alineados y que responden a lo estudiado en el epigrafe anterior.
En la Figura 2.24b se ha obtenido la f.m.m. resultante aplicando simplemente el principio de
superposicién. Es una onda escalonada que obviamente se parece mis a una senoide. Cada
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Figura 2.23. Devanado distribuido y formado por tres bobinas.

vez que se atraviesa una ranura se tiene un salto Ni/2 en la f. m.m. La obtencién de la onda de
f.m.m. puede hacerse también aplicando la ley de Ampere. En la Figura 2.24q se ilustra el
procedimiento. Se ha elegido un recinto de integracién abcd de 180° magnéticos de anchura.
Si denominamos F|, a la tensién magnética existente en el entrehierro en la zona correspon-
diente a la linea ad, el valor correspondiente en cb serd el mismo pero de sentido contrario

Eje del devanado

18° 1

Armoénico fundamental
b) >
PP
0 Nil2 o i o
P
Nii2 §
d) >0
Fee
0 i LN .o

Figura 2.24. Distribucién de f.m.m. producida por un devanado distribuido de tres bobinas.
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debido a la simetria del sistema y que se expres6 mediante la ecuacion (2.36). Si se aplica la
ley de Ampére a este recinto resultara:

2F, = Ni + Ni + Ni = 3Ni (2.50)

es decir:
F,=3— (2.51)

Como ya se ha indicado en el epigrafe anterior, si se desea calcular las f.m.m.s. o tensio-
nes magnéticas en el entrehierro en otros puntos, se deberd hacer un barrido con el recinto de
integracién, y asf resulta:

Ni
Contorno a'b’c'd" 2F,=2Ni-Ni=Ni = F,=+ ?
. . Ni
Contorno a"b"c"d": 2F,=Ni-2Ni=-Ni = F,=- X (2.52)
. Ni
Contorno a"'b"'c¢"'d"":  2F, = -3Ni = F,=-3 >

En las expresiones anteriores se han considerado las tensiones magnéticas positivas en aque-
llas zonas en las que las lineas de campo magnético se dirigen del rotor al estdtor. Como era
de esperar, los resultados obtenidos son acordes con los logrados aplicando el principio de
superposicion.

Un andlisis de Fourier de la onda escalonada de la Figura 2.24b da como resultado para el
fundamental de f.m.m., y que puede considerarse como aproximacién de la onda real es-
calonada, siendo:

4 4 Ni
F(0) =— K, 3F,, cos 9:—Kd37cos6 (2.53)
T Y

El factor K, tiene en cuenta el efecto de la distribucién del devanado (en el epigrafe 2.9.2 se
demostraré su valor aplicado al cdlculo de f.e.m.s. de devanados distribuidos). La onda de
f.m.m. sigue siendo una onda pulsatoria o estacionaria de amplitud constante y que se distri-
buye senoidalmente por el entrehierro. Si se alimenta el devanado con unac.a. i = 1, cos wt el
valor de la f.m.m. serd de ia forma:

4  3NMNI,
TFO,1)=F, coswtcos § ; F,=—K, > (2.54)
i

que es andloga a la expresada en (2.47).

En general los devanados de las maquinas eléctricas estén distribuidos en diferentes fases
y polos. Si se considera una maquina de 2p polos y N, espiras por fase distribuidas en varias
bobinas, la f.m.m. resultante equivalente a (2.53) seré:

4 N
F)=—-K,=cos 8 2.55)
T “2p
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Téngase en cuenta, para obtener este resultado, que si en cada fase hay b bobinas en serie
por cada par de polos y es N el niimero de espiras que integran cada bobina, se podré
escribir:

=

N=b:N-p = bN=—1 (2.56)
p
En (2.53) b eraigual a 3, por lo que se puede pasar de (2 53) a (2.55) simplemente sustituyen-
do 3N por N,/p.

2.8.3. F.m.m. producida por un devanado trifasico.
Campos giratorios. Teorema de Ferraris

Vamos a estudiar ahora un caso que tiene una gran utilidad practica en el funcionamiento de
las mdquinas eléctricas. Consideremos un sistema formado por tres devanados, colocados
bien sea en el estdtor o en el rotor, de tal forma que estén desfasados entre si 120° eléctricos
en el espacio, como se indica de una forma esquemadtica en la Figura 2.25. Se sefalan tres
grupos de bobinas cuyos principios son A, B, C (corrientes salientes del plano de la pagina) y
sus finales son A’, B/, C’ (corrientes entrantes).

Interesa calcular la f.m.m. que existe en un punto del entrehierro, determinado por el
dngulo 0, respecto al eje del devanado AA’ (fase a), debido a la contribucién de los tres
arrollamientos, al circular por ellos un sistema de corrientes trifdsicas equilibradas, a
saber:

i,=1,coswt ; i, =1 cos(wt—120° ; i =1 cos (wt+ 120°) (2.57)

Suponiendo, como ya se ha indicado en los casos anteriores, que la distribucién de la
f.m.m. de cada devanado sea senoidal en el espacio [véanse expresiones (2.47) y (2.54)], cada
devanado producird una f.m.m. pulsatoria o alternativa orientada en su eje respectivo. Como
quiera que los ejes magnéticos estdn desfasados 120° eléctricos en el espacio, las f.m.m.s. que
producen cada devanado en el punto P del entrehierro serdn:

F,=F,coswtcos 0 ; F =F,cos (wr~120° cos (6 — 120°)
F =F,, cos (wt + 120°) cos (6 + 120°) (2.58)

Eje bobina BB’

Estator trifdsico Eje bobina AA’

Eje bobina CC’

Figura 2.25. Tres devanados desfasados en el espacio 120° eléctricos.
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Debe recalcarse que los devanados llevan corrientes desfasadas 120° en el tiempo y que los
bobinados estdn desfasados 120° eléctricos en el espacio. En consecuencia la onda de f.m.m.
resultante en el punto P ser4 igual a la suma de las tres ondas pulsatorias anteriores:

FO.0) =T + T+ T, (2.59)

F(0, 1) = F,[cos wt cos § + cos (wr — 120°) cos (6 — 120°) +
+ cos (wt + 120°) cos (8 + 120°)] (2.60a)

Si se hace uso de la igualdad trigonométrica:
1
cos A cos B = E[COS (A — B) +cos (A + B)] (2.60b)
la ecuacién (2.59) se convierte en:

3 F
FO, 1) = 3 F, cos (wt — 0) + 7’"[005 (wt + 60) +
+ cos (ot + 0 — 120°) + cos (wt + 6 + 120°)] (2.61)

Los tres sumandos contenidos entre corchetes representan tres fasores simétricos desfasados
120°, por lo que su resultante es nula. De este modo el resultado final es:

3 3
F0, 1) = EF’" cos (wt — 0) = 3 F,, cos (wt — pa) (2.62)

que representa la f.m.m. resultante en el entrehierro. Obsérvese que en un mismo punto del
espacio (o = constante) la f.m.m. varia en funcién del tiempo segiin una sinusoide de amplitud
(3/2)F,, y en el mismo instante de tiempo (¢ = constante) estd distribuida sinusoidalmente en
el entrehierro. En consecuencia (2.62) tiene el caricter de una onda que se mueve alrededor
del entrehierro, es una f.m.m. giratoria.

Para comprender el significado fisico de esta f.m.m., en la parte superior de la Figura 2.26
se ha representado la evolucién con el tiempo de las tres corrientes. En la parte inferior se ha
efectuado la suma haciendo uso de los fasores espaciales, lo que representa una gran ventaja
didéctica, ya que se hacen mds visibles las componentes de las f.m.m.s. individuales. Para
comprender el mensaje de la Figura 2.26 vamos a considerar dos tiempos de estudio de los
seis representados. Para 1 = 0, es decir, wt =0, los valores de las corrientes en las bobinas, de
acuerdo con (2.57), son;

i,=1, ; i,=1 cos(-120°)=-1/2 ; i =1, cos (+120°) =~[ /2 (2.63)

a m

Estos valores se pueden comprobar en las curvas de corrientes instantdneas de la parte supe-
rior de la Figura 2.26. De acuerdo con estos valores, se observa que en este tiempo ¢ = 0, la
fm.m. 7, vale F, y estd orientada hacia el eje positivo de la fase a, mientras que las f.m.m.s.
F,y . valen —F, /2 y por ser negativas estin orientadas hacia los ejes negativos de las fases
by c. Se comprueba que el médulo de la suma de estos tres fasores es:

m

F, 3
F, + 2<7> cos 60° = 2 F, (2.64)
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ip (t) = Iy cos(wt - 120°) i, () = I, cos(wt + 120°)
a=l=lh2 S

N ‘e
1200 1800 . 240° 500° %, 360%
| IR | l‘ | 1

1500 210°°

0= 60° 0=180° 6=1300°

Figura 2.26. F.m.m. de un devanado trifdsico alimentado con corrientes trifisicas

El primer sumando de la ecuacién representa el valor de la amplitud de F,, mientras que el
segundo evidencia la ley del paralelogramo para sumar F, y F,, que tienen una amplitud F, /2
y forman 60° con la direccién de F,. Evidentemente, la suma se orienta hacia el angulo 6 = 0°.
Si se pasa al instante ¢ = T/6, es decir, wt = 60°, los valores de las corrientes son ahora:

I
i=h=7 5 i=-1, (2.65)

Es por ello que las ondas de f.m.m. de las fases a y b son positivas (se orientan en el sentido
positivo del eje de sus bobinas) y tienen una amplitud F,/2, mientras que la f.m.m. de la
fase ¢, de acuerdo con (2.65), serd negativa y de magnitud F. Tal situacién se ha plasmado
en el segundo esquema de la parte inferior de la Figura 2.26. Se observa que la suma sigue
siendo 3F, /2 pero que el méximo de la onda se produce ahora en § = 60°, valor que coincide
con el lapso de tiempo transcurrido de 7/6 segundos (es decir, wt = 60°).

En la Figura 2.26 se ha representado un ciclo completo de las corrientes en el tiempo y se
observa grificamente que corresponde a un ciclo completo de rotacién del fasor de f.m.m.
resultante. Es interesante destacar en esta figura que el valor mdximo de la f.m.m. resultante
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coincide con el eje del devanado que estd llevando en ese momento la corriente mdxima o de
pico (sea ésta positiva o negativa). Se dice entonces que se ha producido un campo magnéti-
co giratorio que presenta dos caracteristicas fundamentales: 1) tiene una amplitud constan-
te, y 2) gira a velocidad constante.

Si la maquina es bipolar, que es el caso representado en la Figura 2.26, se observa que una
variacién de 360° eléctricos en el tiempo corresponde a un giro de 360° magnéticos en el
espacio. Como quiera que para una maquina bipolar coinciden los grados magnéticos con los
geométricos 0 mecdnicos, cada ciclo de variacion de la corriente provoca una revolucién
completa de la f.m,m. Si se realiza el devanado para cuatro polos, entonces seran necesarios
dos ciclos de variacion de la corriente para obtener una revolucién en la f.m.m. En general, si
la maquina tiene 2p polos la velocidad de giro del fasor espacial de f.m.m. seré:

w
w, =— (2.66)
p
y como quiera que si se denomina n a la velocidad de giro de la fm.m. en r.p.m. y fala
frecuencia de las corrientes se cumple:

n
=2n— ; =2 ) 2.67
W, =21 nf (2.67)
al sustituir en (2.66) resultard:
60
n= —f (2.68)
p

que se denomina velocidad de sincronismo del campo giratorio y que es funcién directa dela
frecuencia y funcién inversa del nimero de pares de polos de la maquina.

Existe una forma alternativa (mds analitica) para demostrar que la onda de f.m.m. expre-
sada en (2.62) es giratoria. Como quiera que la ecuacién de la f.m.m. producida por un
devanado trifasico es:

3
F(0,1) = 5 F, cos (wt — 6) (2.69)

al considerar un observador que viaje con la onda en un punto de fase constante 6, que para
ser més concretos puede ser incluso la cresta de la onda, en la que se cumple 6,=0, la
posicién de tal observador viene definida por la condicion:

wt—0=6,=0 = F(0,1) =(3/2)F, (cresta de la onda) ; 0=owt 2.70)

lo que significa que el punto dlgido de la onda en la que se encuentra el observador se
desplaza alrededor de la circunferencia del entrehierro, ya que su posicion @ depende del
tiempo*. La velocidad de la onda se puede obtener derivando la dltima expresién (2.70)
respecto del tiempo, y asi resulta:

do

— = 2.71
A (2.71)

* Para mayor claridad y a modo de comparaci6n: es como cuando un windsurfista se monta con su tabla en la
cresta de una ola del mar: 1a ola (onda) se mueve hacia la playa, sin embargo el windsurfista (si es lo suficientemente
habil) varfa su posicién absoluta respecto de la playa, pero conservando su situacién encima de la cresta delaola, es
decir, sobre el mismo punto de ella.
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Como quiera ademds que seguin (2.1) el dngulo magnético 0 = pa, siendo o el dngulo geomé-
trico 0 mecdnico, resultara:

d
w-pZ=0 2.72)
dt

pero como quiera que la derivada de la ecuacién anterior representa la velocidad angular
mecanica de movimiento de la onda, se tendra:

e o
w,=—=— (2.73)
dt p
y teniendo en cuenta (2.67) se obtiene una velocidad en r.p.m.:
60
n= —f 2.74)
p

que es el mismo valor que se calculé en (2.68). Si se considera el caso de Espaiia, donde la
frecuencia es de 50 Hz, las velocidades de sincronismo que se obtienen segiin sea el nimero
de polos (2, 4, 6, 8, etc.) son 3.000, 1.500, 1.000, 750, etc., respectivamente.

El estudio anterior constituye la demostracién del teorema de Ferraris, e indica la posi-
bilidad de producir un campo magnético giratorio, a partir de un sistema de tres devanados
fijos desfasados 120° eléctricos en el espacio, por los que se introducen corrientes desfasadas
120° en el tiempo. (Obsérvese la coincidencia de los grados de desfase tanto en el espacio
como en el tiempo.)

El teorema es vdlido y se puede generalizar para un sistema de m arrollamientos desfasa-
dos en el espacio 27/m radianes eléctricos, por los que circulan corrientes desfasadas 27/m
radianes en el tiempo. El resultado que se obtiene, equivalente a (2.62), es ahora:

0,1 = % F, cos (ot - 6) (2.75)

Para el caso particular de sistemas bifésicos, se dispone de dos devanados a 90° eléctricos
en el espacio con corrientes desfasadas 90° en el tiempo. El resultado (2.75) es valido hacien-
dom = 2.

Es muy importante que el lector asimile con profundidad el teorema de Ferraris, ya que es
la base del funcionamiento de las maquinas eléctricas de c.a. Es indudable que el resultado es
sorprendente: con tres devanados que cada uno de ellos produce un campo alternativo se ha
logrado, al combinarlos adecuadamente en el espacio y con corrientes apropiadas en el
tiempo, un campo magnético de amplitud constante (circular) y que es giratorio, o de otro
modo, el fenémeno es equivalente en cierta manera a un imdn permanente que se moviera a
la velocidad de sincronismo.

Otro aspecto a destacar en este teorema es que el sentido del campo giratorio puede
invertirse, si se permutan entre si las corrientes de dos cualesquiera de las fases que constitu-
yen el sistema trifdsico. Por ejemplo, si en el caso de la Figura 2.24 se intercambian las
corrientes de los devanados b y ¢ expresadas en (2.57) se tendra ahora:

i,=1,coswt ; i,=1, cos(wt+120°) ; i =1, cos (wt—120° (2.76)
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y operando de un modo similar al demostrado anteriormente se obtiene una f.m.m. total
andloga a (2.62) y que obedece a la ecuacién:

3 3
FO, 1 = 3 F,, cos (ot + 0) = 3 F,, cos (ot + pa) @77

que representa un campo magnético giratorio de amplitud constante 3F,,/2 y que gira a una
velocidad:

do w 60f
W, =——=—— ; n=—— (2.78)
dt p p

es decir, de sentido contrario al original y de la misma magnitud.

Experiencia prdctica. En un laboratorio de Electrotecnia se puede comprobar facilmente la
existencia del campo giratorio de una forma muy simple si se dispone de un motor asincrono
trifasico. Para ello debe desmontarse el motor y separar el rotor del estitor. Se introduce a
continuacién una bola de acero (por ejemplo, de un viejo cojinete) dentro del estdtor y se
aplica a éste una tension trifdsica alterna regulable mediante un autotransformador trifasico
(la tensi6n aplicada debe ser del orden de 1/10 a 1/5 de la tension asignada). Se observaré que la
bola empieza a rodar dentro de la periferia del estator siguiendo al campo magnético giratorio
que se forma. Al invertir una fase de la red trifésica, se comprobaré que la bola rueda en sentido
inverso. Este fenémeno, que suele causar un fuerte impacto a los estudiantes, se emplea en los
talleres de reparacién de devanados eléctricos para comprobar que el rebobinado se ha hecho
correctamente. La bola de cojinete se puede sustituir por un bote metdlico al que previamente se
le ha incorporado un eje, y se comprobara que el bote gira arrastrado por el campo magnético
giratorio. Este es el principio de funcionamiento del motor asincrono trifdsico, que se estudia
con detalle en el Capitulo 4. Nota adicional: Si se realiza la experiencia de la bola y a continua-
cién la del bote, se observa que éste se mueve en sentido inverso al de la bola; esto se debe a que
la bola rueda sobre la periferia del estdtor, mientras que el bote gira sobre su eje.

2.8.4. Relacién entre un campo alternativo y un campo giratorio.
Teorema de Lebanc

Una vez conocido el funcionamiento de un campo giratorio podemos dar una nueva interpre-
tacién al campo alternativo producido por una bobina. Si se parte de la expresion (2.47) de la
f.m.m. producida por un devanado concentrado alimentado con corriente alterna:

F(0, ) =F, cos wt cos 0 = F, cos wr cos pa (2.79)

teniendo en cuenta la igualdad trigonométrica (2.60), la ecuacién anterior se transforma en:
Fm Fm
F0,1) = Py cos (wt — pa) + r cos (wt + pa) (2.80)

El primer sumando anterior, que es similar a (2.62), corresponde a una onda de f.m.m. rotati-
va de amplitud F, /2 que gira en sentido directo (es decir, para el dngulo o positivo de la
Figura 2.25 y que corresponde al contrario a las agujas del reloj) a velocidad angular
o, = + wlp (es decir, n = +60f/p). El segundo sumando de (2.80) es una onda de f.m.m.
rotativa de amplitud F, /2 que gira en sentido inverso a velocidad angular @, = — w/p (es
decir, n = — 60f/p).
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En definitiva, la f.m.m. pulsatoria (2.79) producida por una bobina recorrida por c.a. puede
representarse pos dos f.m.m.s. rotativas que giran en sentidos contrarios a velocidades:

w 60f
w =+t— = n=xt—o" (2.81)

P p
La definicién anterior constituye el teorema de Leblanc. El hecho de que la fm.m. de un
devanado monofésico excitado por c.a. se pueda descomponer en dos f.m.m.s. rotativas de
sentidos contrarios es un paso conceptual importante para comprender el funcionamiento del
motor de induccién monofésico, como el lector cornprobaré al estudiar el Capitulo 4.

2.9. F.E.M. INDUCIDA EN UN DEVANADO
DE UNA MAQUINA ELECTRICA

2.9.1. Generalidades

En los devanados de las méquinas eléctricas se inducen f.e.m.s. debidas a las variaciones del
flujo enlazado por los arrollamientos. Estos cambios son el resultado de:

a) La variacién con el tiempo de la magnitud del flyjo, lo que da lugar a la llamada
f.e.m. de pulsacién o de accién transformadora: e,.

b) Del movimiento del circuito inducido, respecto del flujo, resuitando una f.e.m. de
rotacién, velocidad o movimiento: e,.

¢) De la combinacién de los dos casos anteriores, apareciendo las f.e.ms. e,y e,.

El célculo de la f.e.m. se realiza en cada caso, aplicando la ley de Faraday, y para analizar
este problema de generacion se va a considerar el prototipo de maquina eléctrica que se indica
en la Figura 2.27, constituido por un devanado inductor 1, y un arrollamiento inducido 2, que
consiste en un bobinado de N, espiras concentradas de paso diametral. Ambos devanados
est4n situados en el estitor y en el rotor, respectivamente, girando éste a una velocidad
w,, rad/s. Se van a considerar ademds las siguientes hipdtesis:

1) El flujo inductor @, varia senoidalmente con el tiempo; para ello se introduce en el
estdtor una corriente alterna de frecuencia f; y pulsacion ;.

Eje del rotor

Eje del estator

Figura 2.27. Méquina eléctrica elemental con dos devanados.
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2) El flujo inductor se distribuye senoidalmente por la periferia del entrehierro.

3) El eje del devanado del rotor tiene una posicion respecto del eje de flujo del estator,
definido por la expresién a = w,t, es decir, en ¢ = 0 se tiene o = 0 (x es el nimero de
grados geométricos).

4) El bobinado del inducido estd en circuito abierto, para considerar tdnicamente el efec-
to de generacién de f.e.m.; la frecuencia de la sefial obtenida se denominard f,, que
corresponde a una pulsacién w,.

De acuerdo con las hipétesis anteriores, y teniendo en cuenta la expresién (2.47) de la
onda de f.m.m. producida por un devanado concentrado, si para simplificar suponemos que la
reluctancia del circuito magnético es constante, al aplicar la ley de Hopkinson se obtendra
una expresién para el flujo distribuido en el entrehierro similar a la de la f.m.m., es decir:

@, = @, cos wt cos pa (2.82)
donde ®@,, expresa el valor méximo de flujo. En consecuencia, la f.e.m. inducida sera:
do
e, =—N, o N,,®,, sen w,t cos pa + N,pw, ®, cos w,t sen pa (2.83)

El primer término del segundo miembro corresponde a la f.e.m. debida a la pulsacién de
flujo, mientras que el segundo término corresponde a la f.e.m. debida a la rotacion del indu-
cido.

La expresién (2.83) se puede escribir de la siguiente manera:

w,®
e, = _zlm [sen (w, + pw, )t + sen (w, — pw,)t] +

N2pwmq)m
+ —""[sen (w, + pw,)t — sen (w, — pw,)t] (2.84)

expresién que responde a la forma general:

NZ(I)m

e, = [(w, + pw,) sen (w, + pw, )t + (0, = pw,) sen (v, - pw, )] (2.85)

La ecuacién anterior indica que la f.e.m. inducida en el rotor, e,, contiene pulsaciones de
valor m, que responden a la expresion general:

W, = W, * pw,, (2.86)
y teniendo en cuenta que:
w =2nf, ; w,=2nf, ; o,= 2“6% 2.87)
la expresion (2.86) se transforma en:
np
L=fi* 0 (2.88)

ecuacién muy importante que relaciona las frecuencias de los circuitos inductor e inducido
con la velocidad del rotor y el nimero de polos. Esta expresion permitird en el apartado 2.10
realizar una clasificacién general de las méaquinas eléctricas.
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La ecuacion general de la f.e.m. definida por (2.83) permite analizar los dos casos particu-
lares siguientes:

a) Inducido fijo. Flujo variable

En este caso w,, = 0, ya que el devanado del rotor es estacionario, y de acuerdo con (2.83) la
f.e.m. resultante, debida a la pulsacién del flujo, sera:

e, = N,o,®@,, sen w,t cos po (2.89)

Esta situacién corresponde a una méquina denominada regulador de induccién monofisico;
existe un rotor cuya posicién se puede variar respecto al estétor, y se observa que cuando
px = 7/2]a f.e.m. resultante es nula, lo cual puede comprobarse en la Figura 2.27, ya que el
rotor no abraza ningiin flujo.

También corresponde al caso del transformador para el cual pa = 0; es decir, todo el
flujo producido por el inductor, que ahora se denomina primario, es abrazado por el induci-
do, que recibe el nombre secundario. En el caso real, no es necesario recurrir a la disposicién
de la Figura 2.27, y ambos devanados estin arrollados sobre el mismo niicleo magnético sin
necesidad de entrehierros. La f.e.m. inducida tendr4 una expresion instantdnea definida por:

e, = N,w,®, sen wt (2.90)
que corresponde a la (2.89) cuando pa = 0. El valor eficaz de la f.e.m. sera:

_ NZwlq)m

E, 2.91)
N
que teniendo en cuenta (2.87) da lugar a:
2
E, = 7”2 N,f,®, = 4,44 N,f®, (2.92)

expresion importante y que se empleard en el estudio de los transformadores. De acuerdo con
(2.88) se observa que las frecuencias de las corrientes del inducido /; coinciden con las del
inductor f,, es decir, f, = f,.

b) Inducido mévil. Flujo constante

En este caso o, = 0, lo que indica que el devanado inductor est4 alimentado por una c.c.; de acuerdo
con la expresién general (2.83), la f.e.m. resultante, debida al movimiento del inducido, sera:

e, =N,pw, ®, sen pu (2.93)
y teniendo en cuenta que o = w,f es:
e, = N,pw, @, sen pw, t (2.94)
que expresa una f.e.m. de valor eficaz:
E, = M (2.95)
N
y cuya pulsacién vale:
w,=pw, = f,=-F (2.96)
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que estd de acuerdo con la ecuacién general (2.88), que relaciona las frecuencias del inductor
¢ inducido. Las miquinas que responden a estas consideraciones se denominan sincronas, y
deben su nombre a que segiin (2.96) la frecuencia del inducido es proporcional a la velocidad
del rotor (como ya se verd més tarde, las maquinas de c.c. pertenecen también a esta clasifica-
cién, pero debido a la rectificacién mecénica del colector de delgas, la expresion de la f.e.m.
difiere de la expresada aqui).

La expresién (2.95) de la f.e.m. para las maquinas sincronas puede tomar otra forma si se
tiene en cuenta que w, = 27n/60, resultando:

E-2P'Ne —4uP N 2.97
2T T o a2 T —66 2%m ( )

\/560

y teniendo en cuenta la identidad (2.96), resulta:
E, =444 N,f,®, (2.98)

En realidad las expresiones anteriores vienen afectadas por unos coeficientes que tienen en
cuenta la forma real del flujo y la distribucién del devanado, como se demostraré en el epigra-
fe 2.9.2. :

EJEMPLO DE APLICACION 2.2

Se tiene un transformador monofdsico, constituido por dos devanados, primario y secunda-
rio, colocados en un niicleo magnético de seccion uniforme S = 10 cm?, como indica la
Figura 2.28. Los devanados primario y secundario tienen 400y 639 espiras, respectivamen-
te. El primario se conecta a una red de 127 V, 50 Hz. En el supuesto de despreciar la caida de
tension del primario, calcular: 1) Densidad de flujo mdxima existente en el niicleo. 2) F.e.m.
inducida en el secundario.

+ 0
AV E,
e
Vi = 127 voltios O
N, =400 espiras N, = 693 espiras

Figura 2.28.

SOLUCION

Il <

1. Al despreciar la caida de tensién en el devanado primario se cumple V, = E|,
de acuerdo con la expresién (2.92) aplicada al primario, se cumplird: V, = E|
=4,44 N, f,®,,. de donde se deduce:

127

= =143-107 Wb
4,44 -50 - 400



130  MAQUINAS ELECTRICAS

y como quiera que ¢, = B, . S, se tendré:

_143-10°7

=10 10% = 1,43 Teslas

2. Alaplicar (2.92) al secundario se obtiene: E, = 4,44 N, f,®, , que al sustituir valores,
resulta:

E,=444-693-50-1,43-10%=220V

2.9.2. Factores que afectan a la f.e.m. inducida en un devanado

En el epigrafe anterior se ha demostrado la expresién general de la f.e.m. que aparece en un
devanado; el andlisis ha partido de unas hipétesis que facilitaban el calculo, pero que en la
realidad no son correctas. Las maquinas eléctricas rotativas reales, a diferencia del prototipo
de méquina indicado en la Figura 2.27, muestran las siguientes diferencias:

a) El flujo inductor no se reparte siempre de una forma senoidal por el entrehierro.

b) El devanado no se encuentra concentrado, sino que est4 distribuido en ranuras a lo
largo de la periferia de la maquina.

c¢) Los arrollamientos no son siempre de paso diametral, sino que presentan acortamien-
tos de paso, con objeto de mejorar la onda de f.e.m. inducida.

Cada uno de estos inconvenientes que aparecen en las maquinas reales introduce un fac-
tor, por el cual la f.e.m. inducida, en la prictica, es menor que la calculada anteriormente. De
acuerdo con las diferencias apuntadas aparecen los factores de reduccién correspondientes,
denominados: factor de forma, factor de distribucién y factor de paso o acortamiento. Vea-
mos el significado y célculo de cada uno de ellos:

1. Factor de forma

Este factor aparece debido a que el flujo no tiene una distribucién senoidal en el entrehierro. Si se
considera el prototipo de maquina de la Figura 2.27, en el supuesto de que el flujo inductor sea
constante y de valor méaximo @, aparecerd una f.e.m. cuyo valor medio vendrd expresado por:

AD P, -(-D)

E,=N, A N, 7/ =4 N, 0, (2.99)
donde 7 indica el tiempo que tarda en recorrer un ciclo magnético completo (en una maquina
con 2p =2 coincide con el tiempo de una revolucion completa del rotor). El cdlculo expresado
en (2.99) se ha realizado observando el flujo que barre el inducido en un semiperiodo. Se
observa que la expresion anterior no tiene en cuenta la forma de este flujo para calcular el
valor medio de la f.e.m.; sin embargo, para calcular el valor eficaz de la misma deberd multi-
plicarse (2.99) por un coeficiente que si tiene en cuenta esta forma de onda, que se denomina
factor de forma y que se define como:

valor eficaz

= 2.100
7 valor medio ( )

De este modo, teniendo en cuenta (2.99) y (2.100), la expresion de la f.e.m. eficaz inducida ser4:

E=4KN,f®, (2.101)
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y en el caso de que la onda de flujo se reparta senoidalmente por el entrehierro, se cumplira:

ol
5]

s

K = = 1,11 (2.102)

donde se ha tenido en cuenta las expresiones del valor medio y eficaz de una onda alterna y
que conoce el lector de un Curso de Teoria de Circuitos.

En la practica se consigue que la distribucién sea senoidal aumentando la curvatura de los
polos inductores frente a la superficie del inducido. En las mdquinas con inductor cilindrico se
emplean técnicas de distribucién del devanado, como ya se ha indicado en el epigrafe 2.8.2.

2. Factor de distribucion

En el epigrafe anterior se ha calculado la f.e.m. producida por un devanado concentrado y de
paso diametral. En la prictica el arrollamiento esté distribuido en ranuras a lo largo de toda la
periferia de tal forma que las f.e.m.s. del bobinado van desfasadas y su suma no es aritmética
sino vectorial.

Si denominamos g al nimero de ranuras por polo y fase de la maquina, m al nimero de
fases y 2p al niimero de polos, el ndmero de ranuras de la maquina designado por K sera:

K=gm2p (2.103)
El 4ngulo geométrico entre dos ranuras consecutivas sera:

_360°
=Tk

(2.104)

que corresponde a un 4ngulo eléctrico py.
Supongamos que se trata de calcular la f.e.m. debida a las tres bobinas de la misma fase
que se indican en la Figura 2.29, donde cada bobina tiene N espiras.

Figura 2.29. Devanado distribuido de tres bobinas por fase.
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Las f.e.m.s. de cada bobina seran iguales pero irdn desfasadas en el tiempo, lo mismo que
van en el espacio, resultando el diagrama fasorial de la Figura 2.30; el niimero de bobinas
ex1stentes es en general q y las f.e.m.s. parciales estdn representadas por vectores iguales

o = 4B = |BC| = [CD.

Todos los extremos de los vectores que representan las f.e.m.s. se encuentran situados
sobre una circunferencia de radio genérico R. La f.e.m. resultante E, debida a todo el devana-
do estd representada por el vector AD y su magnitud es:

= |AD| = 2|0D| =.2R sen ? (2.105)

Si se llega a considerar que el devanado estd concentrado, la f.e.m. tedrica hubiera sido:

E, = qE,

obina

= q|AB| = q2|AP| = 24R sen %y (2.106)

El coeficiente o factor de distribucién se define como cociente de la f.e.m. geométrica E; y la
tedrica E,, y se designa con el simbolo K, resultando:

qpy
sen —
2

=—— (2.107)

K, =
q‘senp—y
2

by | I

En consecuencia, y de acuerdo con la férmula anterior, la f.e.m. producida por un devana-
do distribuido se podrd calcular como si estuviera concentrado, como ya se hizo en el epigrafe
anterior, y el resultado habrd que multiplicarlo por K, para obtener la f.e.m. real, que tiene en
cuenta la diferencia de fase entre las f.e.m.s. parciales de cada bobina.

Siel nimero de ranuras es muy elevado puede considerarse que forman un arco continuo;
si se denomina y, = gy el dngulo geométrico total que abarca todo el bobinado, se tendra:

P? 140
sen — i1 7
K, = lim - (2.108)
9= Py, by,
q - sen— —_—
2q 2

Figura 2.30. Composicién geométrica o fasorial de f.e.m.s.
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que puede obtenerse también como cociente de la cuerda al arco que subtiende (devanado
uniformemente distribuido).

Para una méquina trifdsica se cumple: py, = /3, y en consecuencia el coeficiente de
distribucién valdra:

T
sen —

K,=

= 0,955

A

y para una mdquina de c.c. se tiene: py, = 7, y en consecuencia:

pPY
sen —

2
K,= == =0,637
T

T
2
3. Factor de paso o acortamiento
Los devanados reales tienen un paso acortado en vez de un paso diametral, ya que de esta forma
se eliminan arménicos. Para una bobina de paso diametral le corresponde una anchura de 180°
eléctricos, lo cual quiere decir que si una rama estd situada frente a un polo norte, (véase rama A
de 1a Fig. 2.31a), la otra parte de la bobina est4 situada frente al polo sur (rama A”). En el caso
de la Figura 2.314, si una rama de la bobina estd situada en A y la otra en A’ se ha acortado el

paso en un 4ngulo po eléctrico. Si se denomina E, la f.e.m. de cada rama, la f.e.m. real de la
bobina vendré expresada por la suma vectorial indicada en la Figura 2.31b, cuyo valor es:

E,,, = IPRI = 2|PS| = 2E, cos %a (2.109)

Si las f.e.m.s. llegan a sumarse aritméticamente, que es lo que sucede con las bobinas de
paso diametral, se obtendrd una f.e.m. tedrica E, dada por:

E =2E, (2.110)

El coeficiente de acortamiento K, define el cociente:

E
K =22 =cos — (2.111)
E

Figura 2.31. Bobina con paso acortado.
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En consecuencia, y teniendo en cuenta todos los coeficientes de devanado: distribucién y
paso y el de forma, la f.e.m. de un devanado en su forma maés general posible, teniendo en
cuenta (2.101), (2.107) y (2.111), sera:

E=4KK,K,N,®, (2.112)

En el caso particular de distribucién senoidal de flujo en el entrehierro, Kf = 1,11, resul-
tando:

E=444 K,K,N,f, D, (2.113)

En consecuencia, las expresiones demostradas en el epigrafe 2.9.1 deberédn aplicarse mul-
tiplicadas por el factor de devanado K, = K, K, para tener en cuenta la distribucién y acorta-
miento del mismo. Las expresiones (2.107) y (2.111) pueden utilizarse para calcular las
f.e.m.s. debidas a los arménicos de f.m.m., de tal forma que si 4 es el orden de un arménico
los coeficientes K, y K, vienen expresados por:

ghpy
sen
2 pha
K,=———— ; K,=cos — (2.114)
hpy 2
- sep —
1 2

ya que para un arménico de orden A, el d4ngulo es i veces mayor. Esta afirmacién es facil de
comprender si se observa el grifico de la Figura 2.20e, en €l que se mostraban las f.m.m.s.
fundamental, de tercero y quinto arménico que aparecian en el entrehierro para el caso de un
devanado concentrado. Se advierte que mientras la onda fundamental cubre un ciclo en 360°
eléctricos, en el mismo espacio el tercer arménico da tres ciclos exactos. O de otro modo, un
dngulo eléctrico de 360° para la onda fundamental es observado como un dngulo de
3.360 = 1.080° para el tercer arménico y de 5.360 = 1.800° para el quinto arménico. De este
modo un dngulo de 0 grados para el fundamental es interpretado como un dngulo h para
el armonico de orden h.

EJEMPLO DE APLICACION 2.3

Una mdquina eléctrica tiene un devanado trifasico distribuido en 36 ranuras. Cada bobina estd
acortada un dngulo de 30° eléctricos y estd formada por 40 espiras, devanadas en una sola
capa. La mdquina tiene 4 polos y gira a una velocidad de 1.500 r.p.m. El flujo por polo es de
0,2 Wb y estd distribuido senoidalmente por el entrehierro. Calcular la f.e.m. inducida por fase.

SOLUCION

La f.e.m. vendra expresada por: E = 4,44 K, K, f,N,®,; N, es el nimero de espiras por fase,
cuyo valor es:

36-40 .
N, = ——— = 240 espiras/fase
2-3
La frecuencia f, vale:
_np 1.500-2

L, == =50 Hz
60 60
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El coeficiente de distribucién es:

qapry
sen ——
2

K, =

q'senﬂ
2

El 4dngulo geométrico entre dos ranuras es:

en consecuencia:

el coeficiente de acortamiento sera:
pa
K, = cos 5= cos 15° = 0,966

y la f.e.m. por fase tendrd una magnitud:

E = 4,44 - 0,960 - 0,966 - 50 - 240 - 0,2 = 9.882 voltios

2.9.3. Arménicos de f.e.m.: origen y eliminacién

Al estudiar en los epigrafes 2.8.1. y 2.8.2. la distribucién de f.m.m. producida por un devana-
do, bien sea concentrado o distribuido, se demostré (véase Figs. 2.20 y 2.23) que la f. m.m. no
era senoidal y que por lo tanto contenia armoénicos. Se demostré asimismo (véaser ecua-
cién 2.41) que debido a la simetrfa del circuito magnético solamente se producian arménicos
impares. Las f.m.m.s. combinadas de inductor e inducido dan lugar a la induccién en el
entrehierro y que a su vez es el origen de las f.e.m.s inducidas en la méquina. En definitiva, lo
que sucede es que los diferentes arménicos presentes en la onda de f.m.m. estardn presentes
(en principio) en la f.e.m. inducida de la mdquina. Si como es evidente se desea conseguir un
tipo de onda de forma senoidal, serd necesario proceder a la eliminacién de los arménicos.
Desgraciadamente, una anulaci6n total es imposible, pero dado que de acuerdo con (2.40) y
(2.41) las amplitudes de los arménicos son inversamente proporcionales a su orden, es decir,
el arménico tercero tiene una amplitud 1/3 del fundamental, el arménico quinto tienen una
amplitud 1/5 del fundamental, etc., con llegar a anular hasta el quinto o séptimo arménico se
habr4 conseguido una onda préicticamente senoidal.

Para comprender el proceso de eliminacién de arménicos se va a considerar que se dispo-
ne de una méquina con inducido trifdsico (por ejemplo, una miquina sincrona o alternador),
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vamos a prestar atencién primero a las f.e.m.s. de tercer armonico. Si las f.e.m.s. de primer
armonico o fundamental de cada una de las fases son de la forma:

e ,=E,coswt ; e, =E, cos(wt—-120° ; e, =E, cos(wt+120°) (2.115)
y las f.e.m.s. de tercer arménico son:

e,=E, cos3wt ; e,=E, cos(3wt—3-120° =E,  cos 3wt
e, =E,, cos Quwt+3-120°) = E,, cos 3wt (2.116)

para comprender las expresiones anteriores hay que’tener en cuenta que un angulo eléctrico 6
para el primer arménico corresponde a un dngulo eléctrico A6 para el arménico de orden 4. Se
observa en (2.116) que las f.e.m.s. de tercer armonico inducidas en las tres fases son iguales
en moédulo y fase. Si los devanados se conectan en estrella (véase Fig. 2.32a), y se denomina
E, al fasor de f.e.m. de tercer arménico, que teniendo en cuenta (2.116) es la misma para las
tres fases, las tensiones compuestas de tercer armonico seran:

Ep=E;-E;=E;-E;=0 ; E;=E;-E;=E,-E, =0
E,;=E,-E,;=E,-E, =0 2.117)
que nos indica que aunque las tensiones de tercer arménico estan presentes en cada una de las
fases, no aparecerin en los terminales de la méquina. En la Figura 2.32, Z, representa la
impedancia de cada fase a las corrientes de tercer arménico.

Si se considera ahora que los devanados se conectan en tridngulo (Fig. 2.325), aun funcio-
nando la mdquina en vacio, es decir, sin conectar una carga entre los terminales, se obtendra
una corriente de circulacién de tercer arménico en los bobinados de la mdquina, de valor:

3 _E
, = =
32, Z,
y las tensiones de tercer arménico que apareceran entre los terminales externos serdn:

E,.=E,~-ZI1,=0 ; E;=E,-Z.1,=0 ; E,=E,-ZIL, =0 (2.119)

(2.118)

En consecuencia, independientemente de que los devanados se conecten en estrella o tridngu-
lo, no apareceran tensiones de tercer arménico en los terminales de linea. El mismo resultado
se obtiene para todos los arménicos miltiplos de 3 tales como el 9, 15, 21, etc. (no se han
incluido en esta relacién los armdnicos pares multiplos de 3, que como ya sabemos, por
razones de simetria no existen). Generalmente los alternadores de las centrales eléctricas se

Figura 2.32. Tercer arménico en conexiones estrella y tridngulo.
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conectan en estrella para evitar la circulacién de corriente de tercer arménico que estarian
presentes si los devanados se conectaran en tridngulo. En resumen, los arménicos presentes
en la f.e.m. de una médquina trifasica son:

h=5,7,11,13,17, 19, 23, 25, 29, etc. (2.120)

Si se desea eliminar mds armonicos, serd preciso recurrir, como se ha explicado en el
epigrafe 2.9.2, al acortamiento y distribuci6n de las bobinas. En las ecuaciones (2.114) se dan
las expresiones de .los coeficientes de acortamiento y distribucién en funcién del orden del
armoénico. Si se desea eliminar el quinto arménico actuando sobre el acortamiento de las
bobinas serd necesario proceder a acortar las bobinas 1/5 del paso polar; es decir, segtin la
Figura 2.31, se tomard:

1
po = 5 180° = 36° (2.121)

En esta situacién, de acuerdo con (2.114), resultard un coeficiente de acortamiento para el 5°
armonico:

hpa 5-36°
K = cos = cos

= cos 90° = 0 (2.122)

En general, para eliminar por acortamiento de bobina una f.e.m. del arménico de orden &, serd
necesario elegir un dngulo pa, de valor 1/h del paso polar. Asi, para el 7.° arménico el angulo
eléctrico de acortamiento deberd ser:

1
pa = 7 180° = 25,71° (2.123)

Es evidente que si se desean eliminar simultdneamente los arménicos 5.° y 7.°, deberd
elegirse un 4ngulo de acortamiento comprendido entre los valores calculados en (2.121)
y (2.123); por ejemplo, si se toma po = 30°, resultardn los siguientes coeficientes de acor-
tamiento:

o . o

=0259 ; K,=cos——=-0259 (2.124)

K s = cos

que no logra una anulacién completa de ninguno de los dos arménicos pero donde se ha
conseguido una reduccién ostensible de ambos. (El signo menos en K, indica la inversion de
fase en el 7.° armonico).

Si se aprovecha simultdneamente la distribucién de las bobinas en diferentes ranuras, se
podré lograr una reduccién adicional. Supéngase, por ejemplo, un devanado trifdsico con tres
ranuras por polo y fase (devanado de 1 capa). El dngulo eléctrico entre ranuras serd:

lar  180°
_ pasopordr BT _ ope (2.125)

" ranuras/polo 3.3
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y al ser g = 3, aplicando (2.114) resultara:

3-5-20 3-7-20
sen — - sen —————
sen sen
2 150° 2 210°
K, = = =0,218; K, = = =-0,177 (2.126)
5-20 3 sen50° 7-20 3sen70°
3-sen 3-sen

De este modo los factores de devanado resultantes para los arménicos 5.° y 7.° seran:

K, =K K, =0259 0218 = 0,0565
K, =K K, = (~0259)(~0,177 ) = 0,0458 (2.127)

que nos indica una reduccién bastante efectiva de estos armdnicos.

Deben destacarse dos aspectos adicionales: 1) Al efectuar un acortamiento y distribucién
de las bobinas se reducirdn los armdnicos no sélo de tensién sino también de f.m.m., lo que se
traducird en una mayor pureza de la onda de f.e.m. de salida. 2) La realizacién de tales
medidas también reduce el valor de la f.e.m. fundamental, pero esta disminucién se ve com-
pensada con creces por la perfeccion en la senoide de salida.

Asi, por ejemplo, en la situacién aqui estudiada con:

pe=30° ; g=3 ; py=20° (2.128)

los coeficientes de devanado para la onda fundamental, de acuerdo con (2.107) y (2.111),
serdn:

30° sen 30°
=0966 ; K,=——=0,960 (2.129)
3 sen 10°

K, cos

lo que representa un factor de reduccién:
K, =KK,=0966 096 =0,927 (2.130)

que practicamente no modifica la magnitud de la f.e.m. fundamental (representa una reduc-
cién inferior al 8 por 100).

2.10. PAR ELECTROMAGNETICO EN LAS MAQUINAS
ELECTRICAS

En el epigrafe 1.8 del Capitulo 1 se estudi6 la creacién de un par electromagnético en un
sistema de rotacién desde el punto de vista del acoplamiento magnético entre bobinas, es
decir, basado en las variaciones que sufren las inductancias de los devanados al cambiar la
posicién del rotor. Este enfoque tiene la gran ventaja didactica de que al considerar las bobi-
nas como arrollamientos concentrados no es necesario profundizar sobre cémo estin consti-
tuidos los devanados: distribucion en ranuras, acortamiento de bobinas, etc., y solamente se
presta atencién a los fenémenos implicados en la produccién del par: posicién de reluctancia
minima, alineamiento entre ejes, etc.

Existe un procedimiento alternativo para demostrar como se genera el par electromagnéti-
co en una maquina eléctrica que se basa en la interaccion de las f.m.m.s. producidas por los
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devanados situados en el estitor y en el rotor. Se ha estudiado en el epigrafe 2.8 de este
capitulo la produccién de f.m.m.s. por diversos devanados; por ejemplo, cuando el estdtor
tiene polos salientes y se sitda un devanado concentrado alimentado con c.c., la f.m.m. corres-
pondiente es de amplitud constante y fija en el espacio; en el caso de que los polos estén
colocados en el rotor y si éste se mueve a velocidad angular mecénica w,,, la f. m.m. aunque es
constante en amplitud se mueve con una velocidad angular eléctrica pw,,. En el caso de que se
disponga en el estitor de un devanado trifdsico (o en general polifdsico) alimentado por
corrientes trifdsicas (en general polifsicas) de pulsaciéon w, = 2nf,, la f.m.m. resultante es,
segiin (2.62), de amplitud constante, se distribuye senoidalmente por el entrehierro y ademés
es de naturaleza rotativa, por lo que para su representacién se debe utilizar el concepto de
fasor espacial. El fasor espacial es una generalizacién del fasor temporal utilizado en el
estudio de los circuitos de c.a. y es un vector cuyo médulo es igual a la magnitud que repre-
senta: campo magnético, f.m.m., etc., y que apunta hacia el lugar del entrehierro en el que su
valor es mdximo positivo; en el caso de que se trate de magnitudes fijas en el espacio, el fasor
espacial también tendré una posicién fija en el espacio (lo que significa que no se trata de un
fasor sino de un vector espacial), pero si representa un campo magnético o f.m.m. rotativa, el
correspondiente fasor espacial también girara a la velocidad correspondiente a la magnitud
que representa. Cuando el devanado trifdsico se sitiia en el rotor, el fasor espdcial de f.m.m. se
mover4 respecto al propio rotor a una velocidad angular correspondiente a su frecuencia; si
ésta es f,, la velocidad angular serd w, = 2nf,, pero a la que habrd que sumar o restar en su
caso la velocidad angular eléctrica del rotor pw,; si se considera que ambos sentidos son
coincidentes, la velocidad angular eléctrica total de la f.m.m. del rotor serd igual a w, + p®,, y
que de acuerdo con (2.86) es igual a w,. Esto significa que si, por ejemplo, se dispone de
devanados trifasicos tanto en el estitor como en el rotor (lo que se cumple si se trata de una
médquina asincrona o de induccién), las f.m.m.s. se mueven a la misma velocidad angular
eléctrica correspondiente a la pulsacidn de las corrientes estatoricas ,. Esta coincidencia
entre ambas velocidades es un principio fundamental en todas las médquinas eléctricas; por
ejemplo, en las mdquinas sincronas el rotor o inductor se alimenta con c.c. w, = 0, y al girar a
una velocidad angular mecdnica ,, la velocidad angular eléctrica correspondiente de su
f.m.m. serd igual a pw,; si se considera que en el estator se ha colocado un devanado trifésico,
la pulsacién de sus corrientes o, debe ser igual al valor anterior, es decir, se cumple w, = pw,,
lo que estd de acuerdo con la expresion general (2.86).

Para poder comprender cémo se combinan las f.m.m.s. de una mdquina eléctrica para
engendrar un par electromagnético se va a considerar una maquina con simetria cilindrica
tal como se muestra en la Figura 2.33a. Se va a suponer que tanto en el estdtor como en el
rotor se sitdan sendos devanados trifdsicos (polifdsicos) por los que circulan corrientes
trifsicas (polifdsicas) de tal manera que las f.m.m.s. producidas se distribuyen senoidal-
mente por el entrehierro y girando, como ya se ha indicado en el pérrafo anterior, a la
misma velocidad angular eléctrica o, (esta configuracién corresponde realmente a una ma-
quina asincrona, pero el anélisis es similar para cualquier tipo de maquina eléctrica). Debe
destacarse que para simplificar el dibujo, en la Figura 2.33a no se han representado los
devanados reales de la mdquina sino unos arrollamientos equivalentes que producen las
f.m.m.s. de los devanados del estator F, y del rotor F, (que de un modo simplificado equiva-
len a la aparicién de sendos polos norte y sur, tanto en el estitor como en el rotor). En la
Figura 2.33b se muestran los fasores espaciales correspondientes, que giran a la misma
velocidad angular eléctrica @, y que estdn desfasados entre si un dngulo eléctrico 6, que se
denomina dngulo de par o dngulo de potencia porque su valor depende de la carga aplicada
a la maquina.
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Figura 2.33. Miquina eléctrica de polos lisos

El par electromagnético que aparece entre el estdtor y el rotor es en definitiva consecuen-
cia de la accion que tiene lugar entre ambas ondas de f.m.m. para intentar alinear sus ejes
magnéticos (en su version con los polos o imanes equivalentes, lo que sucede es que el polo
norte/sur del rotor intentard seguir al polo sur/norte mévil del estdtor). En régimen permanen-
te el 4ngulo J es constante; en otras palabras, los fasores espaciales de f.m.m. se mueven a la
misma velocidad angular w, y estdn desfasados un dngulo eléctrico 8, dando lugar a una
f.m.m. resultante F en el entrehierro que al igual que sus componentes tiene una evolucién
senoidal en el espacio. La relacién entre F|, F, y F se obtiene de la diagonal del paralelogramo
y se puede escribir:

F>=F?+ F2 + 2 F,F, cos 6 (2.131)

donde F,, F, y F son los valores mdximos o de pico de las ondas de f.m.m. Suponiendo la
permeabilidad del hierro infinita y el campo magnético radial, la ley de Ampére permite
calcular el valor de la intensidad de campo magnético H en el entrehierro y que viene expre-
sada por:

H= (2.132)

F
8
donde g es el espesor del entrehierro y H se expresa en valores méximos (al igual que F). Si el
circuito magnético es lineal, coinciden los valores de la energia y coenergia magnética alma-
cenadas en el entrehierro por unidad de volumen y cuyos valores, de acuerdo con (1.44), son:

1 1 H?> pF?

=w =—pu H? =— —_—
Wm Wm 2 #O med 2 /'tO 2 4 g2

(2.133)

En la ecuacién anterior se ha tenido en cuenta que al ser el campo H senoidal, el valor medio
del cuadrado de una onda de este tipo es igual a la mitad del cuadrado de su valor maximo. Si
se considera que el didmetro medio del entrehierro es D y que la longitud axial de la maquina
es €, la coenergia magnética almacenada en el entrehierro serd entonces:

F2
W,, = w;, (volumen del entrehierro) = - (. D ¢ ¢) (2.134)
g
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y al sustituir el valor de F calculado en (2.130) en la ecuaci6n anterior (2.134) resulta:

_HyrnD¢

W, (F? + F% + 2FF, cos 3) (2.135)

De acuerdo con (1.129), el par electromagnético es la derivada de la coenergia magnética
respecto a la posicién geométrica del rotor, cuyo valor en grados eléctricos es 6 = J y que
equivale a &/p en grados mecénicos o geométricos, siendo p el niimero de pares de polos de la
méquina. De este modo se puede escribir:

cw,, UD€
T= =-p
d(o/p) 2g

F\F, sen 6 = —KFF, sen ¢ (2.135)

es una constante que depende de las dimensiones fisicas de la maquina.

D¢
dondeK:p&%——

La ecuaci6n anterior indica que el par electromagnético es proporcional a los valores maxi-
mos o de pico de las f.m.m.s. del estétor F, y del rotor F, y también al seno del d4ngulo 6 que
forman ambos fasores espaciales. El signo menos significa que las f.m.m.s. tienden a alinear-
se reduciendo el 4dngulo & que forman ambas ondas. Debe destacarse que-el par anterior
aparece tanto en el estitor como en el rotor, siendo contrarios entre si. Si la mdquina funciona
como motor, el par anterior provocard el movimiento del rotor (y si funciona como generador
tenderd a frenarlo). En ambos casos el par en el estétor se transmitird a la cimentacién de la
maquina.

Se pueden escribir férmulas alternativas a (2.135) teniendo en cuenta que, segin la Figu-
ra 2.33b, se cumplen las siguientes igualdades:

F send=Fsend, ; F,send=Fsen?, (2.136)

por lo que (2.135) admite también las siguientes expresiones equivalentes:
T =-KFF, sen 6, ; T=-KFF, sen o, (2.137)

En cada una de las ecuaciones anteriores interviene la f.m.m. resultante F e incluyen en cada
caso solamente una de las f.m.m.s. parciales, bien sea F, o F, y el seno del dngulo que forman
cada una de ellas con la f.m.m. resultante F. Si se desprecia la saturacién magnética, para que
se considere que hay proporcionalidad entre f.m.m. y flujo se puede obtener otra férmula del
par en funcién del flujo magnético por polo. Téngase en cuenta para ello que la induccién
magnética -méxima en el entrehierro B producida por la f.m.m. resultante F, teniendo en
cuenta (2.132), es igual a:

UoF

B=pH=— (2.138)
8
y por consiguiente el flujo medio por polo tendrd un valor:
2 B 2 uF (nD
®=—-B"(dreadel polo) =— - — [ —¢ (2.139)
i1 n g 2p

El factor 2/ de la expresion anterior procede de expresar el valor medio de la senoide de
induccién en funcién de su valor mdximo; se ha tenido también en cuenta que un polo cubre
1/2 p de la circunferencia total del entrehierro, que es de espesor g, y que la mdquina tiene una
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profundidad en sentido axial igual a €. De este modo la expresion (2.135) se puede escribir en
funcién del flujo del siguiente modo:

T 2 7 2
Tz-Ep ®F, sen 5[=§p DF, sen o, (2.140)

donde el flujo magnético @ es consecuencia de la f.m.m. resultante F producida por ambos
devanados.

2.11. CLASIFICACION GENERAL DE LAS MAQUINAS
ELECTRICAS

En la expresion (2.88) se han relacionado las frecuencias del inductor e inducido de una
méquina eléctrica por medio del nimero de polos y las r.p.m. del rotor, de acuerdo a la
ecuacién general:

np
ﬁ=ﬁr@ (2.141)

Los diferentes tipos de maquinas se pueden clasificar (véase Fig. 2.34) atendiendo a una
serie de criterios selectivos y ordenados que tienen en cuenta la existencia de érganos mévi-
les, el tipo de corriente aplicada al inductor y la forma de las conexiones externas, de acuerdo
con el siguiente proceso:

PRIMER CRITERIO: Movimiento del inductor o inducido.
a) Si no existen 6rganos méviles, n = 0, lo que indica, de acuerdo con (2.141), que:
L= (2.142)

es decir, coinciden las frecuencias del inductor e inducido, resultando las llamadas
maquinas estaticas.
b) Enelcasoen que n # 0, se sigue conservando la expresién general:

=f 2P (2.143)
E—ﬁ—w .

dando origen a las maquinas rotativas.

SEGUNDO CRITERIO: Caracteristicas del flujo inductor.

a) Si el flujo inductor es constante, es decir, independiente del tiempo, indica que la
frecuencia de la corriente que alimenta este devanado es f, = 0. En el caso de maqui-
nas estdticas, teniendo en cuenta (2.142) se cumplirfa:

f,=£=0 (2.144)

no existiendo ninguna médquina que cumpla esta condicidn, ya que al no aparecer
variaciones de flujo en el inducido no se tiene conversién de energia.
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Figura 2.34. Cuadro de clasificacién general de las maquinas eléctricas.

Para las mdquinas dotadas de movimiento, la condicién f; = 0, teniendo en cuenta
(27143), da lugar a la expresién general:
np
=+ — (2.145)
, 60
es decir, la frecuencia del inducido es funcién directa de la velocidad del rotor. Nor-
malmente cuando el inductor estd recorrido por una c.c. (f; = 0), la maquina tiene una
estructura fisica en forma de polos salientes, tal como se observa en las Figuras 2.5b
y ¢, sobre los cuales van arrolladas las bobinas inductoras.
Si el flujo inductor es variable, es f; # 0, lo cual indica, en el caso de mdquinas
estdticas, y de acuerdo con (2.142), que:

L=f#0 (2.146)

y para las maquinas rotativas se sigue cumpliendo la expresién general (2.141).
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TERCER CRITERIO: Dispositivo de conexion al circuito exterior.

a)

b)

Si la méquina tiene un inducido cuya unién con el circuito exterior se realiza por
medio de conexiones fijas (caso en que el inducido est4 situado en el estdtor) o por
anillos (inducido en el rotor), de acuerdo con lo explicado en el epigrafe 2.3, la
frecuencia en el circuito exterior definida por f, es igual que la frecuencia del induci-
do f£,, es decir:

=5 (2.147)

en el caso de mdquinas estdticas se obtiene el transformador y el regulador de
induccién monofasico. En el caso de maquinas méviles con f; = 0, teniendo en
cuenta (2.141), se cumplira:
fo=fi=to (2.148)
= =+ — .
L 2 60

que dan origen a las maquinas sincronas constituidas por el generador sincrono o
alternador y el motor sincrono.

En el caso de mdquinas méviles con f, # 0, teniendo en cuenta que responden a
la expresién general (2.141), se cumplira:

np
A=ﬁ=ﬁt@ (2.149)

que dan lugar a las maquinas asincronas o de induccién, constituidas por el gene-
rador asincrono, el motor asincrono y los convertidores asincronos.

Si la méquina tiene un inducido cuya unién con el circuito exterior se realiza por
medio de colector de delgas, de acuerdo con lo explicado en el epigrafe 2.3, la fre-
cuencia en el circuito exterior es de diferente valor que la del inducido, es decir:

L#h (2.150)

el colector de delgas se coloca siempre en el rotor, y por ello en las maquinas estati-
cas esta combinacién no existe.
En las médquinas méviles en que f; = 0, de acuerdo con (2.145) se cumplira:

np
*— 2.151
fr ¢f2+60 (2.151)

que dan origen a las maquinas de c.c. (denominadas asi porque en ellas se cumple:
fi = 0); estas mdquinas incluyen: el generador de c.c. o dinamo, el motor de c.c., la
conmutatriz y otras maquinas especiales como la amplidina, la metadina, el ro-
totrol, etc.
En las médquinas mdéviles en las que f; # 0, teniendo en cuenta que responden a la
expresion general (2.141), se cumplira:
np
+ =

ﬂ¢ﬁ=ﬁ=—60 (2.152)

que dan lugar a los motores de c.a. con conmutador o con colector de delgas.

En el cuadro de clasificacién general de las méaquinas eléctricas de la Figura 2.33, los
cuadros en forma de rombos indican los interrogantes a cada uno de los criterios comentados.
Con este diagrama se puede estudiar de forma cualitativa y general el funcionamiento y
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propiedades de cada grupo de méquinas, tal como se va a realizar en el epigrafe 2.12. En
posteriores capitulos se hard un andlisis mds profundo de cada una de las maquinas eléctricas.

2.12, ANALISIS CUALITATIVO DE LAS PRINCIPALES
MAQUINAS ELECTRICAS

Vamos a realizar en este apartado un andlisis basico de funcionamiento de las principales
méquinas eléctricas a partir del cuadro general de clasificacién de la Figura 2.34.

2.12.1. Transformadores

Son méquinas estéticas, n = 0, constituidas por dos devanados, inductor e inducido. El deva-
nado inductor se conecta a una fuente de c.a. de frecuencia f; y se denomina primario. El
devanado inducido tiene una frecuencia f, = f; y entrega energia eléctrica a un circuito exte-
rior por medio de conexiones fijas (f, = f,); este arrollamiento inducido recibe el nombre de
secundario. Para aumentar la induccién magnética del sistema y mejorar el acoplamiento
entre ambos devanados, éstos van arrollados sobre un nicleo cerrado comiin, constituido por
un apilamiento de chapas magnéticas de acero al silicio, tal como se muestra en la Figu-
ra 2.35.

Si la tensién entre los terminales del arrollamiento primario, V|, es menor que la tensién
secundaria, V,, es decir, V| < V,, el transformador se denomina elevador; en ¢l caso contrario
se llama transformador reductor (V, > V,).

En el supuesto de considerar el transformador ideal, sin pérdidas ni caidas de tensién, de
acuerdo a la expresién (2.92) se cumplird en primario y secundario:

E =V, =444N,f,®, ; E,=V,=444N,f, ®, (2.153)

siendo @, el flujo maximo que atraviesa ambos arrollamientos y N, y N, los nimeros de
espiras respectivas. De las ecuaciones anteriores (2.153) se deduce:

Vi _N,
—=—=m (2.154)
Vv, N,
Red primaria de alta tension Red secundaria de baja tensién
¢ ) ! [ M
~N o Y
Central eléctrica Motores y otras cargas

TRANSFORMADOR

Primario Secundario

Nl Nz

Figura 2.35. Transformador.
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que se denomina relacion de transformacion. Si designamos con /, e I, las corrientes prima-
ria y secundaria, en el caso ideal se cumplira:

VI, = V1, (2.155)

que expresa la igualdad entre las potencias de entrada y salida. Teniendo en cuenta ademads
(2.154) se puede poner:
IZ

N
=2=! (2.156)
Il N2

S

que indica que para una determinada potencia a transmitir, si se eleva la tensién V, > V|, se
obtiene I, < I, lo que indica la conveniencia de instalar los transformadores en las grandes
redes eléctricas, pues manejando altas tensiones las corrientes se reducen y como consecuen-
cia de ello se requiere una menor seccién en los conductores de cobre de la linea, con el
consiguiente ahorro econémico. Los transformadores permiten, en consecuencia, adaptar de
un modo sencillo las tensiones de las redes a los valores mds adecuados y econémicos. Si el
devanado secundario se coloca en un rotor de tal forma que se pueda controlar la posicién
entre el inductor y el inducido, se obtiene el llamado regulador de induccién monofésico, que
permite obtener una tensién V, funcién de la posicién. En la prictica los reguladores de
induccidn son trifdsicos y se basan en un principio de funcionamiento diferente, mds cercano
a los de las maquinas asincronas o de induccién.

2.12.2. Maquinas sincronas

Son mdquinas rotativas, n # 0, y de acuerdo con la Figura 2.34 se caracterizan por ser:

ﬁ=0;1‘2=:% s =6 (2.157)

Es decir, consisten en un inductor alimentado por c.c. (f; = 0), que se denomina también
devanado de excitacién o campo, que suele colocarse en el rotor (Fig. 2.36), alimentado por
medio de dos anillos.

El inducido normalmente es trifdsico y suele colocarse en el estdtor (en las mdquinas de
pequeila potencia se utiliza con frecuencia la posicion inversa, es decir, se sitiia el inductor en
el estdtor y el inducido en el rotor, existiendo entonces tres anillos en el rotor). Cuando
funciona como generador (alternador), se introduce energia mecénica por el eje, y al aplicar
c.c. al inductor, se obtiene en el inducido una f.e.m. de frecuencia f, = +1np/60, que se aplica a
la carga. La c.c. necesaria para alimentar el inductor se obtiene de una pequefia dinamo
excitatriz, que estd situada en el mismo eje de la maquina (véase epigrafe 2.12.3)*.

El alternador es con mucho la mdquina generadora més importante que existe, y propor-
ciona la mayor parte de la energfa eléctrica que hoy se consume; estédn situados en las centra-
les hidraulicas, térmicas y nucleares con potencias de hasta 1.000 MW; también se encuen-
tran en los grupos electrégenos acoplados a motores de combustién interna.

* Modernamente la c.c. se extrae de un alternador piloto colocado en el mismo eje, previa rectificacién (conver-
sién de la c.a. en c.c.).



CAPITULO 2. PRINCIPIOS GENERALES DE LAS MAQUINAS ELECTRICAS 147

Inductor de polos salientes (>4 polos)

ae (Centrales hidraulicas)
Estator cilindrico

mll
\\\"“--e- ) ' A
Anillos para introducir
Inducido (devanado trifasico) la corriente continua
para los polos

i /// i
Y

Salida eléctrica (alternadores)

lnductor de polos lisos (2 o 4 polos)
(centrales térmicas)

Entrada eléctrica (motores sincronos)

Figura 2.36. Tipos de maquinas sincronas.

Se observa que la frecuencia de la carga f, que coincide con la del inducido (f, = f, =
= +np/60) es directamente proporcional a la velocidad; como quiera que la frecuencia es una
magnitud que debe mantenerse esencialmente constante, para que sea posible un enlace entre
las diversas centrales de un pafs es preciso que los motores primarios que mueven los alterna-
dores: turbinas hidraulicas del tipo Pelton, Francis y Kaplan, turbinas térmicas, etc., giren a
velocidad constante; para ello se dota a estas dltimas méquinas de reguladores tacométricos,
que actdan sobre la entrada de agua o vapor en formas muy diversas.

La maquina sincrona puede funcionar también como motor introduciendo una c.a. de
frecuencia f, por el inducido (teniendo el inductor f, = 0), apareciendo un par en el rotor que lo
hace girar a velocidad:

60f,
p

(2.158)

n=

cuya magnitud se observa que es funcién directa de la frecuencia (velocidad de sincronismo).
Este motor tiene el inconveniente de que gira a una velocidad fija, con el consiguiente proble-
ma de arranque y pérdida de sincronismo cuando se producen pares de frenado bruscos. Los
motores sincronos se utilizan cuando interesa una gran constancia en la velocidad, como en
relojes eléctricos y en algunos tipos de servomecanismos. Como quiera que también tienen la
propiedad de poder regular su f.d.p. actuando sobre la c.c. de excitacion, se emplean también
para regular el f.d.p. de las instalaciones (se dice entonces que funcionan como condensado-
res sincronos). El mismo alternador de una central eléctrica puede funcionar como motor
sincrono, operacién que se realiza en las modernas centrales de bombeo tomando energia
eléctrica de la red y acumulando energia hidréulica aguas arriba de la presa.

2.12.3. Maquinas de c.c.

Son maquinas rotativas, n # 0, y de acuerdo con la Figura 2.34, se caracterizan por ser:

=0 : f=2L . ¢ 2 (2.159)
[i=0 5 fimx i g A, .
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El nombre de maquinas de c.c, se debe a que el valor de la frecuencia de la cargaesf, =0
lo cual se consigue por la accién rectificadora del colector. Estas mdquinas disponen de un
inductor alimentado por c.c. (f, = 0), que al igual que las mdquinas sincronas se denomina
también devanado de excitacion o campo y se sitia en el estdtor (Fig. 2.37). Cuando funcio-
na en régimen generador, se suministra una energfa de rotacion al eje y se aplicaunac.c. ala
excitacién, obteniéndose en el inducido una corriente alterna de frecuencia:

f=t— (2.160)

Debido a la accion rectificadora del colector se obtiene una c.c. entre las escobillas de salida
(f, = 0), energia que es aplicada a la carga. El generador de c.c. se conoce con el nombre de
dinamo, y tiene la importancia histérica de ser el primer tipo de generador empleado para la
obtencién de energia eléctrica a gran escala. Hoy en dia se han sustituido para esta misién por
rectificadores que permiten obtener una c.c. por conversién de la c.a. de la red.

Cuando funcionan como motores de c.c., es preciso introducir c.c. por el inductor y por las
escobillas del inducido, apareciendo un par que hace girar el rotor de la mdquina. La velocidad
de giro puede regularse facilmente, controlando la corriente del inductor o del inducido, o de
ambas a la vez. Esta facilidad de regulacién de velocidad de los motores de c.c., unida a los
altos pares de arranque que se pueden obtener, ha hecho que este tipo de motor fuera insustitui-
ble en aquellas aplicaciones que necesitaban velocidad variable, tales como trenes de lamina-
cién y traccion eléctrica. (En Espaiia, la traccién eléctrica se realiza a 3.000 V de c.c. en los
ferrocarriles y de 600 V a 1.500 V de c.c. en los trenes metropolitanos «Metro» *. El tren de alta
velocidad espaiiol AVE funciona con corriente alterna monofdsica a 25 kV).

Si los devanados inductor e inducido llevan alimentaciones separadas, se tiene la llamada
méquina con excitacién independiente. Normalmente, ambos circuitos se conectan eléctrica-
mente entre si; cuando se conectan en paralelo, se obtiene la maquina shunt o derivacion, en

Terminales de alimentacion Estator con
al inductor (excitacién) polos salientes (inductor)

Devanado inducido
Delgas

s }

Y g )

e (HAOAAD, * —

v &
‘\}\\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\“\\

Figura 2.37. Maiquina de c.c.

* Desde el afio 2002, el tren metropolitano de Madrid, debido a su gran extensién, ha comenzado a construir
redes de 1.500 V de c.c. para alimentar algunas de sus lineas. Por ejemplo, la nueva linea 8, que enlaza Nuevos
Ministerios con el aeropuerto de Barajas, se inauguré en mayo de 2002 con las unidades $/8.000, que disponen de
equipo de traccidn bitensién (1.500/600 V de c.c.) y con motores de ¢.a. asincronos alimentados mediante ondulado-
res o inversores electrénicos equipados con IGBT.
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la que el inductor estd formado por un devanado de muchas espiras de hilo delgado por el que
se deriva una corriente pequefia. Cuando se conectan en serie, el inductor tiene pocas espiras
de hilo grueso, ya que por €l circula toda la corriente del inducido (de gran valor). Si la
méquina dispone de ambos tipos de excitacion, serie y paralelo, se denomina compound o
compuesta. Estos sistemas de conexién se emplean para producir la autoexcitacién de la
méquina, a partir del magnetismo remanente de los polos inductores. Es frecuente (aunque no
son normas generales) emplear la conexion serie en motores y la shunt'y compound en gene-
radores.

Si a la méquina de c.c. bdsica de la Figura 2.37 se la hacen conexiones adecuadas en el
devanado del inducido y son llevadas al exterior por medio de anillos colectores como indica
la Figura 2.38, se obtiene una méquina denominada conmutatriz o convertidor sincrono.
Tal maquina puede funcionar: a) entregando al exterior c.a. y c.c.; b) trabajando como motor
sincrono y generador de c.c. simultdneamente; c) trabajando como motor de c.c. y generador
de c.a. simultdneamente. Este tipo de médquina se ha utilizado sobre todo funcionando como
en el caso b) y se empleaba para convertir, en un solo grupo, la c.a. de la red en c.c. (por
ejemplo, para suministrar la energia de c.c. de los tranvias); hoy en dia ya han desaparecido,
siendo sustituidas por convertidores estdticos electrénicos.

2.12.4. Maquinas asincronas o de induccion

Son méquinas rotativas, n # 0, y de acuerdo con el cuadro de clasificacion general de la
Figura 2.34 se caracterizan por:

np
fi#0 f2=f1:65 s fi=h (2.161)

Estén constituidas por un devanado inductor situado en el estator por el que se introduce
una c.a. de frecuencia f,. En el caso de méquinas de potencia superior a 1/2 CV, el devanado
anterior es trifasico, al igual que la corriente de alimentacién, apareciendo, de acuerdo con el
apartado 2.8.3, un campo magnético giratorio cuya velocidad, teniendo en cuenta la expre-
sién (2.68), es:

60f,
n =— (2.162)
14
Terminales de alimentacién
al inductor (excitacién
d ) Estator con Devanado inducido
polos salientes (inductor) &

i
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Del gas

Anillos

Rotor con anillos y con colector de delgas
Devanados de los polos

Figura 2.38. Conmutatriz.
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El devanado inducido est4 en el rotor y puede ser trifasico o no; sin embargo, y como se
comprenderd mas adelante al estudiar el Capitulo 4, debe estar bobinado para el mismo
niimero de polos que el devanado del estitor. En la Figura 2.39 se indica el esquema bisico,
donde se ha supuesto un arrollamiento trifasico en el rotor, cuyas salidas van a tres anillos,
donde se conecta no una carga, sino un redstato de arranque. En la mayoria de los casos el
rotor estd formado por una serie de conductores puestos en cortocircuito por dos anillos
extremos, formando un devanado que se conoce con el nombre de jaula de ardilla.

La maquina puede funcionar como:

a) Motor. Es el caso mas normal. En esta situacién el campo giratorio del estitor induce
f.e.m.s. en el devanado del rotor y al estar éste en cortocircuito (jaula de ardilla) o cerrado por
medio de un redstato de arranque (rotor devanado o con anillos) aparecen corrientes en el
rotor que, al reaccionar con el campo giratorio del estdtor, mueven la maquina a una veloci-
dad n muy cercana y por debajo de la de sincronismo n,, de tal forma que la identidad
segunda de (2.161) queda expresada:

. (2.163)
£=1 60 :

Se denomina deslizamiento «s» al cociente:

n,—n

S =

(2.164)

nl
que teniendo en cuenta (2.162) se expresa:

60,

§=———="= (2.165)

Estator cilindrico

= \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Rotor en jaula de ardilla Frontal de la jaula
(en forma de aspas)

Anillos

Rotor con anillos

//////////////////////; ///;/// ‘ \ ’ ‘ \
i . \

il n«m««mmm««'
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\\Q\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\Q\\\Q\\‘ /-
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Devanado trifasico

Figura 2.39. Tipos de maquinas asincronas o de induccion.
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Los deslizamientos a plena carga de estos motores que giran a una velocidad asincrona
respecto al campo giratorio del estétor varian entre el 3y 8 por 100 y es dificil de regular; sin
embargo, la simplicidad y robustez de estos motores (sobre todo en el caso de rotor en jaula
de ardilla) los hacen aptos para todo tipo de trabajo en el que no sea necesario un control pre-
ciso de la velocidad, como en griias, ascensores, maquinas herramientas, hormigoneras, etc.,
y por ello es la maquina electromagnética de mayor aplicacién en la ingenierfa, cubriendo
mas del 80 por 100 de los motores eléctricos empleados en la industria. En potencias peque-
fias (< 1/2 CV) el estitor es monofésico y de acuerdo con el apartado 2.8.4 se obtienen dos
campos giratorios de sentido contrario, que no producen par de arranque en el rotor, teniendo
que recurrir a procedimientos especiales de arranque, como ya se explicara en el Capitulo 4.

b) Generador. Si girando la miquina asincrona como motor, a una velocidad n < n,, se
obliga a mover el rotor, por un medio exterior, a una velocidad superior a la de sincronismo y
en su mismo sentido, de acuerdo con (2.164) el deslizamiento se hace negativo y la maquina
absorbe entonces energia mecénica que se convierte en eléctrica, devuelta a la red por el
estdtor a frecuencia f,. La mdquina trabaja entonces como generador, pero este tipo de funcio-
namiento no se utiliza casi nunca en la practica porque no es auténomo, siendo necesaria la
red eléctrica de «alimentacién» para suministrar la corriente de magnetizacion de la méquina.
No obstante, existen procedimientos de autoexcitacion de generadores asincronos a base de
condensadores, como comprobari el lector en el Capitulo 4.

¢) Convertidor de frecuencia. Si se alimenta el estitor de una maquina eléctrica por
medio de una red de c.a. de frecuencia f, y se mueve el rotor por un medio mecénico exterior a
velocidad n, se obtiene una frecuencia en el rotor, cuyo valor estd definido en (2.161):

np
L=hH% 0 (2.166)

el sumando es positivo o negativo segin que el sentido de giro del rotor tenga diferente o
igual sentido que el campo giratorio del estitor. La maquina recibe energia eléctrica por el
inductor y energia mecénica por el eje, de tal forma que por los anillos del inducido se puede
alimentar una carga eléctrica a frecuencia f, # f|.

2.12.5. Motores de c.a. de colector. Motores universales

Son maquinas rotativas, n # 0, y de acuerdo con la Figura 2.34 se caracterizan por ser:

fi #0 3 f2=fli% s L #F L (2.167)

es decir, consisten en un inductor, situado en el estétor, alimentado generalmente por c.a.
monofésica. El inducido estd en el rotor y dispone de colector de delgas con una apariencia
fisica analoga a las mdquinas de c.c. (Figura 2.37). Normalmente los devanados del estator y
rotor van en serie, resultando una maquina con caracteristicas similares al motor serie de c.c.
En su versién de pequeifia potencia (fraccién de CV) son muy empleadas en aparatos electro-
domésticos: batidoras, maquinas de afeitar, taladros eléctricos de mano, secadores, etc. Con
potencias mds elevadas se utilizan en traccién eléctrica a frecuencias que oscilan entre 50 Hz
y 50/3 = 16,66 Hz. Pueden adaptarse también a un funcionamiento con c.a. o c.c., recibiendo
entonces el nombre de motores universales.
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MAQUINAS ELECTRICAS

PROBLEMAS

2.1

2.2

2.3.

24.

Una méquina eléctrica de 100 kVA tiene unas pérdidas fijas de 1.000 W y unas pérdi-
das variables de 1.500 W a plena carga (asignada). Calcular: a) Rendimiento de la
méquina, cuando trabaja a 1/2 de la plena carga con f.d.p. 0,8. b) Potencia de maximo
rendimiento. c) Indice de carga Optimo.

[Resp.: a) 96,68 %; b) 81,65 kVA; ¢) 0,8165.]

Una mdquina de 20 kVA tiene unas pérdidas en el cobre a plena carga de 400 W, unas
pérdidas en el hierro de 150 W y unas pérdidas mecénicas de 200 W. Determinar:
a) Rendimiento a 3/4 de la plena carga con f.d.p. 0,8. b) Rendimiento a plena carga
con f.d.p. 0,9. ¢) Potencia aparente de maximo rendimiento. ¢) Rendimiento en el
caso anterior para f.d.p. unidad.

[Resp.: a) 95,43 %; b) 96%; ¢) 18,71 kVA; d) 96,39 %.)

Se tiene la estructura magnética de la Figura P.2.1. El entrehierro tiene un espesor g. Se
coloca en el rotor una bobina de paso diametral AA’ formada por N espiras por las que
circula una corriente i. Dibujar la curva de induccién B producida y dar la expresi6n del
desarrollo en serie de Fourier de la misma. Se desprecia la reluctancia del hierro.

1 5)

Figura P.2.1. Figura P.2.2.

[Resp.: La curva de distribucién de la induccién se indica en la Figura P.2.2. El desa-

4 Ni 1 1
rrollo en serie de Fourier es: [B(oz) =— ’u°2_ (sen o+ 3 sen 3o+ - +Z sen ha + - ):'
nooZ8

Se tiene la estructura magnética de la Figura P.2.3. Los pardmetros son idénticos a los
del problema 1, pero ahora las bobinas A-A’ y B-B' estén acortadas un dngulo eléctri-
co y. Dibujar la curva de induccién B producida y obtener el desarrollo en serie de
Fourier de la misma. Deducir conclusiones practicas.

Figura P.2.3. Figura P.24.
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[Resp.: La curva de distribucién de B se indica en la Figura P.2.4. El desarrollo en
serie de Fourier es:

"

/senha+ >

4 Ni Y 1 3y 1
B(a) = — yt, — | cos = sen a + — cos — sen 3a + -+ + — COS
o 2g 2 372 h

Se observa que el resultado es el mismo que se obtendria considerando las bobinas
de paso diametral, pero introduciendo un factor de acortamiento expresado por:

h
K, = cos —2?1, donde A indica el orden del arménico.]

Considerar la estructura magnética de la Figura P.2.5, que contiene 8 ranuras donde se
colocan 4 bobinas de N espiras cada una, recorridas por una corriente i. En el supuesto
de despreciar la reluctancia del hierro, dibujar la curva de induccién magnética produ-
cida por el conjunto. Deducir conclusiones précticas.

Figura P.2.5 Figura P.2.6

[Resp.: La distribucién de la induccién se muestra en la Figura P.2.6, cuyo desarrollo
en serie de Fourier es:

q9 36 he
sen — sen — sen —
. 2 ! ; 2
W=q-—phg—| ———seno+————sen3a+ -+ +————senha + -
1 to, 9 3 30 h 1o
sen — sen — sen —
a3eny asen asensy

donde g indica el nimero de ranuras por polo, que en este caso vale 4. Se observa
que el resultado es el mismo que el que se obtendria considerando las cuatro bobi-
nas concentradas, pero introduciendo un factor de distribucién expresado por:
1o
sen —

, donde 6 indica el dngulo eléctrico entre ranuras consecutivas.]

K_1
17 p

sen —
asensy

Considerar la estructura magnética de la Figura P.2.7, donde se muestra un rotor bobi-
nado con un arrollamiento uniformemente distribuido, con un total de N espiras. El
devanado puede considerarse como una generalizacién del problema anterior cuando
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el ndmero de ranuras se hace muy elevado. Dibujar la forma de B y obtener su desa-
rrollo en serie de Fourier.

Figura P.2.7. Figura P.2.8.

[Resp.: El esquema de B se indica en la Figura P.2.8, cuyo desarrollo es:

7 3n hn
[sen — sen — sen —
4 Ni 2 1 2
B(o) = — py — sen o + — sen 3o + --o + — sen ha + ---
n 2| =m 3 3z h hn
2 2 2

El resultado es un caso particular del problema 2.5 cuando la extension del devanado
es ¢” = 7, que se denomina extension de fase. La distribucién anterior es tipica de los
arrollamientos del inducido de las méquinas de c.c.]

2.7. Considerar la estructura magnética de la Figura P.2.9, donde se muestra un rotor bobi-
nado con un arrollamiento uniformemente distribuido, con un total de N espiras que
ocupan una extension de fase de ¢ radianes. Dibujar la forma de la induccién B y
obtener su desarrollo en serie de Fourier.

Figura P.2.9. Figura P.2.10.
[Resp.: El esquema de B es el indicado en la Figura P.2.10, cuyo desarrollo es:

o 30 ho
sen — sen — sen —
B(x) 4 Ni 2 1 2
o) =— p, — sen o + —

n Fo 2¢l o 3 3¢

2 2 2

sen ho + ---

sen 3o + -+ + —
h

SO
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que coincide con la solucién del prob. 2.6 cuando la extensién de fase ¢ = 7. Esta
forma de B se obtiene en los devanados de excitacién de los turboalternadores de las

centrales térmicas.]

El diagrama de la Figura P.2.11 representa la forma del campo de un polo saliente de
un alternador. Calcular: a) la amplitud del fundamental de la onda de induccidn;
b) amplitud de la onda fundamental cuando 6 = 7/6; ¢) factor de forma de la onda de
induccion cuando 6 = 7/6.

B(x)
0 6,0
B, n 2n M
Figura P.2.11.

4B, cos 0 2\/§Bm 6
[Resp.: a) 5 b) > ; C) 4_1= 1,255.]
i

Se tiene el circuito magnético de la Figura P.2.12 formado por un devanado inductor
situado en el estdtor, alimentado por una c.a. de 50 Hz, que produce un flujo senoidal
en el entrehierro de valor maximo 8 mWb. En el rotor se sitia un arrollamiento de 10
espiras concentradas de paso diametral. Calcular la f.e.m. inducida en la bobina del
rotor cuando gira a 1.500 r.p.m. Si se considera como referencia que ent = 0, 6 = 0.

Eje magnético
del rotor

Eje magnético
del estator

¥ =
Figura P.2.12.

[Resp.: ¢ = —25,12 cos 314 £ cos 157 ¢ + 12,56 sen 314 ¢ sen 157 t.]

Calcular el valor del factor de distribucién de una méquina trifdsica que tiene 12

ranuras por polo.
[Resp.: 0,958.]
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2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

MAQUINAS ELECTRICAS

El inducido de una mdquina bipolar estd completamente bobinado con N espiras uni-
formemente distribuidas de paso diametral. La f.e.m. inducida en cada espira tiene
un valor eficaz de 10 V. ;Cudl ser4 la f.e.m. inducida en todo el devanado con todas
las espiras en serie?

20 .
[Resp.: — N voltios.]
T

El inducido de una maquina bipolar tiene dos bobinas de paso diametral, una de 100
espiras y otra de 50 espiras, que forman entre si un 4ngulo de 30°. El inducido estd en
el rotor y se hace girar éste a una velocidad de 1.000 r.p.m. dentro del campo uniforme
de los polos, cuya induccién vale 100 gauss. El 4rea de cada bobina es de 400 cm?. Si
las bobinas se conectan en serie, hallar la lectura que se obtendrd en un voltimetro
conectado entre las escobillas de la médquina. [Resp.: 4,31 V 0 1,83 V]

Un alternador trifasico de 20 polos tiene un devanado conectado en estrella de 180 ranu-
ras y 10 conductores por ranura. El flujo por polo tiene un valor maximo de 0,04 Wb,
y esta distribuido senoidalmente en el entrehierro. La velocidad es de 300 r.p.m. Hallar
las f.e.m.s. de fase y linea, en el supuesto de que las bobinas sean de paso diametral.
[Resp.: 2.557,45 V; 4.429,6 V.]

Un alternador trifdsico conectado en estrella tiene 6 polos y debe dar una f.e.m. de 380
V a 50 Hz. El estator tiene 3 ranuras por polo y fase y 4 conductores por ranura.
Calcular: a) las r.p.m. a las que debe girar el rotor; ) el flujo méximo por polo si tiene
una distribucién senoidal. NOTA: Las bobinas son de paso diametral.

[Resp.: a) 1.000 r.p.m; b) 0,0287 Wb.]

El inducido de una alternador de 20 polos, 50 Hz, tiene un total de 180 ranuras.
Calcular las f.e.m.s. que se obtienen en los siguientes casos: a) cuando se bobina un
devanado monofésico que cubre 5 ranuras por polo; b) idem cuando se cubren todas
las ranuras; ¢) cuando se bobina un arrollamiento trifdsico que cubre todas las ranuras.
Las bobinas son de paso diametral, y en cada ranura se colocan 6 conductores. El flujo
estd distribuido senoidalmente en el entrehierro y tiene un valor maximo de 0,025 Wb.
[Resp.: @) 1.470 V; b) 1.920 V; ¢) 960 V/fase. Si se comparan los resultados a) y b) se
observa que en el 2.° caso se obtiene un 30 por 100 mds de f.e.m. pero empleando un
80 por 100 mas de material (cobre); de aqui se deduce la conveniencia de no devanar
enteramente un inducido cuando el arrollamiento es monof4sico.]

Una méquina eléctrica tiene un inducido con 9 ranuras por polo, estando