Seminario de Ingreso Universitario - Matematico

1. NUMEROS

1.1.  Numeros Naturales

Desde la antigiiedad el hombre tuvo la necesidad de contar, tanto para realizar un
trueque, que era su forma de comercio, como para conocer sus posesiones, contar su
ganado, etc. De esta manera surge el conjunto de los niimeros naturales. Recordemos
algunas propiedades de este conjunto.

N =1{1,23,4,5,..,n} VneN
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Algunas propiedades de los nimeros naturales

a. N es un conjunto ordenado.

b. Tiene primer elemento (el niimero 1).

c. N no tiene ultimo elemento.

d. N cumple con la Ley de cierre para la suma y la multiplicacion.

Ejemplo:

Sean a, b dos nimeros naturales. Entonces:

a + b € N La suma de dos nimeros naturales es otro nimero natural.

a - b € N La multiplicacion de dos numeros naturales es otro nimero natural.

N no cumple con la Ley de cierre para la resta y la division.

Ejemplo:

3—1=2, 2€N,sinembargo,1—1=0, 0gN=a—-b¢&N
10

= =2,2€N,sinembargo, 2= 2,25 ¢ N =a:b ¢ N

1.2. Numeros Enteros

Recordemos que la resta, en el conjunto de los nimeros naturales, siempre es posible
cuando el minuendo es mayor que el sustraendo. En caso contrario no se verifica la Ley
de cierre, el resultado es un nimero no natural. Para resolver este problema necesitamos
ampliar el campo numérico introduciendo el cero y los opuestos de los numeros
naturales. A este nuevo conjunto lo llamamos numeros enteros y los definimos asi:

Z =7 U{0}UZ* donde Z*t = N

De otro modo;

Z={-n,..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...,n} Vn €N

(Como representamos graficamente a los nimeros enteros?

Para representar estos numeros, primero trazamos una recta horizontal y un punto
cualquiera de ella, al que le asignamos el 0 (cero) y al cual lo llamamos origen. A la
derecha del origen ubicamos los niimeros positivos y a la izquierda los negativos.
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Algunas propiedades basicas de los nimeros enteros

a. Z es un conjunto ordenado.
b. Z no tiene primer ni ultimo elemento.
c. Siendo a, b y ¢ € Z, se verifica:

Ley de cierre para lasuma: a + b € Z

Ley de cierre para la resta: a — b € Z

Ley de cierre para la multiplicacion: a - b € Z

Propiedad asociativa para lasuma: a + (b +c¢) = (a+ b) + ¢
Propiedad conmutativa para lasuma:a+b =b + a

Existencia de inverso aditivo: a + (—a) = 0

Propiedad distributiva del producto respecto alasuma: a-(b+c) =a-b+a-c
Existencia de elemento neutro paralasuma:a+0=0+a =a
Propiedad asociativa para el producto: a- (b-c) = (a-b)-c
Propiedad conmutativa para el producto: a-b =b-a

Existencia de elemento neutro para el producto: a-1=1-a=a

d. Ley de tricotomia: Sean a, b y ¢ € Z. Se verifica una y solo una de las relaciones
siguientes: a < b

a<b >a+c<b+c
a=b >a+c=b+c
a>b >a+c>b+c

e. Ademés, sean a,b y ¢ € Z. yc # 0. Se verifica que:
a<bAc>0=>a-c<b-c
a<bAc<0=>a-c>b-c

Recordemos la regla de signos para la multiplicacion y la division. Se ejemplifica para
la multiplicacion solamente pero es valido también para la division.

+o+=+

4= 4= —

— =4

Ejemplo:

Veamos un ejemplo para la propiedad 5b de los niumeros enteros. Primero asignamos
cualquier valor entero a, b, c.

a=8,b=15yc=-6

Luego

8<15 = 8:(—6)>15-(—6)

Se verifica

(—48) > (—90)

Operaciones en Z

En esta seccion recordaremos como se resuelven las operaciones basicas en el conjunto
de los nimeros enteros. Para comenzar resolvamos el siguiente problema.
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Problema

Un ingeniero electromecdnico debe evaluar la compra de insumos eléctricos que
realizard su empresa a un proveedor de la provincia de Buenos Aires. Debe comprar 20
fusibles NH con un precio de $12 por unidad y 42 interruptores termomagnéticos de
32A por un precio de $60 por unidad. ;Cual es el costo total de los insumos?

Para resolver el problema debemos sumar el precio total de los fusibles con el precio
total de los interruptores.

El costo total es igual al costo de los 20 fusibles mas el costo de los 42 interruptores.
Simbdlicamente traducimos esta situacion del siguiente modo

Costo total= 20+ $12 + 42 - $60
Costo total= $2.760

Respuesta: La empresa tiene que invertir $2.760 entre fusibles e interruptores.

El problema es sencillo, pero detengamonos en la operacion. ;Qué se realizd primero,
las multiplicaciones o la suma?

En las operaciones matemadticas se va resolviendo por términos. Los términos son
operaciones que estan separados por los operadores (+) y (-) como se muestra a
continuacion.

1° Término 2° Término

A A
[ VT 1

520-$12 + 42 - $60
$240 + $2.520 = $2.760

Ejercicio 1: Separa en términos y resuelve las siguientes operaciones:

a.  23°5-8-2-4+5-8+7-10=
b.  25-2-100+22-3-15-1+-==
. 8:-2-1024+15-10 2=

3 15
Uso de paréntesis, corchetes y llaves
Para separar las operaciones de acuerdo a la jerarquia y a las propiedades de las mismas
se utilizan los paréntesis, corchetes y llaves. Al utilizarlos se debe resolver de adentro
hacia afuera, es decir, se debe resolver primero las operaciones que estan dentro del
paréntesis, siguiendo la jerarquia de los términos, para luego operar con el resultado.

Veamos la importancia de la utilizacion de los paréntesis y corchetes en el siguiente
ejercicio.

Ejercicio 2: Demostrar que los resultados son distintos al no usar los paréntesis y los
corchetes.

a. [8+(15-21)—12]-2#8+15-21—12-2
b. 10+(12+2):3—(1+6)#10+124+2-3-1+6

(30-5) 15
—[E=2]+ 152 -30-2 +15

Veamos la resolucion del inciso a):
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[8+(15-21)—12]-2 # 8+15-21—12-2
[8+315—12]-2 # 8+315—24
311-2 # 299
622 # 299

Ejercicio 3: Resolver las siguientes operaciones combinadas
a. {2-[36 =7-(5+64)—15]+32}-10 =

b 12-{22 - [22)} =

. [(1+5)2-30] _
d. {30 i [20:2—-5-(10+15)]}-(-2) =
e. -2+ [3%2-(10-D]} =

Division Entera

Division entera y division exacta. Una division es entera cuando el cociente y el resto de
la misma son niimeros enteros. En toda division entera el resto es mayor o igual que
cero y menor que el divisor. Una division entera es exacta cuando el resto de la division
€s cero

En esta seccidn vamos a recordar algunos conceptos basicos y propiedades de la
division entera.

Dados dos numeros enteros a y b # 0, existen dos unicos nimeros enteros q y 7 tal que
a=b-q+r

El algoritmo que permite encontrar g y r, conociendo a y b, se denomina division
entera, denominando:

a Dividendo
b Divisor

q Cociente
T Resto

Sir = 0, se puede decir que a es divisible por b o que a es multiplo de b.

Ejemplo:
13| 513=3-44+1con0<1<4
1 3
/

Por lo tanto 13 no es divisible por 4, ya que el resto es distinto de cero.
50 |5 =50=10-54+0con0=0<

00 10
oo

Por lo tanto 50 es divisible por 5, ya que el resto es cero

Ejercicio 4: Determinar cudles de los siguientes nimeros enteros son divisibles por 13.

a. 247
b. 91
c. 123
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d. -143
e. 28.561
f. 2.197

Numeros primos

Los niimeros primos son aquellos que solo resultan divisibles por si mismos y por la
unidad.

Los que pueden dividirse por otros niumeros, se denominan compuestos (por ejemplo el
9 que ademas de dividirse por 9 y por 1, también puede dividirse exactamente por 3).

El nimero 1 no es primo, de acuerdo con la definicion precedente. Son primos el 2, 3, 5,
7, 11, 13, 17, 19,....Existen infinitos nimeros primos. El nimero 2 es el unico nimero
primo par.

Varias propiedades aritméticas fundamentales se expresan a partir de estos conceptos:

a. Todo ntimero natural posee un divisor primo.

b. Todo nimero natural o es primo, o bien, puede representarse como producto de
nimeros primos.

c. La representacion de un niimero natural como producto de niimeros primos es
unica.

Ejemplo:

Veamos un ejemplo. Representemos al numero 264 como producto de nimeros primos.
Para resolver este ejemplo existe un método sencillo (el que se muestra en el recuadro)
que consta en colocar al nimero 264 a la izquierda y a la derecha anotamos el menor
numero primo por el cual es divisible el nimero 264. El resultado de la division lo
anotamos debajo del 264 y volvemos a dividir por el menor nimero primo y asi
sucesivamente hasta llegar a la izquierda al namero 1. Luego, se puede expresar al 264
como producto de sus divisores como se muestra a continuacion.

264 2
132 2
66 2
33 3
11 11
1

264=2-2-2-3-11=23-3-11
El procedimiento realizado anteriormente se llama factorizacion

Ejercicio 5:

a. Escribir todos los nimeros primos menores que 200.
b. Factorizar los siguientes numeros: 1.287; 3.150; 5780 y 6.050

Veamos otro ejemplo: Al factorizar los nimeros enteros positivos a = 72y b = 84
se obtiene:

72 2 84 2

36 2 42 2

18 2 21 3

9 3 7 7

3 3 1

1

72 =23-32 84 =2%-3-7
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Vemos que los nimeros primos que aparecen en ambas factorizaciones son el 2 y el 3.
Decimos que el mayor de los divisores comunes entre 72 y 84 es el producto de los
factores primos comunes con su menor exponente. Este nimero representa el maximo
comun divisor entre 72 y 84 y lo simbolizamos:

MCD (72; 84)=22-3 =12

Decimos que 12 es el mayor de los divisores comunes entre 72 y 84.

Generalizando:

MCD: Dados dos o mds nimeros enteros, su maximo comun divisor (MCD) es el
mayor nimero entero que divide a todos los nimeros enteros dados.

Ejemplo: Tomando los nimeros del ejemplo anterior, ahora consideramos los numeros
primos que se repiten en ambas factorizaciones con mayor exponente y también los que
no se repiten. El producto de estos niimeros representa el minimo comun multiplo entre
72y 84 y lo simbolizamos:

mem (72, 84)=23-3-7 = 504
Decimos que 504 es el menor de los multiplos comunes entre 72 y 84.

Generalizando:
mem: Dados dos 0 mas niimeros enteros el minimo comtin multiplo (mcm), es el menor
entero que es divisor de todos los numeros dados.

Ejercicio 6: Calcular el médximo comun divisor (MCD) y minimo comtn multiplo
(mcm) de las siguientes expresiones:

a. MCD (120, 140, 75)
mcm (100, 126)

mcm (206, 96, 124, 56)
MCD (1000, 492)
mcm (749, 28)

MCD (550, 982, 1020)
MCD (1230, 540, 567)
mem (840, 35100)

s

g 0

R CH

1.3. Numeros Racionales

En el conjunto de los numeros enteros nos encontramos con la dificultad de que la
division solo es posible cuando el dividendo es multiplo del divisor. Por ejemplo:

7:2 =7

Esta operacion no tiene solucion enZ, porque 7 no es multiplo de2.

Para salvar esta dificultad aparece un nuevo campo numérico: el conjunto de los
numeros racionales y lo simbolizamos con la letraQ.

Definicion:
i , . .« a
Dados dos nlimeros enteros a y b; con b # 0, llamamos niimero racional a la fraccién -

siendo a el numerador y b el denominador.

Algunas propiedades de los nimeros racionales:

a. Es un conjunto denso, es decir que entre dos nimeros racionales siempre existe
otro nimero racional.
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b. Cumple la ley de cierre para la suma, la resta, la multiplicacion y la division (con
excepcion de la division por cero).

Interpretacion de nimeros racionales
, . a. .. .. .
El numero racional " indica que dividimos el todo en b partes iguales y tomamos a de

esas partes. Asi, dado el numero 5> ¢ste nos indica que el todo se ha dividido en 8 partes
iguales y de ellas se han tomado 7.

Podemos representar graficamente la situacion anterior mediante una barra que se ha
.. . , 7
divido en 8 partes iguales. La parte sombreada representa al nlimero 5

En la recta numérica, como siete octavos es menor que uno, dividimos la unidad en
ocho partes iguales, contamos siete de ellas a partir del cero, obteniendo asi el punto de
la recta que representa al nimero 7/8

N
v

Ejercicio 7: Dibujar en la recta numérica los siguientes nimeros racionales y expresar
entre que numeros enteros se encuentra.

a. 2/9
b. 9/5

c. -1/5
d. 4/2

e. 15/16
f. -7/8

Fracciones Equivalentes

Decimos que dos fracciones son equivalentes cuando representan la misma cantidad.
. 3 6 . .
Por ejemplo 2 Y 5 representan la misma cantidad de un todo.

Si multiplicamos (o dividimos) el numerador y el denominador de una fracciéon por un
mismo nimero distinto de cero, obtenemos una fraccion equivalente a la dada.

Ejemplo: % = % = gpor lo tanto, ¥ es equivalente a 6/8.
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Este procedimiento nos sirve para simplificar fracciones. Al simplificar fracciones
podemos determinar la fraccion equivalente irreducible.

Fraccion irreducible

Se dice que una fraccion es irreducible cuando el numerador y el denominador no tienen
factores primos comunes.

Para simplificar una fraccion a su forma irreducible debemos primero factorizar tanto el
numerador como el denominador y luego simplificar los factores primos comunes.

Ejercicio 8: Representar en forma reducida los siguientes nlimeros racionales:

900
a. -
390
75
b. -=
27
560
C. -
d. —
847

Damos por solucion al primer inciso

—900 900  (22.32.5%) (2.2.3.3.5.5>_ 30
390 390 2.3.513 ) 23513/ 13

Ejercicio 9: Simplificar los siguientes nimeros racionales hasta llegar a su fraccion
irreducible:

-75
27
100 _
75
256
c. — =
768
10800
d. =
4000
17600
2640
24696

27783

f.

Expresion decimal

Todo numero racional por definicién es aquel que se puede expresar como fraccion,
pero a su vez estas fracciones pueden expresarse en forma decimal al realizar la division
entre el numerador y el denominador.

Podemos definir: “Todo numero racional puede expresarse como numero decimal
exacto o periodico”.

Ejemplo:

1 .

c= 0,2 —  decimal exacto

% =0,333..=10,3 —  Periddica pura. El periodo es 3

1 o s .

= 0,1666 ... = 0,16 —  Periddica mixta. Su periodo es 6. Su anteperiodo es 0,1
86

=7,8181..=7,81 —  Periddica pura. Su periodo es 81

—_
—_
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Y si queremos pasar un nimero decimal a su forma fraccionaria?
A continuacion indicamos como se pasa de la forma decimal a la forma fraccionaria.

Exactas
Para pasar de un nimero decimal exacto a fraccion se divide y se multiplica por 10™,
donde n es el nimero de decimales.

Ejemplo:
0,5-1071 5 1
a. 05=-2L1=>==2
101 10 2
0,256-103 256 32
b. 0,256 = = —
103 1000 125
Puras

Un ntimero decimal periddico puro es igual a la suma de su parte entera mas su periodo
dividido 9 si su periodo es tnico, 99 si su periodo tiene 2 nimeros, etc.

Ejemplo:
a. 03=0+>=3=2
9 9 3
b. 2,125=2+-2=22
999 999
Mixtas

Un niimero decimal mixto es igual a la suma de la parte entera mas el nimero decimal
entero, menos su ante periodo y dividido tantos nueves como cifras decimales
periddicas tenga, al igual que en las puras, pero agregando en el divisor. Luego de los
nueves, se agregan tantos ceros como numeros anti periodicos tenga el decimal.

Ejemplo:

e 125-1 1547
a. 3, 125 =3 +98959098— %
b. 1,985:1+W:m

Ejercicio 10: Pasar los siguientes nimeros decimales a su expresion fraccionaria.

a. 0,13
. 1,6 =
c. 2,13 =
d. 6,15 =
e. 2,352 =
f. 0,1 =
g. 0,875 =
Orden en Q
El conjunto Q de nimeros racionales también es un conjunto ordenado al igual que Z.
Ejemplos:
a. % < g escribiendo ambas fracciones en forma decimal vemos que 0,5 < 0, 6
b. 2> g en forma decimal vemos que 2 > 1,6

2 4‘ ~ ~
c. 5 = 7 borque 0,2=0,2

Ejercicio 11: Ordenar de menor a mayor los siguientes niimeros.

6 1 A .
—: 2,3; 4;, —=; —0,05; 1,5; 4,132

14’ 3’ 11’

10
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Operaciones en Q

Suma

Recordemos que la suma de varias fracciones con el mismo denominador es la fraccion
con el mismo denominador que aquellas y el numerador es la suma de los numeradores.

Ejemplo:
2+1+5_2+1+5_8
9 9 9 9 9

Si las fracciones tienen distinto denominador, se buscan fracciones equivalentes a las
dadas que tengan igual denominador y después se suman de la forma indicada
anteriormente.

Ejemplo:

) 2 7_150 30 35_150+30—35_145_29
5 15 75 75 75 75 75 15

En general:

a ¢ ad+c.b

B e E——

b d b.d

Es conveniente usar como denominador para las fracciones equivalentes, el minimo
comun multiplo. Observando el ejemplo anterior, vemos, que el denominador comin
para las fracciones equivalentes es 15, que es el minimo comtin multiplo entre 1, 5 y 15.

Ejemplo:
1 3 5

67108

Descomponiendo los denominadores en factores primos, obtenemos:
mcm (6,10,8) = 120

Por lo tanto:

1-+ 3 +_5__ 20 N 36 +_75 131
6 10 8 120 120 120 120

Multiplicacion

Recordemos que el producto de varias fracciones es otra fraccion que tiene como
numerador el producto de los numeradores y como denominador el producto de los
denominadores.

Ejemplo:

6 3\ 7 6-(-3)-7 126
II'(_Z> 2 11-4-2 88
En general:

ac a-c

bd b-d

Division

Para dividir fracciones es conveniente recordar:
. ey . a Cc , . . .
Definicion: Dos fracciones ~ Y 7 son reciprocas o inversas si su producto es igual a 1, es

. a ¢C
decir;—-==1
b d

11
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De la definicidn anterior obtenemos las siguientes conclusiones:

Una fraccion % tiene inversa si y solo si a # 0

La fraccion inversa de % es la fraccion g

Para dividir una fraccion por otra, se multiplica la primera por la inversa de la segunda.
Ejemplo:

5 7 511 55

611 6 7 42

En general:
ac ad
b'd b c
Veamos algunas propiedades que cumplen estas operaciones
Operacion Propiedad
Cerrada
Asociativa
Suma Conmutativa

Tiene elemento neutro

Todo numero tiene su opuesto

Cerrada

Asociativa

Conmutativa

Tiene elemento neutro

Todo nimero distinto de cero admite inverso
Distributiva respecto a la suma

Multiplicacion

Ejercicio 12: Realizar las siguientes operaciones en Q

9 41
a. —t—=
5 2
5 1
b. —4+=-=
8 2
9 41
C. ==
5 2
4 13
d. -4+ ==
5 2
56 1
e. —+1--=
3 2
8 22
f. —— =
7 11
101 14 19
o
3 7 21
213 1
ho 22 (142)
13 2
i 101 57 _
: 10 4

12
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o
o

2 o
|
|
I

=0 oo
|

14
201 2
315°3
Numeros Irracionales I

Recordemos que los nimeros racionales pueden expresarse como una razon entre dos
nimeros enteros. Ademas todo nimero racional puede expresarse como un numero
decimal exacto o periodico.

Hay niimeros que no pueden clasificarse como racionales y son aquellos que poseen
infinitas cifras decimales no periodicas, a los que llamaremos niimeros irracionales.

Desde la antigiiedad se conocen algunos de estos ntimeros. Por ejemplo tenemos al
nimero © que es la relacion entre el radio de una circunferencia y su perimetro. Los
pitagdricos se dieron cuenta que al formar un tridngulo rectangulo de catetos iguales a la

unidad, su hipotenusa era un nimero no natural v2
Veamos algunas cifras de estos nimeros que hemos nombrado:

m = 3,141592653589793238462643383279 ...

V2 = 1,4142135623730950488016887242096 ...
e = 2,71828182845904523536 ...

No es posible representar en la recta numérica todos los nimeros irracionales por
métodos geométricos, aunque si algunos de ellos. Veremos a continuacion que
podremos representar las raices cuadradas de los ntimeros utilizando una regla, un
compas y el teorema de Pitdgoras.

Primero recordemos que nos dice el teorema:

En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos.

a? =b%?+c?> = a=+/bh?+c? ] a

a = Hipotenusa

b; ¢ = Catetos b

Ahora veamos como representar por ejemplo V2 que es un numero irracional.
Formando un triangulo rectangulo cuyos catetos midan b = 1,c¢ = 1 la ecuacion nos
queda:

a=+12+12=12

13



Seminario de Ingreso Universitario - Matematico

Ubicando el triangulo con vertice en el 0 de la recta numerica y con la ayuda de un

compas con centro en 0 y radio en A, cortamos la recta exactamente en V2 como se
muestra a continuacion.

F 3

Led
Pod
o &
[
[rud
Led

Siguiendo con el esquema, si quisieramos representar /3, hacemos

2
a= (\/7) + 12 = /3 Dejamos como ejercitacion su representacion en la recta.

Ejercicio 14: Representar en la recta numérica

\/§; \/E; \/1_0; 2+\/§; 2v/3

1.4. Numeros Reales
Los niimeros racionales junto con los nimeros irracionales, constituyen el conjunto de
los numeros reales (R).

Naturales N*

Cero (0) Enteros Z

Negativos N~ Racionales Q

Fraccionarios Reales R

Irracionales I

Existe una correspondencia entre los numeros reales y los puntos de la recta: a cada
punto de la recta le corresponde un niimero real y viceversa, por ello decimos que los
numeros reales completan la recta.

A continuacion daremos las propiedades fundamentales de las operaciones enRR.

Sean a, b y ¢ nimeros reales:

La suma satisface las siguientes propiedades:

a Asociativa:a+ (b+c)=(a+b) + ¢

b. Conmutativa:a+ b =b +a

c Existencia de elemento neutro: 30 E Ria+0=0+a=a

d Existencia de elemento opuesto:Va € R,3(—a) E Ria+ (—a) =(—a) +a =0

El producto satisface las siguientes propiedades:

Asociativa:a-(b-c) =(a*b)-c

Conmutativa:a-b=Db-a

Existencia del elementoneutro: 31 € R: a-1=1-a=a

Existencia del elemento inverso:Va € R,a# 0,3a ' € R: ara ' =a"

goege

14
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e. Propiedad distributiva del producto respecto de la suma:
a(b+c)=(@-b)+(a-c)

La diferencia o resta se define a partir de la definicion de suma:
a—b=a+ (—b),Va,b €R

El cociente se define a partir de la definicion de producto:
b+0,a~b=a-b,Va,beR

Observacion: El 0 no tiene elemento inverso.
Potenciacion de exponente natural

Definicion: Sea n un nimero natural y a un numero real cualquiera:

a®=1sia+0
1

a =a
a*=a-a-..rasin>1

Propiedades

a. El producto de varias potencias de igual base es otra potencia de la misma base
cuyo exponente es la suma de los exponentes de los factores: a” - a™ = a™*™

b. El cociente de dos potencias de igual base es otra potencia de la misma base

cuyo exponente es la diferencia de los exponentes del dividendo y del divisor:

—_ = gm-n
an
c. La potenciacion es distributiva respecto del producto: (a-b)" = a™ - b"
n n
d. La potenciacion es distributiva respecto del cociente: (%) = z_n
e. La potencia de una potencia es igual a otra potencia de la misma base cuyo

exponente es el producto de los exponentes: (a™)" = a™™
f. Si el exponente es negativo se tiene: a™" = —
a

Ejercicio 15: Aplique las propiedades de la potenciacion para resolver:
23.22.2% =

25

a
b.
c (2.13.14)3 =
d

= ga ™ O
T
Ul
—/
|
w
|

|
/N
wN
—
|
w1
I

Aplicacion de la potenciacion: Notacion cientifica

En el libro Cosmos, Carl Sagan nos dice lo siguiente:

“...Si nos soltdramos al azar dentro del Cosmos la probabilidad de que nos
encontraramos sobre un planeta o cerca de ¢l seria inferior a una parte entre mil
millones de billones de billones”.

Escribamos el numero que aparece en el relato.
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Si tenemos en cuenta que:
1.000.000 = 1 millon
1.000.000.000.000 = 1 billén

El nimero en cuestion es:

1.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000

Imaginemos lo incomodo que seria operar con este nimero.

Por otra parte, sabemos que toda potencia con exponente entero positivo de 10 es la
unidad seguida de tantos ceros como unidades tiene el exponente.

Ejemplo:
10' =10
10% = 100
103 = 1000
10.10.10........10  10000....... 0
10" = =

nveces nceros

Ademas, toda potencia con exponente entero negativo de 10, es un numero decimal
formado por un uno (1) precedido por tantos ceros (0) como indica el valor absoluto del
exponente.

Ejemplo:

1071 = L_ 0,1
10

1072 = L _ 0,01
S 100 7

Volviendo al tema, podemos escribir el nimero visto en el relato de manera mas
conveniente expresandolo como potencia de diez. Entonces:
Mil millones de billones de billones = 1033

De la misma manera 1 millon expresado como potencia de diez es 10° y 1 billoén
equivale a la potencia 102, Por ejemplo, si usamos este resultado podemos escribir el
numero 18.360.000.000.000 de las siguientes formas:

18,36 x 102 = 183,6 x 10! = 1,836 x 1013

De estas opciones, la ultima se conoce como notacion cientifica o exponencial y resulta
util para operar con nimeros muy grandes o muy pequefios.

Definicion

Se dice que un numero positivo x se escribe en notacion cientifica si estd expresado
como sigue: x = a X 10™
Donde 1 < a < 10 y n es un entero. El exponente del diez se denomina orden.

Ejemplos:

a. 367.415.000 = 3,67415 x 108 = 3,67 x 108

b. 0,0000000000152 = 1,52 x 1071°

Operaciones con notacion cientifica: Suma, resta, multiplicacion y division

Como hemos dicho la notaciéon cientifica nos permitird operar con nimeros muy
grandes o muy chicos de manera mas facil. Veamos como realizar las cuatro
operaciones basicas.

16
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Suma y resta

a. Si los sumandos son del mismo orden de magnitud (potencia) sumamos o
restamos los nimeros que preceden a las potencias de 10.
b. Si los sumandos no son del mismo orden de magnitud se reducen al mayor de

los ordenes, y se suman o restan los nimeros que preceden a las potencias de 10.
Ejemplo:

Realizar la suma 2,1 X 103 + 3,41 x 10*
Como los 6rdenes no son iguales, reducimos 2,1 X 103 a 0,21 x 10*, entonces:
0,21 X 10% + 3,41 x 10* = (0,21 + 3,41) X 10* = 3,62 x 10*

Producto y division:

a. Para multiplicar nimeros en notacion cientifica, se multiplican los nameros que
preceden a las potencias de 10 y se suman las potencias.
b. Para dividir dos ntimeros en notacién cientifica, se dividen los nimeros que

preceden a las potencias de 10 y se restan las potencias.

Ejemplo:

La masa de un atomo de C (carbono) es 0,000000000000000000000001994 [g].
(Cual es la masa de 2.195 atomos de C?

Solucion:

Masa de un 4tomo de C = 0,000000000000000000000001994 [g] = 1,994 x 10723 [¢]

Cantidad de atomos = 2.195 = 2,195 x 103
Aplicando regla de tres simple nos queda:

2,195 x 103 - 1,994 x 10723 - [C] - [g]
1-[C]

= (2,195-1,994) x 103723 [g] = 4,37 x 10720[g]

Ejercicio 16:
Escribir en notacion cientifica:

a. “Hay cientos de miles de millones de galaxias”

b. “La energia almacenada en el nucleo de un atomo de hidrogeno es igual a ciento
veintidds mil quinientos millones de Joules”

c. “Cada galaxia tiene en promedio un centenar de miles de millones de estrellas”

Ejercicio 17:

De cada uno de los siguientes pares de nimeros sefialar cual es el mayor
a. 3x10%;3%x10°3

b. 3 x 103;10.000

c. 0,0001;2 x 107*

d. 21 x10%;2,1 x 10*

Ejercicio 18:

Efectuar las siguientes operaciones:

a. (5x10%)- (1,6 X 10%) =

b (6,01 x 1073): (5,23 x 10°) =

c. (3,4 X 10%) + (4,92 x 10%) =

d {(6,10 x 10%) - (3,18 x 107%)}: {(8,08 x 107) - (1,62 x 1011)} =

17
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Radicacion

Definicion
La raiz n-ésima de un nmero real a, denotada por Va
Va=bhbsia=bhb"

Cuando n es par, a = 0 y cuando n es impar, a es cualquier numero real.

Cada ntimero real positivo "a" tiene una tnica raiz n-ésima positiva y cada niimero real
negativo tiene una Unica raiz n-ésima negativa, siempre que n sea un numero impar.

Los siguientes comentarios son importantes:

Los niimeros negativos no tienen raiz de indice par (en el conjunto de los nimeros
reales), ya que el cuadrado de cualquier nimero real es no negativo. Por ejemplo, V—4
no es un numero real pues no existe un numero real cuyo cuadrado sea -4.

La raiz n-ésima de 0, siendo n>1, es 0, ya que 0™ = 0, es decir, Y0=0

Ejemplos:

a. V64 =8
i

¢ (Vid) =14
d. V52=5

e. J(=5)2=5
Si analizamos e. se observa: 1/ (—5)% = /25 =5 = |-5]|
Resumiendo: Sin > 2 es un entero positivo y a es un nimero real, tenemos que:

n o . .
a™ = a, sin esimpar
n n — .
a™ = |a|, sinespar

Propiedades
. .y . . . n n
a. La radicacion es distributiva con respecto al producto: Va - b = 3a - Vb
. ., e e . nla Va
b. La radicacion es distributiva con respecto al cociente: Pl
c. La raiz de otra raiz, es una raiz con el mismo radicando y cuyo indice es el

producto de los indices: W ="a
Ejercicio 19:
Resolver las siguientes operaciones utilizando propiedades:
a. V8-27-125 =
b. V2-%4-Y8=

3 [125
c. —
8
381
d. 7
e. ; V2

18
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Potencia de exponente racional
Definicion

, . m . , , .
Sea un nuimero racional —conn > 2, sia es un numero real tal que YVa esta definida,

m
entonces an = Va™ = (%)m

Ejemplo:
3
a 72 =73
b. 7i=l=-1

Observacion: Las propiedades de las potencias de exponente racional son las mismas
que las de las potencias de exponente entero.

Calculos con radicales

Simplificacion de radicales

Simplificar expresiones radicales nos permitira poder operar con ellas de manera mas
facil. Para simplificar expresiones radicales se factoriza el radicando y se aplican
propiedades de la potenciacion y la radicacion de manera de poder simplificar indices y
exponentes.

Ejemplo:
2. B=VE=VIZ2=VIZ-\I=2V2

b. V6000 = 24353 =+/24-3.52.5 =+/24-4/52.4/3.5=22.5.4/15 =
20V/15

Suma de radicales

Para sumar radicales se deben tener el mismo indice y el mismo radicando.

Ejemplo:
a. V3+45/3-3V3=(1+5-3)V3=23

En algunos casos es necesario simplificar los radicales para poder tener el mismo indice
y el mismo radicando.

Ejemplo:
a. V2 +/8 —3V50 = V2 +V22V2 = 3V52V2 =2 + 22 — 152 = —12V/2

Multiplicacion de radicales
Para multiplicar radicales, si tienen igual indice se usan las propiedades vistas, si tienen
distinto indice se reduce a comun indice y luego se efectta el producto.

Ejemplos:
a. V2-V/8=+2-8=416
b.  5-43=¥57. %3 = W5

Racionalizacion de denominadores

Cuando tenemos radicales en los denominadores es conveniente encontrar una
expresion equivalente que no contenga radicales en el denominador. En esos casos se
dice que se ha racionalizado el denominador. Para ello, se multiplica y se divide la
correspondiente fraccion por una expresion adecuada de manera de eliminar el radical
del denominador. Veamos dos posibles casos:
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Denominador con un solo término

En estos casos se buscara que en el denominador nos quede lo siguiente: Va™ - Va¥
conn+w=m.

O sea que debemos buscar w de manera que n + w sea m.

Ejemplos:
33 V73T _ 3
 ETEV VR 7

b 4 _ 4 _ a4 33_43_ 483

) Voo ¥Vzz 3z 3 VO3

Denominador de dos términos e indice 2

En estos casos utilizaremos una propiedad denominada producto de binomios
conjugados, la cual veremos con profundidad en otro capitulo. Recordemos su

expresion matematica: (a + b) - (a — b) = a? — b?

Ejemplos:
3. 3 1-v2_ 3-(1-v2) _3-(1—&)_3-(1—@)__3.(1_\/2)
1+4VZ 1+V2 1-v2 (1+v2)-(1-V2) 12-(v2)? 1-2

Ejercicio 20: Racionalizar los siguientes denominadores:

a. T==

3
b L _-
. e
¢ EC e
g 0w _
. 1_\/5—

Ejercicio 21: Resolver las siguientes operaciones con radicales:

1_
a. \/ﬁ—B\/E-Fﬁ—

2 —
b. \/E.m+x/ﬁ—5\/§+m—

Logaritmacion

Siendo a, b y n tres nimeros relacionados asi: a = b

Cuando trabajamos con potencia, los datos son a y n y debemos calcular b.

En la radicacion los datos son b y n, debemos entonces calcular la base a.

Si tenemos como datos a y b y queremos calcular el exponente n usamos logaritmos.

Definicion de logaritmo

Sean a y b reales positivos, con a # 1, diremos que n es el logaritmo en base a de b si
y s6lo si a elevado a lan es igual a b

En simbolos:

log,b=nea*=>b

La expresion log, b se lee: “logaritmo en base a de b”

Ejemplo:
log,8 = 3 Porque 23 = 8
1

log, ;—6 = —2 Porque 672 = v

La expresion simbolica de la definicion de logaritmos dice que ambas igualdades son
equivalentes, es decir, la expresion en la forma logaritmica a la izquierda es equivalente
a la expresion de la derecha a la que se llama expresion exponencial.
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La siguiente tabla tiene varios ejemplos de la equivalencia entre las dos formas:

Forma logaritmica Forma exponencial
logyx =y bY =x
logs 25 = 2 52=125

2
logz7 9 =3 27%/3 =9
log,1=0 b =1

1,3

log,/, 8 = -3 (E) =8

Algunas convenciones para tener en cuenta:

El logaritmo en base 10 se llama decimal. La convencion es omitir el nimero 10 (asi
como en la raiz cuadrada omitimos el 2), por consiguiente escribimos log a en lugar de
log1o a y leemos logaritmo decimal de a.

Ejemplos:

a. log 100=2
b. log 1000 =3
c. log 0,001 =-3

El logaritmo que toma como base el niimero irracional e = 2,7182... es muy usado en
ciencias fisico-matematicas. Se llama logaritmo natural o neperiano, en homenaje a
John Nepper, que fue su descubridor. La convencion es usar el simbolo In en lugar de
log.

Ejercicio 22:

a. Hallar con la calculadora los valores que se indican los siguientes logaritmos:
log 267 = log 26,7 = log 2,67 =

log 0,267 = log 0,0267 = log 0,0008 =

In 328 = In 3,28 = In 345 =

b. El valor de a:

loga = —3,5 loga = 0,8248 loga = 9,8248

Ina = 7,3216 Ina = 18,35 Ina = —32

Generalmente es mas facil trabajar con la expresion exponencial. En consecuencia,
cuando surge un problema relativo a y = log x , con frecuencia es conveniente convertir
la expresion en la forma exponencial.

Por ejemplo, para calcular el valor de log, 16 escribimos
y =log, 16

Pasamos a la forma exponencial

4Y =16

Reescribimos ambos miembros usando la misma base

22-y — 24

Usando la propiedad de potencia de igual base, igualamos los exponentes

2y = 4dedonde y = 2
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Ejercicio 23:
Resolver las siguientes ecuaciones
logi14 =x
2
log3x =5
Propiedades de los logaritmos

Sean a, m, p numeros reales positivos y a #1

a log,(m-p) =log, m+log,p
b log, (%) = loga,m —log, P

c. log,(m") =r-log,m;Vvr eR

d. a%8” =r:v reRy r>0

e Sim < p, entonces log, m < log,psi a>1

f. Sim < p, entonces log, m >log,psi O0<a<1
g Silog, b =log, c entonces b = ¢

Veamos algunas aplicaciones:

La propiedad f. nos permite afirmar que el log 836 es un numero entre 2 y 3 porque
2 =10g100; 3 =1og 1000y 100 < 836 < 1000

La propiedad b. nos permite calcular logaritmos de fracciones, como

1
logzz=log21—log24=0—2=—2

La propiedad ¢. nos permite simplificar expresiones como: log 103* = 3xlog 10 = 3x

Antes de la utilizacion de las calculadoras cientificas el logaritmo nos permitia resolver

, . 16-3/128
calculos complejos como x = (1)3 - veamos como:
2
Aplicando logaritmo en base 2 a ambos lados de la igualdad:

16-3/128
3
(2) @
1 1 1

log, x = log, 16+§log2 128—310g2§—510g28

1 1 69
log2x=4+§-7—3-(—1)—5-3=E
Luego x = 2613_3 = 119,42

log, x = log,

Con la aparicion de las calculadoras estos céalculos pueden resolverse sin necesidad de
aplicar propiedades de los logaritmos, es por ello que utilizaremos dichas propiedades
para simplificar expresiones y resolver ecuaciones.

Practica del capitulo 1

Ejercicio 1: Resolver los siguientes célculos:

a. 16:(=2) = (—4+2)+5-(-1) =

b. (=345 (-1-(-D)+4-[-5+4-(-2+7)] =

16:[-3-22:(-2)]-(-2) _
4—(=5+2)—(10+(=5)):(=5)+4-(-2)

C.
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Ejercicio 2:

a. Determinar todos los divisores de: 50, 28, 73
b. (Cual es el menor multiplo de 8 mayor que 128?
c. (Cuadl es el menor nimero natural por el que hay que multiplicar a 504 para que

resulte un cuadrado perfecto?

Ejercicio 3: Indicar cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas:

a. Un namero es primo si solo es divisible por si mismo.

b. Todos los nimeros pares son compuestos.

c. El producto de dos niimeros primos es un nimero compuesto.

d. 1 y -1 son los unicos que tienen inverso en el conjunto de los nimeros enteros.
e. La suma de dos nimeros primos siempre €s un nimero primo.

Ejercicio 4: Al dividir un nimero natural por 11, se obtiene resto cinco.

a. (El nimero, es multiplo de 11?

b. (Cual es el menor nimero que hay que sumarle para obtener un multiplo de 11?
c. .Y el menor que hay que restarle?

Ejercicio S:

a. Escribir dos fracciones que sean respectivamente equivalentes a las dadas y que

tengan el mismo denominador:
1 2 B

375~

5 7

9777~
11 7

47127
b. Escribir fracciones equivalentes a las dadas en cada caso, donde el denominador
sea el m.c.m. de los denominadores de las fracciones dadas:

5 7

337110
37 11

35,2273 Y34 25 72
Ejercicio 6:

(Qué condicion ha de cumplir una fraccion para que pueda transformarse en un decimal
exacto? /Y para que genere un decimal periddico?

Ejercicio 7: Clasificar los siguientes nimeros racionales en decimales exactos y
decimales periddicos (Dar la respuesta sin efectuar la division).

1 2 3 5 7 23 13 4

3" 5" 48 6 100 59
Ejercicio 8: Expresar en forma de fraccion:
25,8

4,25

4,25

3,047

0,152

1,23154

e a0 o
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Ejercicio 9: Calcular:

w7 ()
7D
c. % - % —2=
o 2 ()-
5 15 _
X g.jgg_ 14
f. (—3—51) (-5)=
v ()
SNORONS
i 5 (—31 - %)_1 =
4
SNCHNE
11
k. 3-5--—=
| 72 E =
5
m 3
50+(-32) 5
. —(8-10) 3
o. D45 2
5 (-3)-(-6)
Ejercicio 10: Calcular
a. 0,4+0,3+0,2
b. 3,07 — 1,67
c. 2,15 — 1,48
d. 0,605
e. 2,12:0,14

Ejercicio 11: Resolver

2a-1 1
a. +-=
a a
5 5
b. -——
x  x-1
3 2 1
c. —+=——=
5x y 2xy
a b
d ——-—
a-b a+b

Ejercicio 12: Resolver los siguientes problemas
a. Un automovilista hace un viaje en 2 etapas. En la primera consume % de la nafta

que llevaba el tanque y en la segunda i de lo que le quedaba, llegando al final del
trayecto con 30 litros. ;Con cuantos litros emprendio el viaje?
b. Un escritor escribio un libro en tres meses. En el primero escribid % del libro, en

el segundo i de lo que le quedaba. ;Qué parte del libro escribi6 en el tercer mes?
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D 2 . , .
c. Gabriel tiene $18, que son - del dinero que le regalaron. ;Cudnto dinero le
dieron a Gabriel?

.. - . 4
d. En una carrea de bicicletas, uno de los ciclistas tarda 16 minutos en recorrer :

. . . . . 2 . . . ,
del circuito y el otro invierte 14 minutos en recorrer 3 del mismo circuito. ;Cual de los
ciclistas gana la carrera?

Ejercicio 13: Determinar cuanto debe valer n para que se verifique la igualdad
a. 0,000000123 = 1,23 x 10"

b. 43560000000000000 = 4,356 x 10™

Ejercicio 14: Colocar los exponentes para que sean correctas las igualdades
a. 2540,187 = 2,540187 x 10 = 25401870000 x 10

b. 0,0000215 = 2,15 x 10 = 0,00215 x 10

Ejercicio 15: Resolver

a. V8 + 52
b. V18-5v20

c. 35 — 2v/45 + /20
d. V16 — V2 + 254

e. V8-32

f.  5V3-2V6(1-v8)
2-2V2

g. >

h 3V27-5V3

) V3

5v27-2v3
2v27-3V3

Ejercicio 16: Racionalizar los denominadores

‘ »

a.

V2-1
5
b. =
2_x
C. Ve
4
=
4
B
5
T

Ejercicio 17:

;Cuél es el perimetro de un rectangulo cuya base mide v/8 y su altura es 1 + /2 ? ;Cual
es la medida de su area?
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Ejercicio 18: Calcular, sin usar la calculadora
a. V1,6-10%
b. 1/0,0001

c. \V2,5-1073

Ejercicio 19: Aplique propiedades de logaritmo para desarrollar las siguientes
expresiones:

a. log,(x.2)
b. log%

51,2
c. log%

4| x7
d. In ’E

Ejercicio 20: Sabiendo que logz 8 = 1,9, calcule el valor aproximado de:

a. logs 24
b. log; 64
c. log; 2

Ejercicio 21: Simplifique cada expresion al logaritmo de una sola cantidad:
a In6 +Inx
b. logx —log5

c. 2logz x +logzm

d. 2 +logsx

e. %logz x —log,y +log,r
f. —log, z — log2x+%log2y
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