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 Parte A - MODELOS
I - A.1 - Introducción.


Las características operativas relevantes de un elevado porcentaje de los aparatos eléctricos se describen en forma adecuada mediante el conocimiento de tensiones y corrientes como funciones del tiempo en puntos o pares de puntos adecuadamente elegidos. Un amplificador electrónico queda caracterizado en función de sus relaciones entre la tensión y la intensidad de corriente en los pares de terminales específicos de entrada y salida; una lamparita eléctrica por la relación tensión-corriente entre sus terminales.


Un dispositivo podría exigir conocer fenómenos mecánicos u ópticos relacionados con los eléctricos, sin embargo es conveniente separar los estudios de problemas no eléctricos de los puramente eléctricos. Puede ser necesario, además, hacer idealizaciones y aproximaciones simplificativas a fines de reducir las características eléctricas a términos razonables. Cuando así lo hacemos la representación resultante del aparato original de describe generalmente con el término circuito eléctrico o red.


Tenemos entonces los elementos para definir lo que consideraremos un modelo circuital: una red que representa en forma más o menos simplificada el comportamiento eléctrico de un dispositivo. También puede ser el circuito mismo lo que es representado, por ejemplo un filtro.


Es fundamental acompañar a la definición de cada modelo las condiciones de validez: especificar las condiciones para las cuales el modelo describe con una aproximación, o margen de error, dada, las características del dispositivo. Por ejemplo: intervalo de frecuencias, niveles de señal, tipo de servicio, etc., incluso puede ser necesario indicar condiciones de temperatura o presión ambiente. De esa forma quien quiera utilizar el modelo podrá sacar conclusiones válidas o, simplemente, descartarlo por no adecuado.


Así como podemos establecer un modelo circuital también se establecen modelos matemáticos que consisten en una ecuación, o sistema de ecuaciones, que permiten evaluar formalmente y numéricamente el comportamiento del modelo circuital dado.

I - A.2 - Elementos de los modelos.


Dominantes por su efecto sobre la tensión y corriente de un circuito eléctrico son sus propiedades de almacenamiento y disipación de energía. Este almacenamiento tiene lugar en los campos eléctricos y magnéticos asociados con las redes, mientras que la disipación está casi siempre asociada a la resistencia al flujo de carga eléctrica en los conductores. Aunque los efectos están físicamente superpuestos en la totalidad de los dispositivos reales, la idealización permite frecuentemente asignarlos a porciones independientes del sistema físico, y considerar a estas porciones de tamaño despreciable.


Las cargas en movimiento originan señales eléctricas que se propagan con velocidad finita, generalmente igual, o cercana, a la velocidad de la luz. Al considerar despreciables los tamaños podemos aceptar que todos los fenómenos eléctricos ocurren instantáneamente, ignorando los efectos de la propagación.


Estas partes se llaman parámetros concentrados, y pueden ser de tres tipos: de resistencia o disipativos; inductivos, asociados a los campos magnéticos; y capacitivos, asociados a los campos eléctricos. La realización física de estos elementos está representada en las resistencias, las bobinas o inductancias, y los condensadores o capacitores. Es importante asentar que estas realizaciones físicas no son representaciones exactas de los elementos del circuito ya que éstos son, por definición, puros y los elementos reales tienen en general los tres efectos. Los indeseables se denominan parásitos, por ejemplo la resistencia del conductor y la capacidad distribuida en una bobina. El elemento físico puede en este caso ser representado utilizando sólo una bobina ideal si los componentes parásitos son despreciables para la aplicación del modelo, pero también puede hacerse una mejor aproximación agregando componentes ideales en forma tal que tengan en cuenta esos efectos, indeseables, pero existentes. 


La relación entre la tensión aplicada y la corriente que circula por un elemento, que se denomina relación volt-ampere, es en la mayoría de los casos lineal (entre límites razonables de funcionamiento que hacen a la validez del modelo), y la constante de proporcionalidad apropiada se designa como "valor" del elemento.


Hay dispositivos en los cuales el valor de los elementos de las redes son funciones de la tensión aplicada a los mismos o de la corriente que circula por ellos. Por ejemplo una bobina con núcleo de hierro representa un elemento inductivo cuyo valor depende de la corriente que circula por ella. Tales elementos se dice que son alineales porque la tensión no es linealmente proporcional a la corriente asociada (o a la integral o derivada de la misma, según corresponda).


Es muy importante distinguir las redes que tienen tales elementos de las que no los tienen, y reconocer diferencias esenciales en sus características de respuesta, porque estas diferencias forman la base sobre la cual se efectúa la elección de los tipos específicos de elementos en la utilización práctica de los circuitos.


Existen algunos dispositivos, lineales o no, cuyas propiedades transmitivas de tensión o corriente dependen de su orientación con respecto a los puntos de excitación u observación. Estos dispositivos se denominan unilaterales, los que, por el contrario, no presentan este comportamiento se designan como bilaterales.


Otra importante distinción que guarda relación con el comportamiento de la red es establecer si tiene o no fuentes de energía, o modifica otras distintas de las explícitamente dadas por la excitación asociada. En caso que así sea es esperable que obtengamos más potencia que la puesta en la red, o tener una respuesta continua incluso en ausencia de entrada de energía. Cuando la red contiene tales fuentes de energía, y lo modifica a otras, se denomina activa; caso contrario, pasiva.


La red finita, concentrada, lineal, bilateral y pasiva es la más simple de las redes con respecto a los métodos de análisis necesarios para el estudio de su comportamiento en distintas condiciones de funcionamiento. Nuestro desarrollo está restringido en particular a la comprensión de los aspectos físicos y matemáticos de este tipo de redes, incluyendo algunas redes activas.


Las redes lineales pasivas se distinguen entre sí por la clase de elementos que contienen y por la manera de estar interconectadas. Tenemos así redes de un tipo, por ejemplo de resistencias solamente, en las cuales no se manifiestan los efectos de capacidad ni de inductancia; de dos tipos, por ejemplo L-C que no presentan efectos disipativos; y finalmente la red R-L-C que es el caso más general.


Podemos establecer entonces los tres componentes ideales con los que trabajaremos: la resistencia, puramente disipativa; la inductancia, con efectos inductivos (campo magnético) puros; y el capacitor con efectos capacitivos (campo eléctrico). Estos tres elementos, insistimos, son puros: cada uno de ellos carece totalmente de los efectos que presentan los otros dos.


Para que funcionen los dispositivos deben estar alimentados por alguna fuente de energía externa, si son pasivos, o interna, si son activos. Esas fuentes pueden tener características distintas: algunas, la mayoría, tienden a mantener una diferencia de potencial en bornes más o menos independiente de lo que se conecte en ellos, por ejemplo una pila o batería; otras, algunos dispositivos electrónicos, tienden a mantener constante la corriente que circula por sus terminales. A estas fuentes las denominamos generadores, las primeras de tensión y a las otras, de corriente.


A estos elementos activos los idealizaremos también en nuestros circuitos y así tendremos generadores ideales de tensión: que suministran, en forma totalmente independiente de lo que esté conectado en sus terminales, una tensión perfectamente definida; y generadores ideales de corriente: que aseguran, en cualquier condición, el suministro de un flujo conocido de corriente eléctrica.


El comportamiento de los generadores prácticos no es ideal y, si las condiciones de funcionamiento no admiten considerarlos como tales, se asociarán con otros elementos (pasivos y/o activos) para mejorar la aproximación del modelo.


Tenemos, entonces los cinco tipos de elementos con los cuales construiremos nuestras redes, tres pasivos: resistencias, inductancias y capacitores; y dos activos: generadores de tensión y generadores de corriente. Todos ellos ideales o, de otra forma, puros.


A estos elementos los indicaremos circuitalmente con símbolos gráficos como los siguientes, pero se aclara que no están completamente normalizados y en distintas publicaciones se pueden encontrar otros símbolos que indiquen, además, características particulares (construcción, capacidades disipativas, propiedades, etc.): 



Resistencia o

Inductancia


Capacidad o


conductancia






elastancia



Generador de tensión



Generador de corriente


Luego indicaremos el porqué de los signos y de la flecha en los generadores.


En los modelos matemáticos a la resistencia la señalaremos con R y su recíproca la conductancia, que tiene el mismo símbolo gráfico, la indicamos con G. A la inductancia con L y su recíproca, que no tiene nombre en especial con  (gamma o L invertida). A la capacidad con C y a su inversa, la elastancia, con S.


Las corrientes serán identificadas con la letra i y las tensiones en general con e, v o u. En ambos casos minúsculas o mayúsculas.


Todos tienen dos terminales, o bornes, (por lo que se denominan dipolos) que nos permiten su conexión con otros, ya sea directamente o a través de conductores que también consideraremos ideales, es decir sin ningún efecto o pérdida, y que serán representados por trazos continuos (rectos, quebrados o curvos) según convenga para el dibujo. En forma genérica a estos dipolos, y a los que obtengamos por distintas combinaciones de ellos, los graficaremos como un rectángulo con dos terminales.



La conexión entre dos de ellos puede hacerse de dos formas:


a) Poner uno a continuación del otro, uniendo un terminal de cada uno, formando un nuevo dipolo cuyos terminales son los que han quedado libres en los dos elementos. Esta conexión se denomina en serie y en ella la corriente atraviesa un elemento a continuación del otro para recorrer el montaje.



b) Poner uno al lado del otro, uniendo ambos terminales de cada uno con los del otro, el nuevo dipolo tiene los dos terminales de cada elemento. Esta es la conexión que se denomina en paralelo y en ella la tensión aplicada al montaje es la misma que queda aplicada a ambos elementos.

 


Este tipo de conexiones puede extenderse a cualquier número de elementos independientemente que sean del mismo tipo o distintos.


La unión de dos, o más, elementos constituye un punto de acceso a la red para, por ejemplo, medir o evaluar su diferencia de potencial con otro. Estos puntos los denominaremos nodos, o nudos. Estos nodos se designan por letras o números para distinguirlos entre ellos.


Denominaremos rama al elemento, o conjunto de elementos que configuren una subred de dos terminales, que queda definido entre dos nodos consecutivos.


Al recorrer varios elementos de una red, tal como si fuéramos portadores de cargas, podemos establecer caminos que partiendo de un nodo vuelvan al mismo sin pasar dos veces por un mismo elemento; tales caminos cerrados son llamados mallas o bucles.


En el circuito genérico dibujado a continuación podemos distinguir todos estos ítems de la red, recordando que los rectángulos indican dipolos genéricos, activos o pasivos, simples o complejos.



Los nodos están indicados por los puntos negros identificados por letras minúsculas; los puntos h y g se indican como nodos aunque no hay a la vista ninguna unión, porque son los puntos de conexión de la red con el exterior, ya sea para recibir alguna señal si es pasiva, o suministrarla, y/o interactuar con ella, si es activa.


Las ramas son todos los dipolos comprendidos entre dos nodos y se pueden identificar por ellos, por ejemplo: la rama f-d, la rama b-l, etc. También podríamos indicar que es una rama, de una red mayor, todo lo conectado entre el nodo h y el g ya que constituye un dipolo (esto es válido si no hay ninguna conexión con el exterior en otro nodo de la red).


Finalmente podemos señalar como mallas los caminos cerrados que podemos encontrar recorriendo la red. Por ejemplo: partir del nodo j pasar al k, luego al c, después al d, al f y finalmente retornar al j; esto indicaría la malla j-k-c-d-f-j. También tenemos la malla que señalaríamos como k-l-b-c-k, o la j-k-l-a-b-c-d-f-j. Es suficiente que el recorrido pase por una rama distinta a las recorridas previamente para que la malla sea otra. El hecho de cambiar de nodo de partida (y llegada) o el sentido del recorrido no implica definir otra malla porque los elementos constituyentes son los mismos.

I - A.3 - Ejemplo de modelos.


Tomemos como elemento real un calefactor de los llamados de cuarzo. Físicamente consiste en un alambre enrollado en forma de bobina, o resorte, dentro de un tubo de cristal de cuarzo que le sirve de soporte y protección.


El modelo más simple es una resistencia eléctrica, pero sólo es válido para una frecuencia baja y en condiciones estables de temperatura (la diferencia entre la resistividad del alambre en frío y a la temperatura normal de trabajo puede ser muy importante en determinado análisis).


La segunda modelización, para frecuencias algo más altas, es incorporar el efecto de inductancia del arrollamiento. Esto implica agregar a la resistencia del modelo anterior (con las mismas observaciones) una inductancia, usualmente en serie.


Otra opción es incorporar el efecto capacitivo, para frecuencias aún más altas, en paralelo con el montaje anterior. 



Esto nos muestra que a partir de un elemento real muy simple (aparentemente) podemos desarrollar diversos modelos. Pero no debemos olvidar que tanto, o más, importante que establecer las diferencias entre ellos es especificar las razones que motivaron su ejecución. Es decir, deberemos indicar siempre las condiciones para las cuales el modelo es válido.

Parte B ‑ LEYES DE OHM Y KIRCHHOFF

I - B.1 - Introducción


Como se supone que todo estudiante de Teoría de los Circuitos debe tener aprobado los temas de electricidad y magnetismo de los cursos de Física, vamos a trabajar presentando estas leyes de fundamental importancia sin demostración, pero poniendo especial énfasis en su aplicación: cómo, cuándo y dónde. (Se repasan los conceptos básicos de electromagnetismo en el Capítulo 0).


Las leyes, tal como las vamos a plantear, son de aplicación en circuitos lineales, de constantes concentradas; que tienen, además, un tamaño tal que puede aceptarse que la propagación de energía se realiza en tiempo cero, lo que implica que son de dimensiones despreciables con respecto a la onda de menor longitud con la que trabajamos.


De no cumplirse esto las expresiones pueden cambiar ya que los elementos no tendrán la característica de conservar su resistencia, inductancia o capacidad, en forma independiente de la tensión o corriente aplicada. Y/o deberán utilizarse componentes distribuidos y ecuaciones de propagación en el tiempo.

I - B.2 - Ley de Ohm


Las expresiones de la ley de Ohm pueden ponerse como:


[image: image1.wmf]ò

ò

+

=

=

=

´

=

¥

-

t

0

S

t

S

S

L

L

R

R

dt

i

S

)

0

(

q

S

dt

i

S

e

dt

di

L

e

i

R

e


o como:


[image: image2.wmf]ò

ò

G

¥

-

G

G

G

+

l

G

=

G

=

=

´

=

t

0

t

C

C

G

G

dt

e

)

0

(

dt

e

i

dt

de

C

i

e

G

i


Donde indicamos con S a la elastancia, inversa de C (la capacidad);  es la inductancia recíproca, inversa de L (la inductancia); y G la conductancia, inversa de R (la resistencia).


q es la carga eléctrica en el capacitor:
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Y  indica los enlaces de flujo magnético en la inductancia:
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Vemos que todas las relaciones de la ley de Ohm vinculan corrientes con tensiones. Específicamente la corriente que circula por un dipolo con la tensión en los terminales de ese mismo dipolo. Estas relaciones son denominadas por ello relaciones volt-amper y constituyen las ecuaciones de ramas de una red.


La condición fundamental para la aplicación de estas ecuaciones es la relación entre la polaridad de la tensión y la corriente circulante por el elemento:


La corriente debe entrar por el terminal positivo de la tensión, es decir debe circular de + a - para que el signo de la ecuación sea positivo.


La no correspondencia con esta convención general debe señalarse con el signo negativo.


Esto nos está poniendo el aviso de que podríamos obtener valores negativos de tensiones o corrientes, lo que pasamos a explicar.


La corriente es un flujo de cargas por lo tanto implica un movimiento del que debe indicarse su dirección, que obviamente es la del conductor, y su sentido. Este sentido lo indicamos con una flecha, o con el orden de los subíndices con que nominamos a la misma y que son el nombre de los terminales del elemento, y el signo sólo nos sirve para señalar si la corriente circula con ese sentido o con el contrario. Podemos considerar a la corriente como un vector especial que tiene una sola dirección pero dos sentidos posibles.


Con la tensión ocurre algo similar, es una diferencia de potencial eléctrico entre dos puntos (terminales) de un circuito y debemos indicar cuál de ellos es el de mayor potencial. Esta polaridad la indicamos con los signos + y -, o con el orden de los subíndices con que nominamos a la misma y que son el nombre de los terminales del elemento, y el signo sólo nos sirve para señalar si la tensión tiene esa polaridad o la contraria. Podemos considerar a la tensión también como un vector especial que tiene una sola dirección pero dos sentidos posibles. Suele indicarse la polaridad también con una flecha con el sentido de negativo a positivo, en particular en los generadores.



Si la corriente y la tensión tienen sentido y polaridad conforme con lo antedicho significa que el elemento es un elemento que está actuando pasivamente, caso contrario es un elemento activo que suministra energía a la red. Un generador tiene por ello los dos sentidos, indicados por flechas, iguales. En particular no utilizaremos las flechas para las tensiones por cuanto no siempre los generadores actúan como tales en una red, por ejemplo la batería del automóvil es un elemento activo cuando suministra energía al vehículo, pero es un consumo cuando está siendo cargada por el alternador o por la dínamo.


Otra consideración no menos importante, en particular cuando evaluamos numéricamente un resultado, es dejar en claro las unidades con las que trabajamos.


Para la resistencia se utilizará el ohmio [], mientras que para la conductancia, su recíproca, el mho [℧] o siemens [S]. Para la inductancia usamos el henrio [Hy] y para la capacidad el faradio [Fd] y los recíprocos, que no tienen nombre especial, para las inversas [Hy-1] y [Fd-1].


Dadas las condiciones anteriores la tensión vendrá expresada en voltios [V] y la corriente en amperios [A]. Es conveniente utilizar la notación de ingeniería (un número decimal multiplicado por 10 elevado a un exponente, positivo o negativo, múltiplo de tres) para los valores pequeños o grandes. No se utilizan potencias de diez que no sean divisibles por tres porque esta alternativa tiene la precisión más que suficiente y, además (y por ello), no hay designados nombres especiales para esos submúltiplos y múltiplos de las unidades nominales.


Los submúltiplos y múltiplos mas utilizados pueden sintetizarse en la tabla siguiente:

Factor
Símbolo
Nombre
Factor
Símbolo
Nombre

10-3
m
mili
103
K
Kilo

10-6

micro
106
M
Mega

10-9
n
nano
109
G
Giga

10-12
p, 
pico
1012
T, Tj
Tera

10-15
a
atto




10-18
f
femto





Una aclaración importante es la siguiente. En el estudio de la Física se hace muchas veces la distinción entre tensión, que se aplica a los generadores, y caída de tensión, que se aplica a los elementos. Esos conceptos están, para nuestro desarrollo, incluidos en el concepto del signo, esto es mucho más general por cuanto, como ya dijimos, las condiciones particulares de una red pueden hacer que un generador sea fuente o consumo. Esta condición la conocemos cuando tenemos resuelto el circuito y no antes, salvo casos muy simples. Por otra parte cuando estudiemos la respuesta de los elementos en función del tiempo vamos a comprobar que en determinados intervalos los elementos pasivos capaces de almacenar energía la devuelven a la red y actúan como generadores.


En conclusión consideraremos, a todos los efectos una diferencia de potencial como una tensión sin ninguna discriminación en particular. La polaridad de esta tensión en relación al sentido de la corriente entre ese mismo par de terminales nos dirá si, en esas condiciones y en ese momento, el dispositivo actúa como generador o consumo, independientemente de que si, intrínsecamente, es activo o pasivo.


Al comienzo de la sección escribimos expresiones de respuesta de tensión en función de la corriente, y las recíprocas, que son bien distintas para la resistencia, la inductancia y la capacidad. En la primera parte de este capítulo dijimos, además, que los dipolos pueden estar formados por subredes más o menos complejas compuestas de distintos tipos de elementos. Es de esperar que la combinación de ellos no nos dé como parámetro una resistencia, inductancia o capacidad puras por lo que introduciremos ahora el concepto, que luego explicitaremos y justificaremos ampliamente, de impedancia como la "resistencia" resultante de la combinación de elementos de distinto tipo. A esta impedancia evaluada en general con la misma unidad de la resistencia, el ohmio, la indicaremos con la letra Z; su recíproca es la admitancia indicada con la letra Y y medida en mhos o siemens.

I - B.3 - Primera Ley de Kirchhoff


Esta ley es una expresión de balance energético aplicado en un punto de la red eléctrica, las expresiones resultantes de su aplicación constituyen las ecuaciones de nodo de la red.


Esta ley nos dice que la suma de todas las corrientes que llegan a un nodo en un instante dado, debe ser igual a la suma de todas las que salen en ese mismo instante. Si no fuera así tendríamos un excedente de corriente en alguno de los sentidos; su integral en el tiempo nos determinaría una cantidad de carga eléctrica que se acumularía en, o que saldría de, el nodo bajo análisis. Diríamos entonces que ese nodo es un sumidero o una fuente  de cargas, lo que se opone al concepto de conservación de la energía.


Para evaluar esta ley es importante indicar si cada corriente en particular entra o sale; la mejor forma, tal como haríamos en un balance contable, es indicar con un signo positivo las que entran (o las que salen), y con el negativo las que salen (o las que entran), de esta manera el balance estará dado por la suma algebráica de todas ellas. El signo del resultado, junto con la convención elegida para el caso nos dirá si el desbalance es en el sentido de las que entran o de las que salen.


En resumen diremos que, en una red conservacionista y, como dijimos cuando hablamos de modelos, puede aceptarse que su tamaño es despreciable respecto a la menor longitud de onda de trabajo, la Primera Ley de Kirchhoff quedará expresada como:
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donde las ij son las corrientes que concurren al nodo con un signo que nos indica si entra o sale, sin importar la correspondencia con positivo y negativo, y n es el número total de corrientes. Sintéticamente la indicaremos como (i = 0.


Ejemplo: En este caso se asumió como positivas las corrientes entrantes y negativas las salientes. Observemos que al reemplazar los valores numéricos hemos conservado los signos correspondientes tanto el que le corresponde por el hecho de entrar o salir y el que indica su sentido con respecto a la flecha de referencia.


I - B.4 - Segunda ley de Kirchhoff


Esta segunda ley se refiere también a un balance pero referido no a un punto de la red sino a la circulación por un camino cerrado dentro de ella, es decir se refiere a una malla y a las tensiones que se desarrollan en ella, sus expresiones constituyen las ecuaciones de malla de la red.


Nos indica que, en una red con las mismas características indicadas para la primera ley, la suma de todas las tensiones que encontramos al recorrer una red partiendo de un punto y volviendo al mismo, debe estar compensada. Es decir que la diferencia de potencial debe ser cero. 
De no ser así bastaría con circular por la red para tener una fuente o un sumidero de tensión o de energía en forma de enlaces de flujo en un campo magnético.


Para evaluar esta ley debemos establecer un par de convenciones que pueden ser elegidas arbitrariamente en cada caso en particular. Una es el sentido con el cual recorreremos la malla partiendo de un nodo dado y volviendo al mismo, y la otra es como se evaluarán las tensiones que vayamos encontrando. En este caso podemos asumir que el signo positivo será aplicado cuando la tensión analizada aumenta el potencial que llevamos, es decir que encontramos primero (en el sentido del recorrido) el terminal negativo de la tensión; o bien el contrario. El cambio de cualesquiera nos dará como resultado una ecuación con todos los signos cambiados pero igualmente válida.


En resumen diremos que, en una red conservacionista y, como dijimos cuando hablamos de modelos, puede aceptarse que su tamaño es despreciable respecto a la menor longitud de onda de trabajo, la Segunda Ley de Kirchhoff quedará expresada como:
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donde las ej son las tensiones que encontramos al recorrer la malla con un signo que nos indica si aumenta o disminuye el potencial que llevamos, sin importar la correspondencia con el positivo o el  negativo, y n es el número total de tensiones. Sintéticamente la indicaremos como (e = 0.


Ejemplo:



Cuando reemplazamos las expresiones literales por los valores numéricos debemos tener en cuenta lo mismo que dijimos para el caso de la Ley de Ohm y de la Primera de Kirchhoff, conservar ambos signos.


Por ejemplo si: 



e1 = -5V; 
e2 = 4V; e3 = -16V; 
e4 = -8V y e5 = -1V

será:


1 - 5 - 4 + 16 - 8 = 0V.

I - B.5 - Aplicaciones: Divisores de tensión y corriente.

Los ejemplos de aplicación de las tres leyes estudiadas más arriba sirven para ir tomando contacto con los procedimientos que emplearemos en todo el curso de teoría de los circuitos.


La división de tensión ocurre cuando una fuente dependiente o independiente de tensión se conecta en serie con dos resistencias (o impedancias en el caso general).


Analicemos el circuito siguiente:


En este circuito no hay nada

conectado en los terminales. Por

ello no puede salir ni entrar nin-

guna corriente. Conforme con la 1ª

ley de Kirchhoff la corriente i es

la misma en todos los elementos de

la red que queda conformada por la

malla donde, por la 2ª ley podemos

escribir:




v - v1 - v2 = 0

Por la ley de Ohm es: v1 = R1 i, y v2 = R2 i, combinando las dos expresiones: v = (R1 + R2)i de donde resulta que:






i = v /(R1 + R2)

Lo que lleva a escribir:



v1 = R1 v /(R1 + R2)

y
v2 = R2 v /(R1 + R2)

En resumen la tensión en cada resistencia es directamente proporcional a la resistencia por la tensión de alimentación e inversamente proporcional a la suma de ambas resistencias.


La división de corriente ocurre cuando una fuente dependiente o independiente de tensión se conecta en serie con dos conductancias (o admitancias en el caso general).


Por ejemplo:


En este circuito no hay nada

conectado en los terminales. Por

ello no puede salir ni entrar nin-

guna corriente. Conforme con la 2ª

ley de Kirchhoff la tensión v es

la misma en todos los elementos de

la red por estar en paralelo. El

conductor superior, tanto como el inferior, conforman puntos equipotenciales que constituyen nodos. Allí por la 1ª ley podemos escribir:






i - i1 - i2 = 0

Por la ley de Ohm es:






i1 = G1 v, y i2 = G2 v

Combinando las dos expresiones: i = (G1 + G2)v, de donde resulta que






v = i /(G1 + G2)

Lo que lleva a escribir:



i1 = G1 i /(G1 + G2)

y
i2 = G2 i /(G1 + G2)

En resumen la corriente en cada conductancia es directamente proporcional a la conductancia por la corriente de alimentación e inversamente proporcional a la suma de ambas conductancias.


Esta similitud formal que obtuvimos con respecto al divisor de tensión es una característica llamada dualidad que analizamos con más detalle en la última parte del capítulo.


A las expresiones que obtuvimos podemos ponerlas en función de la resistencia en lugar de la conductancia, recordando que son recíprocas.
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reemplazando nos queda que:



i1 = R2 i /(R1 + R2)

y
i2 = R1 i /(R1 + R2)

En resumen la corriente en cada resistencia es directamente proporcional a la otra resistencia por la corriente de alimentación e inversamente proporcional a la suma de ambas resistencias.


Con estos dos ejemplos podemos ir conociendo el uso de las tres leyes que, veremos a lo largo del curso, son suficientes para resolver cualquier circuito eléctrico.

NOTAS Y COMENTARIOS

Parte C - CIRCUITOS EQUIVALENTES

I - C.1 - Definición


Se denominan circuitos equivalentes a un par de redes que producen los mismos efectos sobre los elementos o circuitos que se conectan a ellas. Por ejemplo:



Podemos decir que la red A es equivalente a la red B si ambas producen los mismos efectos cuando están conectadas a la red C, pudiendo la red C ser cualquier circuito. De otra forma A es equivalente a B si iA = iB y vA = vB (Si la red C es lineal una sola de las condiciones implica la otra).


Destacamos que la equivalencia es la igualdad de efectos desde los terminales de la red para afuera y no en el interior de la red, aunque es evidente que dos redes iguales son naturalmente equivalentes.

I - C.2 - Elementos de un solo tipo en serie.


Dijimos que dos, o más, elementos están conectados en serie cuando están puestos uno a continuación del otro de forma tal que la corriente que atraviesa a uno de ellos necesariamente atraviesa a todos. Esto quiere decir que la corriente es la misma para todos ellos y, consecuentemente, también su derivada y su integral.


Si tenemos resistencias conectadas en serie:



Conforme con la segunda ley de Kirchhoff la tensión total en bornes debe ser igual a la suma de las tensiones sobre cada resistencia:




v = v1 + v2 + ... + vn
Reemplazando las tensiones por la ley de Ohm resulta:




v = R1 i + R2 i + ... + Rn i 

Sacando como factor común a la corriente:




v = (R1 + R2 + ... + Rn) i


Lo que queda en el paréntesis es la suma de las resistencias del montaje que es, lógicamente, una resistencia que denominamos resistencia equivalente.
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La resistencia equivalente de un montaje de resistencias en serie está dada por la suma de las resistencias de todas las componentes.


Si aplicamos una misma tensión a cualquier montaje que tenga la misma resistencia equivalente obtendremos la circulación de la misma corriente. Dentro del montaje la distribución de tensiones será distinta en función de las resistencias que lo compongan.


Veamos el caso de las inductancias, para las cuales supondremos que no están acopladas magnéticamente:



Conforme con la segunda ley de Kirchhoff la tensión total en bornes debe ser igual a la suma de las tensiones sobre cada inductancia, como para el caso anterior: v = v1 + v2 + ... + vn.

Reemplazando las tensiones por la ley de Ohm resulta:
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Sacando como factor común a la derivada de la corriente:
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Lo que queda en el paréntesis es la suma de las inductancias del montaje que es, lógicamente, una inductancia que denominamos inductancia equivalente.
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La inductancia equivalente de un montaje de inductancias en serie, sin acoplamiento magnético entre ellas, está dada por la suma de las inductancias de todas las componentes.


Para los capacitores:



Como en los casos anteriores: 
v = v1 + v2 + ... + vn

Reemplazando las tensiones por la ley de Ohm, utilizando la elastancia, igual a la recíproca de la capacidad, resulta:
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Sacando como factor común a la integral de la corriente:
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Lo que queda en el paréntesis es la suma de las elastancias de los capacitores del montaje que es, lógicamente, una elastancia que denominamos elastancia equivalente.
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La elastancia de un montaje de capacitores en serie es igual a la suma de las elastancias de cada uno de los capacitores. Si lo ponemos en función de la capacidad resultará:
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La inversa de la capacidad equivalente es igual a la suma de las inversas de las capacidades de los capacitores conectados en serie. Es decir que, al contrario de lo que ocurre con los otros elementos, la capacidad equivalente es menor que las capacidades individuales.


Para el caso de los generadores resulta que es posible la conexión de generadores de tensión ideales en serie, la tensión resultante es la suma algebráica de las tensiones individuales, tal como lo establece la segunda ley de Kirchhoff.


 Pero si queremos conectar en serie generadores de corriente ideales resulta que en cada conexión no se cumpliría la primera ley de Kirchhoff porque, a menos que los generadores fueran iguales, la corriente entrante al nodo de conexión no sería igual a la saliente. Por otra parte la corriente no sería la misma en toda la serie lo que es inaceptable.


Sólo se pueden conectar en serie generadores ideales de tensión, no se pueden conectar en serie los de corriente, salvo que éstos fueran iguales y conectados en el mismo sentido.

I - C.3 - Elementos de un solo tipo en paralelo.


Dos, o más, elementos están conectados en paralelo cuando están puestos uno al lado del otro de forma tal que la tensión aplicada a uno de ellos necesariamente queda aplicada a todos. Esto quiere decir que la tensión en terminales es la misma para todos ellos y, consecuentemente, también su derivada y su integral.


Si tenemos resistencias conectadas en paralelo:


Por la primera ley de Kirchhoff:


i = i1 + i2 + ... + in


Reemplazando por la ley de Ohm,

utilizando las conductancias de los 

elementos, tenemos:


i = G1 v + G2 v + ... + Gn v


Sacando la tensión como factor común:




i = (G1 + G2 + ... + Gn ) v


Entre paréntesis nos queda la conductancia equivalente del montaje de las resistencias en paralelo:




[image: image16.wmf]å

=

=

n

1

j

j

eq

G

G


o sea 

[image: image17.wmf]å

=

=

n

1

j

j

eq

R

1

R

1



Es decir que la conductancia equivalente de un montaje de resistencias en paralelo es la suma de las conductancias de cada uno de los componentes. De la otra forma decimos que: la inversa de la resistencia equivalente a resistencias conectadas en paralelo está dada por la suma de las inversas de cada una de las resistencias.


Para el caso particular de dos resistencias podemos poner que:




Req = (R1 R2)/(R1 + R2)

es decir que la resistencia equivalente de dos puestas en paralelo está dado por el cociente entre el producto de ellas y la suma. La resistencia equivalente resulta siempre menor que la menor de las componentes.


Para las inductancias, sin acoplamiento magnético entre ellas:


Por la primera ley de Kirchhoff:


i = i1 + i2 + ... + in


Reemplazando por la ley de Ohm,

utilizando la inductancia recíproca,

tendremos que:
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Sacando la integral de la tensión como factor común:
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Lo que queda en el paréntesis es la suma de las inductancias recíprocas de los inductores del montaje que es, lógicamente, una inductancia recíproca que denominamos inductancia recíproca equivalente.
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La inductancia recíproca de un montaje de inductores en paralelo es igual a la suma de las inductancias recíprocas de cada uno de los inductores. Si lo ponemos en función de la inductancia resultará:
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La inversa de la inductancia equivalente es igual a la suma de las inversas de las inductancias de los inductores conectados en paralelo.


Si consideramos ahora a los capacitores o condensadores:


Por la primera ley de Kirchhoff:


i = i1 + i2 + ... + in


Reemplazando por la ley de Ohm

tenemos:
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Sacando la derivada de la tensión como factor común:
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Lo que queda en el paréntesis es la suma de las capacidades de los capacitores del montaje que es, lógicamente, una capacidad que denominamos capacidad equivalente.
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La capacidad de un montaje de capacitores en paralelo es igual a la suma de las capacidades de cada uno de los capacitores.


Con respecto a los generadores, en forma análoga (dual), podemos decir que sólo podemos poner en paralelo generadores de corriente ideales, y la corriente suministrada por el montaje es la suma algebráica de los generadores componentes. 



No pueden conectarse en paralelo generadores de tensión, salvo que sean de la misma tensión y conectados en el mismo sentido. 

I - C.4 - Transformación de Kennelly (Estrella-triángulo)


Hay montajes de tres elementos que no pueden considerarse ni en serie ni en paralelo, por cuanto no se dan ninguna de las condiciones que definen los montajes mostrados.


Estas configuraciones son las denominadas, por su estructura, estrella y triángulo, o  e Y ("delta" y "wye"). La transformación de una a la otra nos permite poder asociar las partes equivalentes al resto del circuito de forma tal que quedan en paralelo y/o serie y, de esta manera, poder resolver la resistencia (por ejemplo) equivalente.


Montaje en triángulo, 


Montaje en estrella, Y

Para que puedan considerarse equivalentes deberán ser iguales los comportamientos en iguales circunstancias. Por ejemplo supongamos que cada uno de los dipolos son resistencias para simplificar la interpretación y el cálculo. 


Si los dos circuitos están desconectados de cualquier otro, no hay nada conectado a sus bornes, deberán ser iguales las resistencias equivalentes que se ven en cada par de terminales correspondientes. Digamos:



Rab = Ruv,

Rbc = Rvw  

y
  Rca = Rwu 


Para el montaje en delta Rab es la resistencia equivalente de Rc en paralelo con la serie Ra y Rb, ya que no hay nada conectado en el terminal c. En el montaje en estrella tenemos que, al no haber nada conectado en w, Ruv es la resistencia equivalente de Ru en serie con Rv. Conforme a lo visto en los puntos anteriores escribimos:
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 De igual forma:
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Por las condiciones establecidas antes podemos igualar las expresiones de la izquierda con las de la derecha formando un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas que serán las componentes del montaje en estrella, si conocemos los del triángulo, o viceversa.


Completemos el sistema:
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Resolviendo, por Cramer por ejemplo, resulta que:





Ru = Rb Rc /(Ra +Rb +Rc)





Rv = Rc Ra /(Ra +Rb +Rc)





Rw = Ra Rb /(Ra +Rb +Rc)


Es decir que la resistencia conectada a un terminal de la estrella equivalente es igual al cociente entre el producto de las dos resistencias del triángulo, que concurren al terminal correspondiente, y la suma de las tres resistencias del triángulo.


Obtendríamos las mismas expresiones para un montaje de inductores dados por su inductancia, o de capacitores dados por su elastancia. Las mismas expresiones son válidas para el caso general en que cada componente del montaje esté definido como impedancia por estar constituido por combinación de tipos de elementos (R, L y/o C).


Otra forma de plantear el problema consiste en evaluar las condiciones en función de las conductancias vistas desde un par de terminales cuando otro par está en cortocircuito. Por ejemplo la conductancia en el par a-b del triángulo cuando el b-c está en cortocircuito y compararla con la conductancia en el par u-v cuando está cortocircuitado el par v-w de la estrella.


En ese caso resulta que en el triángulo quedan en paralelo los elementos B y C, mientras que en la estrella el elemento U queda en serie con el paralelo de los elementos V y W, por consiguiente será:





Gab = Gb + Gc 

y
Guv = Gu(Gv+Gw)/(Gu+Gv+Gw)


Si hacemos lo mismo considerando los otros dos pares de terminales podemos escribir otro sistema de ecuaciones similar (dual) al anterior.





0 Ga + 1 Gb + 1 Gc = Gu(Gv+Gw)/(Gu+Gv+Gw)




1 Ga + 0 Gb + 1 Gc = Gv(Gu+Gw)/(Gu+Gv+Gw)




1 Ga + 1 Gb + 0 Gc = Gw(Gv+Gu)/(Gu+Gv+Gw)


Resolviéndolo obtenemos que:





Ga = (Gv Gw)/(Gu+Gv+Gw)





Gb = (Gu Gw)/(Gu+Gv+Gw)





Gc = (Gu Gv)/(Gu+Gv+Gw)


Es decir que la conductancia entre un par de terminales del triángulo está dada por el cociente entre el producto de las conductancias conectadas a los dos terminales correspondientes de la estrella, y la suma de las tres conductancias de la misma.


Estas ecuaciones son válidas para el montaje de inductancias dadas por sus inductancias recíprocas; de capacitores dados por su capacidad; y por componentes mixtos dados por sus admitancias.


Puesto en función de las resistencias es:





Ra = (Rv Rw + Ru Rw + Ru Rv)/Ru  





Rb = (Rv Rw + Ru Rw + Ru Rv)/Rv 





Rc = (Rv Rw + Ru Rw + Ru Rv)/Rw 


Esto nos informa que la resistencia entre un par de terminales del triángulo está dada por la suma de los productos de las resistencias de la estrella tomadas de a dos y dividida por la resistencia conectada al terminal opuesto.


Estas ecuaciones son válidas para el montaje de inductancias dadas por sus inductancias; de capacitores dados por su elastancia; y por componentes mixtos dados por sus impedancias.

I - C.5 - Cálculo de la resistencia equivalente.


Este tema se refiere a un dipolo configurado por resistencias conectadas de distinta manera y del cual se quiere obtener una red equivalente compuesta por una sola resistencia.


Para resolver el problema planteado hay dos procedimientos posibles: uno, pasivo, que consiste en ir asociando las resistencias en resistencias equivalentes parciales para ir reduciendo la red hasta llegar a un solo componente (en forma muy simple lo hicimos en el punto anterior, asociando los elementos del triángulo y de la estrella en serie o en paralelo según el caso); el otro, activo, es excitando el circuito con una corriente, o una tensión, y calculando la relación tensión a corriente en el par de terminales del circuito.


El primer procedimiento requiere conocer las fórmulas de asociación serie y paralelo y las de transformación estrella-triángulo. El segundo utiliza ampliamente las leyes de Ohm y de Kirchhoff, y tiene dos variantes: una es asumir una corriente o una tensión en una rama cualquiera de la red y determinar la tensión y la corriente que deberían existir en los terminales del dipolo; la otra, similar al método que utilizan los multímetros, es colocar un generador de tensión, o corriente, en los terminales y calcular la corriente, o la tensión, que se establece en ellos.


Para mostrar los procedimientos utilizaremos el mismo circuito aplicando las tres formas de resolución.


R1 = 3
R2 = 6
R3 = 18
R4 = 12
R5 = 14
R6 = 4
R7 = 6
R8 = 8
R9 = 4 


La red de la figura, dipolo a-b, debe ser reemplazada por otra compuesta por una sola resistencia equivalente colocada en los terminales a-b.


Primero trabajaremos asociando los elementos según como están conectados entre sí, comenzando siempre por los más alejados de los terminales de entrada.


Las resistencias R6, R7 y R8 están en serie por lo que pueden ser reemplazadas por una sola equivalente:



R678 = R6 + R7 + R8 = 4 + 6 + 8 = 18 

con lo que el circuito quedará modificado. A partir de ese punto vemos que no tenemos la posibilidad de encontrar elementos asociados en serie o paralelo lo que nos obliga a transformar el triángulo c-d-f en estrella o la estrella c-f-j en triángulo. 


Haciendo la primera transformación y utilizando las fórmulas vistas obtendremos:



Rc = (R2 R3)/(R2+R3+R4) = (6 x 18)/(6 + 18 + 12) =




Rc = 108/36 = 3 



Rd = (R3 R4)/(R2+R3+R4) = (18 x 12)/36 = 




Rd = 216/36 = 6 



Rf = (R2 R4)/(R2+R3+R4) = (6 x 12)/36 =




Rf = 72/36 = 2 

Quedando el circuito de la siguiente forma:


R1 = 3 
Rc = 3 

Rd = 6 
Rf = 2 

R5 = 14 
R678 = 18
R9 = 4 


En este montaje tenemos que Rf está en serie con R678 y Rd en serie con R5. Además ambas series están en paralelo entre sí. En consecuencia:




R678f = R678 + Rf = 18 + 2 = 20 




R5d   = R5 + Rd = 14 + 6 = 20 



y
R5678 = (R5d R678f)/(R5d + R678f) = 





 = (20 x 20)/(20 + 20) = 10 



Con la última modificación quedan todos los componentes en serie y entonces la resistencia equivalente del dipolo resulta:



Rab = R1 + Rc + R5678 + R9 = 3 + 3 + 10 + 4 = 20 


Queda así resuelto el problema por asociación de elementos, lo mismo puede hacerse con inductancias (no acopladas electromagné-ticamente), con elastancias y con impedancias.


Si activamos el circuito tenemos la segunda forma de resolverlo que, como dijimos, puede realizarse de dos maneras distintas. Utilizaremos primero la aplicación en terminales de una fuente, que asumiremos, como ejemplo, es de corriente de 10 Amperios. A partir de esta trataremos de calcular la tensión en los terminales a-b. La relación tensión a corriente nos dará la resistencia equivalente buscada.

R1 = 3
R2 = 6
R3 = 18
R4 = 12
R5 = 14
R6 = 4
R7 = 6
R8 = 8
R9 = 4 
I = 10A


Este procedimiento requiere de mayor análisis para plantear las ecuaciones necesarias. En el capítulo III veremos métodos de resolución que simplifican notablemente este trabajo.


La tensión en bornes se puede obtener de la 2º ley de Kirchhoff aplicada en la malla de entrada, asumiendo para el nombre de las tensiones el mismo de las resistencias y que todas tienen el mismo sentido, resulta:





Eab = E1 + E3 + E5 + E9


Reemplazando las tensiones en función de las corrientes queda:



Eab = I1 R1 + I3 R3 + I5 R5 + I9 R9

#1


Por la 1ª ley de Kirchhoff sabemos que:



I  = I1 = I9

#2



I6 = I7 = I8 

#3



I2 = I - I3

#4



I4 = I3 - I5 

#5



I8 = I - I5

#6


Reescribiendo la ecuación #1 teniendo en cuenta #2 es:



Eab = I (R1 + R9) + I3 R3 + I5 R5

#7


Nos quedó una ecuación con dos incógnitas I3 e I5 que pasamos a resolver. Planteamos en las mallas restantes las ecuaciones de la 2ª ley de Kirchhoff:



E2 - E4 - E3 = 0



E4 + E6 + E7 + E8 - E5 = 0


Aplicando la ley de Ohm:



I2 R2 - I4 R4 - I3 R3 = 0



I4 R4 + I6 R6 + I7 R7 + I8 R8 - I5 R5 = 0


Teniendo en cuenta #3, #4, #5 y #6 quedan como:



(I - I3)R2 - (I3 - I5)R4 - I3 R3 = 0



(I3 - I5)R4 + (I - I5)(R6 + R7 + R8) - I5 R5 = 0


Ordenando:




-I3(R2 + R3 + R4) + I5 R4 = -I R2



+I3 R4 - I5(R4 + R5 + R6 + R7 + R8) = -I(R6 + R7 + R8)


Sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas que son las necesarias para resolver #7. Reemplazando los valores de las resistencias y cambiando de signo queda:



I3(6 + 18 + 12) - I5(12) = I(6)



-I3(12) + I5(12 + 14 + 4 + 6 + 8) = I(4 + 6 + 8)



I3(36) - I5(12) = I(6)



I3(-12) + I5(44) = I(18)


Resolviendo resulta que I3 = I/3 e I5 = I/2, que reemplazados en #7 queda:




Eab  = I(R1 + R9 + R3/3 + R5/2) =





= I(3 + 4 + 18/3 + 14/2) = I(20)


Lo que finalmente nos permite escribir que:




Rab = Eab/I = 20 


Expresión que nos muestra que no era necesario darle un valor a la corriente de generador auxiliar para resolver el problema.


La tercer forma es asumir que conocemos una corriente o una tensión en alguna rama del circuito y a partir de ella calcular la tensión y la corriente en los terminales de entrada, o directamente la relación entre ellas.


Por ejemplo: si conocemos la tensión en la resistencia R5 podemos inmediatamente calcular la corriente I5 y el planteo anterior nos sirve para determinar, en este caso, la corriente I.


R1 = 3
R2 = 6
R3 = 18
R4 = 12
R5 = 14
R6 = 4
R7 = 6
R8 = 8
R9 = 4 


El sistema que nos quedaría es:




I3(36) - I(6) = I5(12)




I3(-12) - I(18) = -I5(44)


Resolviendo resulta que I3 = (2/3)I5 e I = 2·I5 y recordando la expresión #7 que teníamos:



Eab  = I (R1 + R9) + I3 R3 + I5 R5




= I5[2(R1 + R9) + (2/3)R3 + R5] =




= I5[2(7) + (2/3)(18) + 14] =



Eab
= 40 I5



Rab = Eab/I = (40 I5)/(2 I5) = 20 


Queda así resuelta la resistencia equivalente.

I - C.6 - Circuitos equivalentes de generadores reales.


Hemos visto como resolver circuitos equivalentes a redes pasivas, ahora veremos como lo hacemos en circuitos de generadores.


Un generador de tensión real está conformado en su modelo más simple, por un generador de tensión ideal en serie con una resistencia o, en general, impedancia. Esta resistencia tiene en cuenta la caída de tensión que se produce en función de la corriente de carga y establece un límite a la corriente de cortocircuito.


Por su parte un generador de corriente real está conformado por un generador ideal de corriente en paralelo con una resistencia. En este caso la resistencia establece un camino para la circulación de la corriente cuando no hay nada conectado en bornes y fija un límite a la tensión en terminales.


La equivalencia estará dada entre un generador de tensión real y uno de corriente real siempre y cuando tengan la misma respuesta ante cualquier circuito que se conecte a ellos. No puede haber equivalencia entre generadores ideales por la definición misma de ellos: un generador de tensión ideal fija la tensión independientemente de la corriente que circule por él, y un generador de corriente ideal fija la corriente sin importar la tensión en bornes.


Para establecer la equivalencia entre dos generadores los analizaremos en condiciones límites: circuito abierto y cortocircuito. Si en esos dos puntos hay correspondencia la habrá en toda condición ya que tratamos con circuitos lineales y, recordemos, dos puntos establecen una recta. En la práctica es probable que esas condiciones límites sean destructivas para los circuitos por lo que será necesario analizar dos puntos dentro del rango de trabajo lineal de los dispositivos.



En circuito abierto debe ser:

Eab = E = I·Ri



En el cortocircuito será:


Iab = E/Re = I


De estas expresiones se desprende que las resistencias deben ser iguales, Re = Ri = R; que la tensión debe ser E = I·R y la corriente será I = E/R.


Estas equivalencias se pueden utilizar para resolver circuitos de forma semejante a las asociaciones de elementos pasivos. Por ejemplo, si se tiene un generador de corriente real en serie con un generador de tensión se puede transformar el primero en uno de tensión equivalente; de esta forma se puede obtener un generador de tensión equivalente cuya tensión es la suma algebráica de las tensiones y su resistencia es la suma de las resistencias.


De forma análoga se puede transformar un generador de tensión que esté en paralelo con uno de corriente para conseguir uno de corriente equivalente que tiene la suma algebráica de corrientes y como resistencia el paralelo de las intervinientes (o como conductancia la suma de las conductancias).


Como ejemplo:





La tensión en bornes será:



Eab
= [I + (E/Re)][(Ri·Re)/(Ri+Re)] =




= (I·Re + E)[Ri/(Re+Ri)]

NOTAS Y COMENTARIOS

Parte D: TEOREMAS DE LOS CIRCUITOS

I - D.1 - Teorema de la superposición.


La característica más distintiva de un sistema lineal es la aplicabilidad del teorema (o principio) de la superposición. Este teorema establece que siempre que se excita o alimenta un sistema lineal con más de una fuente de energía independiente, la respuesta total es la suma de las respuestas individuales de cada una de las fuentes.


Dado que trabajamos con circuitos conformados por la interconexión de elementos lineales podemos  aplicar este concepto para el análisis de las redes que contengan más de una fuente.


La aplicación de la superposición consiste en obtener la respuesta de cada una de las excitaciones haciendo nulas las demás, finalmente obtener la respuesta total como la suma de las respuestas parciales obtenidas.


La principal consideración que debemos hacer es que: decir que una fuente es nula no significa ignorarla sino reemplazarla por el circuito equivalente para una fuente que genera un valor cero de energía. Si se trata de un generador de tensión deberá ser reemplazado por un cortocircuito por cuanto es el único elemento que admite cualquier corriente fijando la diferencia de potencial en cero. Por el contrario (dualmente) un generador de corriente será reemplazado por un circuito abierto, ya que esta es la forma de asegurar corriente nula para cualquier valor de tensión.


La otra consideración es reiterativa. Debemos recordar que la corriente tiene un sentido y la tensión tiene una polaridad que debemos respetar. Por consecuencia la respuesta será la suma de las respuestas con un signo que tenga en cuenta la correspondencia, o no, con el sentido o la polaridad establecida para la respuesta total. Dicho de otra forma: la respuesta es la suma algebráica de las respuestas parciales.


Veamos un ejemplo: 



Enmudecemos el generador de tensión:



La tensión en bornes debida al generador de corriente la obtenemos asociando en paralelo Re con Ri y multiplicando el resultado por la corriente I:




Eab1 = I[(Ri·Re)/(Ri+Re)]


Ahora enmudecemos el de corriente y habilitamos el de tensión:



La tensión debida al generador de tensión la calculamos con el divisor de tensiones:




Eab2 = (E·Ri)/(Re+Ri)

La tensión total es la suma de las dos parciales porque ambas tienen la misma polaridad:



Eab = Eab1 + Eab2 = (I·Re + E)[Ri/(Re+Ri)]


Que es el mismo resultado que obtuvimos transformando los generadores.

I - D.2 - Teoremas de Thèvenin y Norton.


Se da en la práctica que es necesario ver o analizar los que ocurre en un par de terminales de una red sin interesar que pasa en el resto de la red. Por ejemplo si tenemos una fuente de alimentación nos interesa saber como se comporta ante diversas cargas pero sólo en los terminales de la fuente no en el interior.


Para lograr ello se puede encontrar un circuito equivalente que simplifique a toda la red que está detrás, o adentro, de los terminales. A tal efecto podemos recurrir a los teoremas de Thèvenin y de Norton.


Thèvenin dice que: Todo dipolo lineal y activo puede ser reemplazado, a los efectos de lo que ocurre en una red conectada en sus terminales, por una fuente ideal de tensión en serie con una resistencia (impedancia). La tensión que suministra la fuente es la que entrega el dipolo a circuito abierto, y la resistencia es la equivalente del dipolo cuando éste está pasivisado, es decir cuando se han enmudecido todas las fuentes interiores.


Por su parte Norton dice que en las mismas condiciones puede reemplazarse el dipolo por un generador de corriente en paralelo con una resistencia. La corriente el generador de Norton es la que provee el circuito en sus bornes cortocircuitados y la resistencia  se calcula de igual forma que para Thèvenin.


Al ver la equivalencia de generadores reales aplicamos, sin decirlo, estos conceptos; obtuvimos el equivalente de Norton a un generador de tensión y, recíprocamente, el de Thèvenin a uno de corriente, y observamos que las resistencias eran iguales y eran las que presentaba el dipolo si enmudecíamos los generadores.


Recordemos que enmudecer es hacer nula la generación o sea reemplazar los generadores de tensión ideales por cortocircuitos y los de corriente ideales por circuitos abiertos.


La evaluación de la resistencia (o impedancia) interna se puede hacer por cualquiera de los tres métodos que vimos en la parte anterior, pero si tenemos inductancias acopladas electromagnética-mente debemos activar la red, ya sea desde afuera o suponer la circulación de corrientes en su interior, pero manteniendo los generadores de la red enmudecidos.


Veamos un ejemplo:

Sean:

R1 = R2 = R3 = R4 = 5Ω

IG = 5Amp

EG = 10V

Calculemos primero el

equivalente de Thèvenin.

Para ello debemos obtener la tensión en circuito abierto en los terminales a-b. Usaremos el método de superposición:

Enmudecemos el generador

de corriente y nos queda

el circuito así:

La tensión en a-b es:

E'ab = - EG = -10V

ya que no hay circulación

de corriente.

Enmudecemos el generador

de tensión y habilitamos

el de corriente:

Ahora es:

E"ab = IG·(R2+R1+R3) = 75V 

La tensión total es la

suma de ambas:


Eab = ET = E'ab + E"ab = -10 + 75 = 65V

Si enmudecemos ambos generadores nos queda el circuito requerido para calcular la resistencia equivalente de Thèvenin que es la misma que la de Norton. Esta resistencia está dada por la suma de las cuatro del circuito que quedan en serie.

El circuito pasivisado

queda así:
Por ello:

RT = RN = R1+R2+R3+R4 =


   = 20Ω


El equivalente de Thèvenin es el circuito siguiente:



Para encontrar el equivalente de Norton debemos obtener la corriente de cortocircuito en los terminales a-b. Nuevamente emplearemos superposición:

Enmudecemos el generador

de corriente y nos queda

el circuito así:

La corriente en a-b es:

I'ab = - EG /RT = 


= -10V/20Ω = -0.5A

Enmudecemos el generador

de tensión y habilitamos

el de corriente:

Ahora es:

I"ab = IG·(R2+R1+R3)/


/(R2+R1+R3+R4) =


= 75/20 = 3.75A 

La corriente total es la suma de ambas:


Iab = IN = -0.5 + 1.25 = 3.25 Amp.

Y el circuito resultante es:


I - D.3 - Teorema de la substitución.


Este teorema dice que una tensión conocida en un circuito puede ser reemplazada por una fuente de tensión ideal y una corriente conocida  puede ser reemplazada por un generador ideal de corriente.


Consideremos una resistencia Rab conectada entre los puntos a y b, conectemos una fuente ideal de tensión al punto b; si su extremo c está al mismo potencial que el punto a ambos puntos pueden conectarse entre sí. De esta forma la resistencia queda en paralelo con un generador ideal de tensión y puede ser removida. 



Substitución de tensión

Substitución de corriente


Suponga que está circulando una corriente iR por una resistencia R del punto a al b, puede insertarse una fuente de corriente ideal en paralelo por el cortocircuito entre c y b. Si la fuente es de la misma intensidad que la corriente iR no habrá ninguna corriente en el cortocircuito porque el generador la derivará toda a través de él. En consecuencia se puede remover ese cortocircuito con lo que la resistencia queda en serie con el generador y puede ser removida.


Lo importante de este teorema es que no puede aplicarse a menos que ya se conozca la solución, no sirve para resolver. La utilidad la tendremos en el estudio parcializado de circuitos electrónicos con transistores y válvulas ya que permite dividir una red compleja en pequeñas porciones y tratarlas como independientes para el análisis detallado. Luego se reintegran al conjunto. 

I - D.4 - El teorema de la reciprocidad.


El teorema de la reciprocidad concierne a la relación estímulo respuesta de una red de dos pares de terminales y dice que una fuente de tensión ideal y un amperímetro ideal en cualesquiera dos ramas de una red lineal, pasiva y bilateral, pueden ser intercambiados sin que se alteren las lecturas.


Dualmente se puede establecer que una fuente de corriente ideal y un voltímetro ideal en cualesquiera dos pares de nodos de una red lineal, pasiva y bilateral, pueden ser intercambiados sin que se alteren las lecturas.


En las expresiones anteriores la condición de ideales indica que tanto el generador de tensión como el amperímetro tienen resistencia interna nula, y tanto el generador de corriente como el voltímetro tienen resistencia interna infinita.


La demostración de este teorema se realiza a través del planteo de las ecuaciones de malla para el primer caso y de nodos para el segundo, y así se hace mención en el capítulo III.

Parte E: DUALIDAD

I - E.1 - Introducción


Las expresiones de la ley de Ohm pueden ponerse como:
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Donde, recordemos: S es la elastancia, inversa de C (la capacidad);  es la inductancia recíproca, inversa de L (la inductancia); y G la conductancia, inversa de R (la resistencia); q es la carga eléctrica en el capacitor y  son los enlaces de flujo magnético en la inductancia.


Si tomamos un circuito serie R-L-S excitado por un generador de tensión podemos escribir, conforme con la segunda ley de Kirchhoff, que:
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Por su parte en un circuito paralelo G--C, excitado por un generador de corriente, escribiríamos la primera ley de Kirchhoff de la forma:
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Si comparamos las expresiones vemos que el primer juego de ecuaciones de la ley de Ohm están formalmente apareadas con el segundo en el aspecto matemático. Ese apareamiento se manifiesta más aún entre las ecuaciones de equilibrio de los circuitos serie y paralelo.


Para pasar de una a otra de las parejas de ecuaciones debemos hacer un intercambio entre las cantidades:





e
por

i





R 
por

G





L 
por

C





 
por

S





q 
por

l

y entre los conceptos:




malla

por

par de nodos




serie 
por

paralelo


corto circuito

por

circuito abierto.


Esta característica resulta evidente que se extiende también al caso de los circuitos en estado permanente senoidal estudiados en el dominio de la frecuencia, cálculo simbólico (ver Capítulo II).


Esta semejanza ilustra el concepto amplio denominado dualidad o correlatividad. Notemos que no estamos hablando ni de equivalencias ni de reciprocidades, en particular, dualmente hablando, el valor de G debe ser igual al valor de R y no su recíproca.


Este principio no está restringido a las redes eléctricas: en máquinas eléctricas los dispositivos electromagnéticos tienen sus duales electrostáticos, y en geometría ciertos teoremas concernientes a puntos y líneas tienen sus duales que conciernen a líneas y puntos.


La utilidad de este principio está en, por lo menos, dos aspectos:


a) Si el análisis de un miembro del par dual es conocido se le puede aplicar al otro directamente intercambiando los símbolos.


b) Su conocimiento puede sugerir alternativas para obtener un resultado.


Otra utilidad arranca del hecho de que dos situaciones que, sobre bases de corrientes y de tensiones respectivamente, son enteramente análogas, tienen un comportamiento idéntico excepto para el intercambio de los papeles representados por la tensión y corriente, si bien física y geométricamente son completamente distintos.


Debe recalcarse que esta propiedad es mutua, la transformación puede realizarse en ambos sentidos o, dicho de otra manera, la aplicación sucesiva de dos transformaciones nos lleva al caso original.


A menudo la aplicación sucesiva de dos transformaciones puede llevarnos a un circuito equivalente al primero, no exactamente el mismo. Por ejemplo la obtención del circuito equivalente en "T" de un circuito magnéticamente acoplado.


Podemos ahora generalizar el concepto si recordamos las ecuaciones de equilibrio de una red planteadas por el método de Maxwell y las de otra planteadas por el método de tensiones nodales. En ellas notaremos la misma característica de igualdad formal (ver Capítulo III).


Precisamente así queda definido el principio de Dualidad:


"Dos redes son duales o correlativas si las ecuaciones de malla de una son formalmente iguales a las ecuaciones de nodo de la otra".


"Definiéndose como duales exactos si, además, los coeficientes numéricos correspondientes son idénticos".


En función de esta generalización podemos establecer más pares de conceptos duales:



grupo de unión

(
  grupo de corte

definiéndose al primero como el grupo de ramas que configura una malla y al segundo el de ramas que concurren a un nodo.


La identificación de las corrientes de los bucles (mallas) con las de los enlaces y de las tensiones entre pares de nodos con las tensiones de las ramas del árbol demuestran que los enlaces y las ramas del árbol son análogamente cantidades correlativas.


Ambos gráficos deberán tener el mismo número de ramas, pero el número de ramas del árbol en uno de ellos ha de ser igual al número de enlaces del otro; o el número de nodos independientes de uno ha de ser igual al número de bucles independientes del otro.


Además las fuentes de corriente en las ecuaciones de malla llevan a ecuaciones restrictivas de corriente (mallas falsas o fantasmas) y, correlativamente, los generadores de tensión a ecuaciones restrictivas de tensión (supernodos) en las ecuaciones de nodo.


La solución de los métodos de corrientes de malla y de tensiones nodales nos permite definir los conceptos de admitancias y de impedancias, respectivamente, de punto impulsor y de transferencia. Dadas las características de dualidad para las ecuaciones de equilibrio resulta que la misma es extensible a las ecuaciones de solución de las mismas y, con ello, resultan esos dos conceptos también duales.


Hacemos notar que solamente los circuitos planares, es decir aquellos que pueden desarrollarse sobre una superficie plana o esférica, tienen duales. Los no planares tienen tres o más corrientes de malla que pasan por una misma rama y su dual requeriría una sola rama entre tres o más nodos.


En el proceso de construcción de un gráfico correlativo es de utilidad considerarlo representado sobre la superficie de una esfera en lugar de un plano. Si así se hace, entonces la periferia aparece como una malla ordinaria cuando se mira desde el lado opuesto.


Como ejemplo de aplicación de este principio podríamos analizar el teorema de Thèvenin lo que nos llevará al teorema de Norton.


Nótese que el dual de un circuito no es lo mismo que la representación dual del mismo ya que esta última mantiene la misma estructura original donde se han cambiado los elementos por sus duales.

I - E.2 - Dualidad analítica.


El método analítico para hallar un circuito dual a otro resulta evidente en la propia definición del principio. Es decir:


a) escribir la, o las, ecuaciones de equilibrio del circuito en tensiones o corrientes;


b) transformar todas las cantidades y conceptos conforme a los pares duales; y


c) sintetizar el nuevo circuito interpretando las ecuaciones resultantes.


Aunque resulte superfluo debemos destacar en este punto que podemos encontrar más de un circuito dual a uno dado ya que una determinada impedancia, o admitancia, puede obtenerse por distintas combinaciones de elementos; esto es más evidente cuando la dualidad no es exacta.


Destacamos, por ser un error frecuente, que para la dualidad exacta una resistencia de, digamos, 5 ohmios debe ser reemplazada por una conductancia de 5 siemens y no por 0,2 siemens. La dualidad no es la recíproca ni la equivalente, es un concepto matemático y no físico.


Veamos un ejemplo:


Apliquemos las ecuaciones

de equilibrio del método de las

mallas, con falsa variable para

no alterar el circuito. Como el

circuito tiene tres mallas, dos

son topológicas y una es falsa,

se plantean dos ecuaciones de

tensión y una de corriente.
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Transformamos las ecuaciones colocando sus elementos duales:
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Sintetizamos el sistema obteniendo el circuito dual. En la primera ecuación, correspondiente al nodo a, tenemos que hay tres elementos pasivos concurrentes al nodo y un generador de corriente; de esos tres elementos un capacitor está conectado al nodo b y los demás al de referencia. En la segunda ecuación, del nodo b, tenemos una estructura similar pero el capacitor está conectado al nodo a, verificando lo determinado en la ecuación anterior, y la conductancia al nodo c. Finalmente la tercera ecuación, restrictiva, nos indica que el nodo c forma con el de referencia un supernodo por el generador E.


I - E.3 - Dualidad gráfica.

Los circuitos duales pueden ser obtenidos por un método más rápido que evita tener que escribir las ecuaciones y realizar la síntesis y se basa en las características geométricas (topológicas) de los mismos. Además el resultado es un dual que tiene la misma cantidad de elementos que el original.


Para construirlo debemos considerar a la red en términos de las ecuaciones de malla, debiendo establecer para cada una de ellas un nodo correlativo, agregando un nodo de referencia. Para ello colocamos un nodo en el centro de cada malla y el de referencia, por comodidad, lo graficamos como un anillo que rodea todo el circuito. Puede considerarse la periferia como un bucle o malla de referencia correlativo del nodo de referencia.


Cada elemento que aparece conjuntamente en dos mallas es un elemento mutuo y da origen a términos idénticos, salvo el signo, en las dos ecuaciones de malla correspondientes. Ha de ser substituido por un elemento dual que proporcione los términos en las correspondientes ecuaciones de nodo. En consecuencia este elemento debe estar colocado directamente entre los dos nodos situados en el interior de las mallas en las que aparece el elemento mutuo dado.


Los elementos que sólo aparecen en una malla han de tener su dual entre el nodo correlativo de la malla y el de referencia.


Los sentidos y polaridades de los elementos correlativos a los  generadores de corriente y de tensión debe hacerse teniendo en cuenta el signo que llevarían en las ecuaciones de nodo que debe ser el mismo que tienen en las ecuaciones de malla del circuito original. Si el generador de tensión de la malla hace rotar a la corriente de malla en el sentido fijado la corriente del generador dual deberá hacer positiva la tensión del nodo, es decir entrante. Si el generador de corriente en la malla fantasma tiene el mismo sentido que la corriente de malla, el supernodo dual será positivo en el nodo correlativo.


Veamos como ejemplo el mismo circuito que transformamos analíticamente: ubicamos los tres nodos en el centro de cada malla y el de referencia rodeando el circuito; luego unimos los nodos entre sí y con el de referencia atravesando cada elemento con su dual, teniendo en cuenta el párrafo anterior en cuanto a la polaridad y sentido de los generadores. Así obtenemos:



Que si lo pasamos en limpio quedará lo siguiente, donde vemos una diferencia con el obtenido analíticamente: el generador I1 queda entre el nodo a y el nodo c en lugar de estar entre el nodo a y el de referencia. Esto es así porque el nodo c forma, topológicamente, un solo nodo con el de referencia no distinguiéndose en las ecuaciones esa diferencia.
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+ ia - ib - ic - id + ie = 0





Si:  ia = 5A;  ib = -3A;  ic = 6A;





id = 5A  e  ie = 3A  será:





+ 5A + 3A - 6A - 5A + 3A = 0A
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       - e5 + e1 - e2 - e3 + e4 = 0





Hemos utilizado la rotación en sentido horario y considerado al signo de la polaridad que encontramos primero como signo de la tensión evaluada. Es decir que las tensiones que decrecen el potencial a medida que las evaluamos son positivas.
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