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VI ‑ RESPUESTA EN FRECUENCIA

Parte A - RELACIONES TENSIÓN-CORRIENTE


VI - A.1 - Oscilograma.


En muchos casos las condiciones instantáneas de terminales de una red se estudian de manera más conveniente en función de una relación explícita entre la tensión y la corriente.


Por ejemplo, si tenemos:

e(t) = Emáx cos (t + e)

i(t) = Imáx cos (t + i)

existe entre ellas una relación definida que se puede explicitar eliminando el tiempo. Resulta así una gráfica que podemos analizar en un osciloscopio, una deflexión alimentada por la tensión y la otra proporcional a la corriente, la curva obtenida es la resultante de eliminar el tiempo en las dos expresiones.


Elegimos como referencia la tensión:


e(t) = Emáx cos t


(e = 0)


@(1)


i(t) = Imáx cos (t + )

(i = )


i(t) = Imáx cos  cos t + Imáx sen  sen t


i(t) = ia(t) + ib(t)


ia(t) = Imáx cos  cos t  en fase con e(t)

@(2)


ib(t) = Imáx sen  sen t  en cuadratura con e(t)


De la tensión obtenemos:


e(t)/Emáx = cos t



             
@(3)

y de la corriente en cuadratura:


ib(t)/(Imáx sen ) = sen t




@(4)

de @(3) podemos poner:


ia(t) = [(Imáx cos )/Emáx] e(t)      (recta por el origen)


ia(t) = [ R /(R2 + X2)] e(t)

Sumando las expresiones @(3) y @(4) elevadas al cuadrado se tiene:   



[e2(t)/Emáx] + [ib2(t)/(Imáx2 sen2)] = 1

ecuación de una elipse normal cuyos semiejes son Emáx e Imáx sen .


Como la corriente total es la suma de ambas, su representación gráfica es una elipse inclinada hacia la recta. Tiene su centro en el origen de coordenadas pero sus ejes no coinciden con los del sistema.


Está inscripta en el rectángulo de 2Emáx por 2Imáx y es tangente al mismo en cuatro puntos que corresponden a los valores máximos de e(t) y de i(t), puntos que se pueden expresar en función del ángulo de la impedancia.


Si este ángulo es positivo (inductiva) la corriente atrasa respecto de la tensión y la elipse se traza en sentido antihorario.


El eje de la elipse no coincide ni con la recta ia(t) ni con 

la diagonal del rectángulo que la circunscribe.


Para factor de potencia 0 ( = /2) la corriente en fase ia(t) es nula y se obtiene la elipse normal. Si el factor de potencia es unitario resulta nula la componente en cuadratura ib(t) y la gráfica se reduce a la recta ia(t).‑
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VI - A.2 - Lugares geométricos de las tensiones y de las corrientes.


Hemos trabajado con los circuitos en régimen permanente y el lugar geométrico del extremo de cualquier vector rotativo era una circunferencia con centro en el origen y la variable era el tiempo. Ahora usaremos ese diagrama vectorial también en régimen permanente pero extendido de forma que cubra un margen de condiciones mayor permitiendo que el vector describa un lugar geométrico al variar la frecuencia.


Este método es conveniente puesto que se prueba que, en la mayoría de los casos, este diagrama es un círculo o una recta. Estos diagramas circulares, como se les llama, se usan tanto en sistemas de suministro de energía como en comunicaciones.

VI - A.2.1 - Procedimiento analítico de inversión 




geométrica.


Ejemplo: Se desea obtener el lugar geométrico de la corriente en un circuito serie R‑L cuando se varía la frecuencia de una fuente de amplitud de tensión constante.


El procedimiento general es:



a) representar el lugar geométrico del vector impedancia compleja Z,



b) determinar mediante la inversión de Z el lugar del vector admitancia Y correspondiente,



c) multiplicar el lugar geométrico de Y por la tensión vectorial E obteniendo el lugar geométrico de la corriente I.


a) Z = R + jL
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b) Trazar Y = 1/Z


Lo trataremos como un problema de geometría analítica. Teniendo:

Z(u) = R(u) + jX(u)

hallar un lugar geométrico recíproco gráficamente.


Si repres​entamos Z(u) en un sistema cartesiano R‑X el plano determinado se llama "plano Z" y el lugar geométrico de Z al variar u podría tener la forma siguiente:
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Deseamos hallar:

Y = 1/Z(u) = 1/[R(u) + jX(u)]

abandonando la notación funcional por simplicidad:


Y = 1/Z = 1/(R + jX) = (R - jX)/(R2 + X2) = G + jB

con:


G = R/(R2 + X2)

B = -X/(R2 + X2)



El lugar geométrico de Y al variar u se representa en el plano G‑B llamado "plano Y" y este lugar es la inversión compleja del lugar Z(u).


Tomando el recíproco de Y se podrían obtener R y X en función de G y de B:

Z = 1/Y = 1/(G + jB) = (G - jB)/(G2 + B2) = R + jX

con:


R = G/(G2 + B2)

X = -B/(G2 + B2)

VI ‑ A.2.2 ‑ Procedimiento gráfico de inversión geométrica


Hemos visto que la parte imaginaria de Y es de signo opuesto al de la de Z por lo que geométricamente conviene realizar la inversión en dos pasos principales.


Primero se obtiene el conjugado de Y, Y*:
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luego se obtiene Y substituyendo B' por ‑B' es decir obteniendo la imagen de Y* con respecto al eje G.


Se puede evitar trabajar en el plano complejo haciendo varios pasos intermedios en el plano real.


Del punto R + jX del plano complejo Z se toman R y X determinando un punto en el plano real R‑X (geométricamente igual al Z pero con coordenadas reales).


Mediante las ecuaciones:

G = R/(R2 + X2);  B = -X/(R2 + X2);  y  B'= -B

se obtienen las coordenadas de un plano real G‑B'. Esto es la inversión geométrica.‑


Para obtener el punto G ‑ jB' del plano complejo Y no hay más que cambiar de nombre a los ejes obteniendo primero el punto (G,B') y luego hallando su imagen con respecto al eje real G se obtiene (G,‑B') o sea Y = G +jB.


Procedimiento:

En el plano a procesar se traza con centro en el origen una circunferencia de radio unitario, para lo cual se deberá trabajar con la misma escala en ambos ejes ortogonales.


Desde el origen se traza una semirrecta que pase por el punto (m) al que se desea obtener la inversión. Pueden ocurrir dos casos: que el punto quede fuera o dentro de la circunferencia unidad.


Si queda fuera: se traza por el punto una de las tangentes posibles a la circunferencia. Del punto de tangencia (n), que puede precisarse teniendo en cuenta que la perpendicular a la tangente en ese punto pasa por el origen, se traza una perpendicular a la semirrecta Om que determina en su intersección con ésta el punto m' que es la inversión gráfica buscada.


Si queda dentro: se traza una perpendicular a la semirrecta desde el punto. Desde la intersección de ésta con la circunferencia unidad se traza una tangente a la misma cuya intersección con la semirrecta Om define la inversión deseada como punto m'.



La demostración se puede obtener considerando que los triángulos onm y mnm' son rectángulos y tienen un ángulo agudo en común por lo que resultan ser semejantes. Por ello se puede escribir que:
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ya que on que es, por construcción, igual a 1.


Con ello se demuestra que las distancias al origen (módulo) son recíprocas y los ángulos (fase) son iguales por estar ambos puntos sobre la misma semirrecta que pasa por el origen.


Si hallamos la imagen de m' respecto al eje R obtenemos el punto m" que puede interpretarse como la inversión compleja de m.

VI ‑ A.2.3 ‑ Lugares geométricos circulares.


Supongamos tener en el plano Z un lugar geométrico, de una cierta impedancia, circular:



Z estará dada por:

(R ‑ )2 + (X ‑ )2 = r2
R2 + 2 - 2R + X2 +2 ‑ 2X ‑ r2 = 0

Reemplazamos R y X en función de G y B':

1/(G2 + B'2) - 2G/(G2 + B'2) ‑ 2B'/(G2 + B'2) + 2 + 2 - r2 = 0

Multiplicamos por: 
(G2 + B'2)/(2+2-r2)

1/(2+2-r2) - 2aG/(2+2-r2) - 2B'/(2+2-​r2) + G2 + B'2 = 0

Sumamos y restamos: 
2/(2+2-r2)2    y    2/(2+2-r2)2
[G2 - 2G/(2+2-r2) + a2/(2+2-r2)2] - 2/(2+2-r2)2 +

+ [B'2 - 2B'/(2+2-r2) + 2/(2+2-r2)2] - 2/(2+2-r2)2 =

= -1/(2+2-r2)

[G - /(2+2-r2)]2 + [B' - /(2+2-r2)]2 = r2/(2+2-r2)2 


Expresión que corresponde a la ecuación de una circunferencia, que se convierte en una recta si se cumple que:

2 + 2 = r2

Partiendo de una recta, por ejemplo:

Y = m + jn(u)

la recíproca resultará:

Z = 1/[m + jn(u)]

m + jn = 1/Z = 1/(x + jy) = (x - jy)/(x2 + y2)

igualando partes reales hacemos:   m = x/(x2 + y2)

con lo que:

mx2 + my2 = x

x2 + y2 - x/m = 0

x2 + y2 - x/m + 1/4m2 = 1/4m2
(x - 1/2m)2 + y2 = (1/2m)2
llegando a la ecuación de una circunferencia de radio 1/2m que tiene su centro en x = 1/2m e y = 0.

VI ‑ A.2.4 ‑ Lugares geométricos de las funciones 




elementales (sin pérdidas).


Si consideramos los elementos reactivos en forma aislada obtenemos como respuesta las curvas siguientes:



Vemos que se cumple que la pendiente de las curvas es siempre positiva, es decir hacia arriba y a la derecha.


Para las combinaciones de inductancia y capacidad se obtienen las gráficas siguientes. Para los elementos en serie se cumple la misma propiedad para la reactancia y para la susceptancia.


Y, por dualidad, podemos decir que lo mismo ocurre con los elementos puestos en paralelo.


A las curvas las definen los polos (infinitos) y los ceros y la escala vertical la da otro punto cualquiera.


El Teorema de la reactancia de Foster dice que ninguna otra curva puede pasar por los mismos polos y ceros a menos que difiera en la escala vertical.



Las reglas generales son:


1) En todas observamos que la pendiente es siempre positiva, arriba y a la derecha.


2) Los polos y ceros están siempre alternados a lo largo del eje .


3) Encontraremos siempre un polo o un cero en ambos extremos, es decir para frecuencia cero y para frecuencia infinita.


Físicamente hay un cero para  = 0 si existe un camino que no pase por un capacitor. Hay un cero para  =  si hay un camino que no contenga una inductancia.


Debe recalcarse que así como hay una sola forma de círculo o de recta hay una sola forma de curva de reactancia (o susceptancia). Sólo una recta puede pasar por dos puntos, una circunferencia por tres, y una curva de reactancia o susceptancia por los polos y ceros especificados.

VI ‑ A.2.5 ‑ Lugares geométricos de las funciones 




elementales (con pérdidas).

Si consideramos una inductancia en serie con una resistencia su impedancia estará dada por la expresión:

Z = R0 + jL


Por consiguiente la admitancia será la recíproca compleja:

Y = 1 / Z = 1 / ( R0 + jL )


La primera expresión es la de una semirrecta en el plano Z  mientras que la otra es un semicírculo en el plano Y; lo que puede ponerse en evidencia escribiendo Y(R0+jL)=1 y dividiendo por R0 queda Y + jYL/R0 = 1/R0 que indica que para cualquier valor de frecuencia se forma un triángulo rectángulo que tiene la hipotenusa de valor constante. Nótese que la primera está en el semiplano positivo y la segunda en el negativo debido al hecho de ser expresiones complejas.



Para el circuito paralelo R, L, C, de tres ramas veremos que con la frecuencia varía tanto la parte resistiva como la reactiva de la impedancia:
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Podemos obtener entonces los siguientes diagramas:





En el circuito sin pérdidas la reactancia cambia de signo en la frecuencia de resonancia, en f=f0, con discontinuidad infinita; con pérdidas el cambio se hace menos brusco.


En todos los casos que representamos el plano de impedancias o admitancias la frecuencia no aparece como variable pero se puede indicar sobre las curvas.


REGLAS GENERALES:



1)Cuando el lugar geométrico es una curva cerrada la frecuencia aumenta en el sentido del reloj, cuando es abierta aumenta hacia arriba.



2)Los lugares geométricos empiezan y terminan (en f = 0 o en f = ) sea en el eje horizontal o en el infinito. En su principio y en su final la curva es horizontal o vertical.


El circuito paralelo de dos ramas se comporta de la misma manera que el de tres ramas cerca de la frecuencia de resonancia.


La rama C es una recta y la R-L una semicircunferencia. La admitancia es la suma de ambas para cada frecuencia. Para la impedancia tiene la forma que se muestra.

 

Analicemos ahora la expresión de la tensión en una impedancia:



La circunferencia ocupa el semiplano positivo para valores negativos de la reactancia y el negativo para los positivos. 



Para la expresión de la corriente tendríamos en el circuito paralelo:

I = V·G + jV·B

expresión dual a la de la tensión y, consecuentemente, el lugar geométrico de la tensión puede obtenerse por dualidad de los mismos gráficos.

Parte B: RESPUESTA EN FRECUENCIA

Bajo este título analizaremos la respuesta en régimen permanente de configuraciones básicas de los circuitos teniendo como variable a la frecuencia de la excitación.

VI ‑ B.1 ‑ Circuito serie RL (Resistencia Inductancia)



Examinaremos ahora el comportamiento del circuito a través del análisis del valor absoluto de la impedancia y de su ángulo de fase

|Z| = [R2 + (L)2]½
z= arctg (L/R)

para generalizar el estudio podemos tomar la impedancia relativa:

|Z|/R = [1 + (L/R)2]½


De esta manera vemos que tanto la impedancia relativa como su ángulo de fase son funciones de L/R y una sola representación gráfica puede cubrir todos los casos para todas las frecuencias, es decir que podemos obtener un gráfico universal o normalizado.


Observamos que tanto la constante de tiempo,  = L/R, como la frecuencia intervienen con igual importancia. En función de su producto el comportamiento varía desde el resistivo puro (Z = R, con = 0) al inductivo puro (Z =L, con = /2):

       

VI ‑ B.2 ‑ Circuito serie RS (Resistencia Elastancia).



También analizamos del valor absoluto de la impedancia y de su ángulo de fase:

|Z| = [R2 + (S/)2]1/2
z= arctg (S/R)

generalicemos tomando la impedancia relativa:

|Z|/R = [1 + (S/R)2]1/2


De esta manera vemos que tanto la impedancia relativa como su ángulo de fase son funciones de S/R.


Observamos que tanto la constante de tiempo,  = R/S, como la frecuencia intervienen con igual importancia. Su producto es ahora la inversa de la variable y en función de ésta el compor​tamiento varía desde el resistivo puro (Z = R, con = 0) al capacitivo puro (Z = S/, con /2):



Si invertimos la variable obtenemos una representación gráfica análoga al estudio anterior, que nos servirá para todos los casos y todas las frecuencias, es decir que podemos obtener un gráfico universal o normalizado.


PRIVADO 

VI ‑ B.3 ‑ Circuito serie RLS (Resistencia Inductancia y 


Elastancia)



Este caso exige un estudio más completo. La impedancia es, como sabemos:

Z = R + j(XL + XC) = R + jX

la parte  XL + XC = X =L ‑ S/, es la reactancia del circuito y la única que contiene a la frecuencia angular  (omega); las componen​tes son:

XL = L    y    XC = ‑ S/

En el margen de frecuen​cias en que la reactancia es positiva el circuito responderá inductivamente y en el que sea negativo, por lo contrario, el comportamiento será capacitivo.


Podemos representar la reactancia (X) y sus componentes en un gráfico en fun​ción de . XL será una recta (L) y XC una hipérbola equilátera (‑S/)



Por su parte podemos representar la variación de la impedancia de la siguiente forma:



Habrá un valor para el cual XL = ‑XC, es decir que X = 0; tal situación la tendremos para la frecuencia angular llamada de resonancia e indicada como 0 en la cual:






L ‑ S/ = 0

expresión de la que obtenemos:

= (S/L)1/2 = (1/LC)1/2

Valor coincide​nte con la pulsación natural que observamos en el estudio del transitorio de los circuitos de segundo orden.


Si el circuito es excitado con una señal de esta frecuencia una vez desaparecido el transitorio, es decir en régimen permanen​te, responderá como si fuera resistivo puro ya que las reactancias han sido mutuamente canceladas.


La impedancia del mismo será mínima y, consecuentemente, la corriente será máxima supuesta una tensión de excitación de amplitud constante. Decimos por esto que presenta resonancia serie o de corriente.


Analicemos entonces la corriente, pero reexpresemos primero la impedancia del montaje:

Z = R(1 + j(1/R)L ‑ S/))

si tenemos en cuenta que = S/L será S = L y con ello:

Z = R(1 + j(1/R)(L ‑ L
sacando 0L como factor común del paréntesis interno:

Z = R(1 + j(L/R)(‑

Esta expresión nos sugiere el uso de la frecuencia relativa /0= como variable, ya que la respuesta depende sólo de ella y no del valor particular de la frecuencia angular.


La corriente puede ahora ser expresada como:
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cuya representación gráfica, la curva de selectividad, puede tener o no un punto de inflexión entre el origen y el valor de la abscisa =1.


La condición que marca el límite entre ellas puede determinarse hallando la intersección entre la curva y la recta tangente a ella en el origen, y haciendo que esta intersección ocurra en el origen para que desaparezca. La pendiente al origen la obtenemos derivando la corriente respecto a la variable   y haciendo ésta igual a cero, la que resulta:
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la intersección entre la recta tangente al origen y la curva quedará definida por la condición:
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de la cual podemos despejar :

2 = 2 - (R/0L)2 

que para  = 0 resulta que la condición límite está dada por:       

R/0L = 




      En este último tratamiento vemos que la característica de la curva de selectividad está dada por la relación 0L/R, por lo que podemos utilizarla como un parámetro de la misma y así definimos el factor de selectividad como:

Q0 = 0L/R


Las frecuencias angulares 1 y 2 dan el mismo valor de corriente si se cumple que:

1/0 ‑ 0/1 = ‑ 2/0 + 0/2 

es decir que:

(1 + 2)(1/0 -0/(12)) = 0

para lo cual hay dos condiciones:

1)  1 = ‑ 2  frecuencia negativa, descartable, y

2)  1/0 = 0/12  que se resuelve como: 0 = (1 2)1/2
lo que equivale a establecer que la curva es geométricamente simétrica con respecto a la pulsación de resonancia, 0.

VI ‑ B.3.1 ‑ Variaciones de la curva en función de la 



resistencia y de la inductancia.


Si trazamos distintas curvas de selectividad para un circuito serie, donde variamos solamente la resistencia veremos que la misma reduce su amplitud y su agudeza a medida que la resistencia aumenta (abajo, izquierda).



Figura VI-B‑4.1a


      Figura VI-B‑4.1b


Si en cambio variamos la inductancia dejando fija la resistencia (arriba, derecha), y ajustando la capacidad para no variar la frecuencia de resonancia, observamos que la amplitud de la curva no varía, pero si varía la forma de ella haciéndose más aguda a medida que aumenta la inductancia, o se reduce la capacidad del circuito.

   
En resumen. La respuesta en resonancia depende solamente de R mientras que fuera de ella casi enteramente de las reactancias 0L, S/0, o de (LS)1/2.


El carácter general de la discriminación depende de la relación R/L que, si la expresamos relativamente a la frecuencia de resonancia, nos lleva nuevamente a la definición de Q0, el factor de selectividad o de mérito del circuito.

VI ‑ B.3.2 - Puntos de potencia mitad.

       Observando la curva de selectividad vemos que la corriente es máxima para la frecuencia de resonancia o. La potencia desa​rrollada sobre el circuito también resulta máxima para esa condi​ción, y en general, al variar con la corriente al cuadrado, podemos decir que seguirá una variación semejante a la de ella.


Hay dos puntos de especial interés que son aquellos en que la potencia activa desarrollada en el circuito es la mitad de la desarrollada en resonancia.


Esos puntos se conocen como puntos de potencia mitad, o del 70% de la corriente, y con ellos se definen los extremos del llamado ancho de banda del circuito resonante.


Para que tal cosa ocurra la corriente deberá ser necesariamente igual a la corriente en resonancia, I0, dividida por 

.


     
Teníamos la expresión de la corriente en el circuito como igual a:
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para que este valor sea igual a I0/

 el denominador del segundo término debe ser igual a 

. Lo que equivale a decir que habrá dos frecuencias para las cuales se cumple que:

Q02(/0 - 0/)2 = 1

eliminando el cuadrado y operando tenemos:
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multiplicando por 
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ecuaciones de segundo grado que resolvemos:
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como el radical es mayor que 1 tendremos una solución válida (positiva) cuando adoptemos el signo positivo del mismo por ello hemos desechado las soluciones que aparecerían al tomar los signos negativos.


Con estos resultados el ancho de banda resulta:

BW =‑ = /Q0 = R/L

VI ‑ B.3.3 ‑ Incremento de la tensión en resonancia.


En resonancia resultaba que la impedancia del circuito es Z(0)=R, si la corriente es I0, la tensión en bornes del circuito será V(0) = RI0 que es la misma tensión E aplicada al circuito.


En la inductancia por su parte será:

VL() = jLI => VL(0) = j0LI0
reemplazando 0L = Q0R tendremos:

VL(0) = jQ0RI0 = jQ0V(0)

y para el capacitor resultará:

VC(0) = ‑ jQ0V(0)

Esto nos permite definir a Q0 también como el factor de sobretensión en resonancia, que sabemos no es el máximo valor que adquiere la tensión sobre los elementos reactivos.

VI ‑ B.3.4 ‑ Voltajes inductivos y capacitivos en función



de la inductancia, la capacidad y la pulsación.


La tensión en la inductancia está dada por:
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Su máximo valor será para la frecuencia que hace máxima la expresión respecto de XL. Para ello hacemos:
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por lo tanto:
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lo cual implica que ocurre para una frecuencia mayor que la de resonancia.


Esta frecuencia angular la podemos obtener poniendo la expresión inicial en función de :
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su máximo valor será para la frecuencia que hace máxima la expre​sión respecto de . Es decir:
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expresión que nos permite obtener la frecuencia buscada:
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Haciendo lo propio para la tensión en el capacitor se encontrará el máximo para:
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es decir para una frecuencia menor a la de resonancia, que está geométri​camente dispuesta con la anterior respecto de la de resonancia.


En resonancia las tensiones sobre la inductancia y el capaci​tor son iguales y opuestas, pero no tienen su máximo salvo para el caso ideal con R = 0.


Habíamos obtenido la frecuencia para la cual es máxima la tensión en la inductancia:
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expresada en función del Q0:
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la ecuación de la tensión en la inductancia, expre​sada también en función del factor de mérito, es:
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reemplazando  por L obtenemos la tensión máxima en la induc​tancia como:
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haciendo lo propio para el capacitor obtenemos el mismo valor pero opuesto al de la inductancia:
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Cuando el factor de mérito Q0 decrece lo hacen también los valores máximos y se alejan de la frecuencia de resonancia. Cuando Q0 es igual a 
[image: image27.wmf]2

/

1

 el máximo ha decrecido al valor E de la tensión aplicada, para valores menores de Q0 los máximos ocurren en  = 0 para la tensión sobre el capacitor y para  =  para la tensión en la inductancia.

VI ‑ B.4 ‑ Definición de Q0.


De momento hemos encontrado tres expresiones que definen al Q0 bajo distintos conceptos:

Q0 = 0L/R0 ;
Q0 = 0/(2 ‑ 1) 
y  Q0 = |VL/V| = |VC/V|


La última no puede considerar​se como básica pues no tiene validez para circuitos paralelos; la primera tampoco es válida para ese caso.
La segunda es muy práctica y se determina por mediciones físicas.


Hay una cuarta relación que es aplicable a todo sistema resonante, sea este acústico, mecánico o eléctrico, lineal o no. Está dado en base a relaciones de energía y no puede haber un concepto más básico y simple.


La energía almacenada en un circuito resonante es constante aunque varía el campo magnético y el eléctrico. No hace falta entregar energía al circuito desde el exterior para la capacidad y la inductancia, sólo es necesario reponer la disipada en la resistencia (pérdida). Por esto se denomina circuitos tanque a los resonantes, en particular a los paralelos.


Si la corriente en el circuito es:

i = Imáx cos(t) 

la energía en la inductancia en cada instante será:                  

WL = ½ L i2 = ½ L Imáx2 cos2(t)                       

y en el capacitor tendremos que la tensión es:

e = [Imáx/(C)] sen(t) 

y la energía resulta en:

WC = ½ C e2 = ½ [Imáx2/(2C)] sen2(t)              

la energía total será:

W = WL + WC = ½ Imáx2 [L cos2(t) + (1/(2C) sen2(t)]

que para  = 0 sabiendo que L = 1/02C resulta:

W = ½ Imáx2 [L cos2(0t)+(1/02C) sen2(0t)] =

= ½ Imáx2 L[cos2(0t)+sen2(0t)] =

= ½ Imáx2 L = ½ Imáx2/02C) = Constante


La potencia disipada está dada por:

P = I2 R = (Imáx/

)2 R = ½ Imáx2 R

la energía es potencia por tiempo, luego para un período tendre​mos, recordando que T=1/f0:

WR = ½ Imáx2 R(1/f0)


Si relacionamos la energía almacenada a la disipada en un ciclo obtenemos:

W/WR = [(½ Imáx2 L)/(½ Imáx2 R)] f0 = L f0/R

multiplicando por 2 llegamos a:                             

(2 f0 L)/R = (0 L)/R = Q0
con lo que obtenemos la definición general de Q0:
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PRIVADO 

Parte C: ANÁLISIS EN LAS CERCANÍAS DE RESONANCIA

 IV - C.1 - Introducción


Habíamos puesto que la impedancia podía escribirse como:        

Z = R + j0L( ‑ 1/) 

donde  = frecuencia relativa = .


En realidad la resis​tencia es también función de la frecuen​cia y será más correcto expresarla como:

Z = R0 [R/R0 + (j0L/R0)( ‑ 1/)]

 donde R0 es la resistencia efectiva en resonancia que incluye todos los efectos disipativos del circuito. Podemos ahora redefinir al factor de calidad como:

Q0 = 0L/R0
llegamos a:

Z = R0 [R/R0 + jQ0( ‑ 1/)]


Introducimos ahora un nuevo símbolo para representar no a la frecuencia sino a la diferencia entre ésta y la de resonancia, es decir la "desintonización", pero la expresaremos en forma relativa a la de resonancia. Trabajaremos con la desintonización fraccional:  

 = ( ‑ 0)/0
con esto resulta:

/0 = 1 + 
(/0)-(0/) = 1 +  - 1/(1 + ) = (2+)/(1+)

que al introdu​cirla en la expresión de la impedancia da:

Z = R0[R/R0 + jQ0(2+)/(1+)]


@(1)

expresión exacta y general para el circuito serie R, L, S.       

VI ‑ C.1.1 ‑ Aproximaciones.


1º) La resistencia puede ser práctica​mente constante con la fre​cuencia, lo que ocurre para audiofrecuencias, y en tal caso:      

R = R0 = cte.

con lo que:

Z = R0[1 + jQ0(2+)/(1+)]


@(2)



2º) La resistencia puede ser proporcional a la frecuencia, aproximadamente cierto para radiofrecuencia (efecto pelicular), y así:

R/R0 = /0 = 1 + 
luego:

Z = R0 [(1+) + jQ0(2+)/(1+)]


@(3)

      Ninguna de las dos últimas expresiones es válida para todas las frecuencias pero pueden utilizarse según el caso.


3º) En el rango de las frecuencias cercanas a resonancia la desintonización fraccional,, es pequeña comparándola con la unidad y las tres expresiones se reducen a:

Z = R0(1 + j2Q0)



     @(4)

      Todas dan para la frecuencia de resonancia la misma impedan​cia Z0 = R0.


Calculando la admitancia a partir de la expresión @(4) obtene​mos:

Y = 1/Z = Y0/(1 + j2Q0)



@(5)

 donde Y0 es la admitancia en resonancia.


La figura de abajo a la izquierda muestra la variación del módulo de la admi​tancia en función de la frecuencia angular, utilizándose la escala logarítmica para esta para obtener una curva simétrica respecto de la frecuencia resonante. Mientras que la figura de la derecha nos muestra la variación del ángulo de fase.

     


Más útil resulta la expresión de la admitancia relativa:

Y/Y0 = 1/(1 + j2Q0)

VI ‑ C.2 ‑ Curva universal de resonancia.


Puesto que la forma de la curva de resonancia es, esencial​mente, la misma para todos los circuitos puede representarse la respuesta de todos en una sola curva.

     El resultado de graficar la admitancia relativa dada por la expresión en función del producto Q, desintonización fraccional relativa, es la llamada curva universal de resonancia.


Las componentes real e imaginaria de esta curva se encuentra racionalizando la ecuación @(6):
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la magnitud total es:
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En estas expresiones aproximadas el error es bastante pequeño, menor del 1% para cualquier frecuencia si el factor de calidad es igual o mayor de 20. Para un Q0 = 10 el error es algo superior al doble.



La Curva Universal de Resonancia nos muestra las curvas obtenidas con las expresiones @(7), @(8) y @(9).


El punto en que las curvas de susceptancia y de conductancia se cruzan es de suma importancia. Las ecuaciones @(7) y @(8) muestran que G/Y0 y B/Y0 son iguales cuando  = Q0 es igual a ±½. Si  = +½ será G/Y0 = +½  y  B/Y0 = ‑½; y si  = ‑½ será G/Y0 = +½ y B/Y0 = +½. Para ambos puntos resulta Y/Y0 = 1/

 = 0,707 y el ángulo de fase es de /4 o 45º.


Estos puntos son llamados, en función de la corriente, del 70%. En función de la potencia son los llamados de potencia mitad, por ser la potencia activa la mitad de la disponible en resonancia.

     La distancia horizontal entre los puntos de potencia mitad es:  





Q0(2 ‑ 1) = 1 

y es una medida del ancho de la curva de resonancia por lo que se denomina ancho de banda. En ella (1 ‑ 2)/0 = 1/Q0 y por ello el factor de mérito o calidad da una idea de la selectividad del circuito.





 Q0(2 ‑ 1) = 1 =


= Q0[(2 ‑ 0)/0 - (1 - 0)/0] = Q0(2 ‑ 0 - 1 + 0)/0 = 1

luego será:





Q0 = 0/(2 ‑ 1) = 0 / BW (p.p.​s.)

con BW = ancho de banda, que queda definido entonces como:           





BW = 0/Q0 = R/L  (p.p.s.)

es decir que el ancho de banda, en pulsaciones por segundo queda determinado por la relación entre la resistencia y la inductancia o:





Q0 = 2f0/(2f2 ‑ 2f1) = f0 / BW (Hz)                       





BW = f0/Q0 = R/2L (Hertz)

VI ‑ C.3 ‑ Ejemplo de cálculo.

Dado el circuito serie de la figura, en el que R=100Ω, L=0.1Hy y C=0.1Fd, calcular: a) la frecuencia de resonancia; b) la impedancia en resonancia; c) el factor de mérito; d) el ancho de banda; e) las frecuencias cuadrantales; y f) la frecuencia para la máxima tensión sobre la inductancia.



a) La frecuencia de resonancia está dada por:

f0 = 0/2 = [1/LC]1/2 / 2 = [1/0.1·1·10-7]1/2/6.2832 =



f0 = 10000pps/6.2832 = 1591.55 Hertz.


b) La impedancia en resonancia está dada directamente por la resistencia del circuito:



Z0 = R = 100Ω


c) El factor de mérito es:



Q0 = w0 L/R = 10000·0.1/100 = 10


d) El ancho de banda lo podemos determinar de la expresión:



BW = 2 - 1 = R/L = 100/0.1 = 1000pps. = 159.1 Hz.


e) Las frecuencias cuadrantales las obtenemos de las expresiones:
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1 = [-1+(1+400)1/2]/(20/10000) = 9512.5pps


2 = [+1+(1+400)1/2]/(20/10000) = 10512.5pps


Con esos resultados las frecuencias son:


f1 = 1514 Hz.
y f2 = 1673.1 Hz


Aquí podemos observar que el cálculo nos muestra que la banda no está exactamente centrada con la frecuencia de resonancia. La curva universal de resonancia nos habría dado centrada, dando un error muy inferior al 1%.


f) La frecuencia para la cual es máxima la tensión en la inductancia está dada por: 
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= [(2·1014)/(2·0.1·107 - 10000)]1/2 =


= 10025.1pps.



fL = 1595.5 Hz.

NOTAS Y COMENTARIOS

Parte D: RESPUESTA DEL CIRCUITO PARALELO

IV - D.1 - Circuito paralelo de tres ramas (GC)


Este circui​to tiene una similitud sorprendente con el serie. Todas las expresiones son duales y lo mismo puede decirse de las curvas.


De este modo cualquier expresión encontrada para el circuito serie puede ser utilizada para el paralelo. El proceso recíproco puede, por supuesto, también realizarse.



La admitancia está dada por:




Y = G + jC + 1/(jL) = G + j(C ‑1/L)


La resonancia resulta de la condición de susceptancia nula:






0C ‑ 1/(0L) = 0 

que corresponde a la frecuencia:






0 = (1/LC)1/2

Para esta frecuen​cia angular la admitancia será mínima y con ello la tensión, para corriente de excitación constante, será máxima. Esto determina el nombre de resonancia de tensión en contrapo​sición al de resonancia de corriente que corresponde al circuito serie.


Conviene hacer notar que el problema de elevadas tensio​nes desarro​lladas en el circuito serie se corresponde aquí al de elevadas corrientes a través de los elementos reactivos.


El factor de mérito es, para este montaje:                      





D0 = (0C)/G0 = R0/(0L)

un alto D0 implica, como en el circuito serie, una baja pérdida; es decir aquí una elevada resistencia paralelo.

IV - D.2 - Circuito paralelo de dos ramas


Este circuito paralelo visto tiene escasa utilidad práctica por cuanto no es estrictamente realizable. La inductancia tiene necesariamente resistencia que puede, a todos los efectos, representarse más eficaz​mente en serie. Las pérdidas en el capacitor son representa​bles mejor en paralelo, aunque son normalmente despreciables con la tecnología actual.


El circuito paralelo LC práctico es el llamado circuito tanque, o paralelo de dos ramas.



Los fenómenos de resonancia son similares al de tres ramas. La curva universal de resonancia sigue aplicándose, pero con un error ligeramente superior.


En sí mismo es un circuito resonante serie que pasó a paralelo por un cambio en sus terminales.


La admitancia de entrada al circuito es:
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a esta última expresión llegamos resolviendo la primera y dividiendo ambos factores por jL.


Para el caso de factor de mérito elevado (baja pérdida) y cerca de la resonancia resulta que R << L , con lo que obtenemos la expre​sión aproximada:

                     Y = (C/L)[R + j(L ‑ 1/C)]

igual, salvo la constante C/L, a la que teníamos para la impedancia del circuito serie.


La curva universal de resonancia dibujada para la admi​tancia de resonancia serie representa entonces la impedancia de resonancia paralelo. El factor C/L no implica ninguna condición adicional ya que desaparece al considerar la impedancia relativa.


De la última expresión resulta que la impedancia en resonancia es:






Z0 = L/(R0C) 

que utilizando el concepto del Q0 = L/R del circuito serie resul​ta:





Z0 = (L)Q0 = (1/0C)·Q0 = R0 Q02 

es decir que la impedancia en resonancia es Q0 al cuadrado veces la resistencia en resonancia.

VI ‑ D.3 ‑ Ejemplo de cálculo.
Dado el circuito paralelo de dos ramas de la figura, en el que R = 100Ω, L = 0.1Hy y C = 0.1Fd, calcular: a) la frecuencia de resonancia y b) la impedancia en resonancia.



Si calculamos la frecuencia de resonancia en forma aproximada, usando la misma expresión del circuito serie tendremos que:

f0 = 0/2 = [1/LC]1/2 / 2 = [1/0.1·1·10-7]1/2/6.2832 =



f0 = 10000pps/6.2832 = 1591.55 Hertz.


Si el cálculo lo hacemos aplicando el concepto de parte imaginaria nula, será:
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Racionalizando y tomando la parte imaginaria obtenemos:



Imag[Y] = 
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La pulsación de resonancia será la que haga cero la expresión, es decir el paréntesis del numerador:
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Reemplazando los valores que tenemos resulta:



w0 = 9949.9 pps  o sea f0 = 1583.6 Hz.


Esto muestra un error en el cálculo aproximado del 0.5%. Lo que es totalmente despreciable a los fines prácticos de diseño ya que no se consiguen normalmente elementos con un error menor del 1%.
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V = I·Z = I·R + jI·X 


y supongamos que el circuito tiene resistencia constante, con lo que podemos poner:


V/R = I + jI·X/R


expresión que nos indica que el lugar geométrico de la corriente es, en este caso, una circunferencia ya que nos queda formado un triángulo rectángulo con la hipotenusa constante.
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Si es en función de la frecuencia ésta aumenta en el sentido horario comenzando en el origen, recorriendo el semiplano positivo hasta llegar a la abscisa para la frecuencia de resonancia y volviendo al origen, por el semiplano negativo, para la frecuencia infinita.


	Si, en cambio, resulta la resistencia variable y constante la reactancia el resultado es el siguiente:


V/jX = IR/jX + I


y se obtiene una semicircunferencia ubicada en el semiplano negativo si la reactancia es positiva, o en el positivo si ésta es negativa.
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