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Funcion compleja: de una variable compleja

Definicion: dado un conjunto A incluido en el conjunto de los complejos, se denomina funcion
compleja de una variable compleja con dominio en A y con valores en C, a toda ley que haga
corresponder a cada uno de los elementos de A un Gmco elemento en C.

[A-=C

ze A wecC = f{z)=w

Se conviene llamar a z variable independiente, vy a w variable dependiente.

El recorrido de la funcion es el conjunto de imagenes de los elementos del conjunto A, segin la
ley f.También se lo denomina imagen del conjunto 4 dado por f.

R: f(A)={weljw= f(2), ze A}

En conjunto:

e Sk
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Forma binomica de una funcion compleja de una variable compleja

Sea. z:x+ M XERYER

Vemos en esta foncidn que £ es funcidon de x Ay . Por lo tanto, en 1a funcidén w = f{z), w serd
funcion de x Ay . Pero como tambien w es funcion de un mmero complejo también, podemos
escribirla en forma bindmico v también en funcion de x Ay .

w=J{z)=Jflz+yi)=ulx,y)+i v(x,y) u,v: funcién de dos variables reales|
Re(w)=u(x,y)

Im{w)=v(x.y)
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Ejemplo:
wof(z)=z" TIX+ Vi
wix+3D =x" +20i+ vV (D=0 -y + 2xyi

Refz")=x"—»"
Im{z ") =2xy

Siu(x,y)=3x"-2y+1

V(L.y) = sen x }:}ﬂf:}={3f‘ —2y+D+isenx

Ejemplo:
SE)=w=

w=|:r+}'1'|2 =(m}1:}

Donde:

,li

—
-

o o
=X"+¥

z=(z,y)= T+

Tm(w) =0

Refw)=x" +° | T=\/m
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Funcidén compleja de variable compleja
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Interpretacion geemélrica de una funcion complefa de una variable compleja.
Sea:
wo fz)=ulx,y)+i v(x,y) ZIX+ Vi weQC
Convenimos en representar a w en el plano complejo ™ £ 7.
Y - v i d El conjunto imagen s un conjunto del
=~ f o plano complejo Z
s1en el dominio tene unacurva ¢, enla

% fH) imagen tengo una curva ¢ *.

/ ) 51 en el dominio tengo un subconjunto

+ X i ] +U  f, enla imagen tengo un subconjunto

fUH).
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Representacion grafica de funciones complejas

Figura 2: Las transformaciones del plano mediante funciones complejas
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Transformaciones del plano complejo

Llamaremos transformacion del plano a una correspondencia puntual, biunivoca
entre los puntos de dicho plano, tal que a cada punto (x,y) considerado como origen,
le hace corresponder en el mismo plano un solo punto (u,w) que se denomina imagen,
transformado un homologo del primero de acuerdo con una condicion previamente
establecida.

Mapping = Mapeo

5e define como una aplicacién o transformacion de puntos del plano complejo £ |, en puntos del
plano ., entendiendo por transformacion a toda ley o regla que asocie a cada punto del plano
complejo £, en el dominio, un dnico punto del plane B, en el conjunto imagen del dominio.
A veces para analizar caracteristicas de una cierta funcidn dada es convemente analizar las
imigenes de subconjuntos inchiidos en el dominio de esa funcion
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Transformaciones del plano complejo

Transformaciones.
a) La funcidn lineal w = F(z )=z +1 efectla un desplazamiento de los puntos del plano
complejo £ de una umdad hacia la derecha

+Y
£

v
EF
i w = F(Z) W
J_I --- '1__l=.h|j-_‘_k_-‘:\:“\,:/

1

:;I' X ] u=:l+3

W =F[:}=x+1+i}'{

=1

Re(w)=x+1— desplazamiento una unidad
Im(w)=y
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Transformaciones del plano complejo

h) La funcién w = F(z )=z +i efectia una traslacion de los puntos del plano Z de una unidad

hacia arriba.

Y Vv

z
w =Ftz) Ty H
|- Lar it Al I

X i U

X 1l w=x

Re(w)=x
W=F(z)=c+i=(x+h)+i=x+(y+1)i _ _
Im{w)=y+1— desplazamiento una unidad
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Transformaciones del plano complejo

¢} En general, Ia Funcion w =F(z)=z+z,, donde z, es cualquier niimero complejo, aplica o
transforma a una region del plano complejo en otra, de 1a misma forma vy orientacién que la
antenor, aunque cada punto ha sufrido una traslacion dingida segin el vector posicion de =, .

(-
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Transformaciones del plano en coordenadas polares

d) La funcidon lineal w =z, .z, donde =, es cualquier nimerc complejo, es una transformacion

que consiste en un giro del musmo valor que el argumento de =, y multiphcacion por una
constante que es el modulo de |z,

Slz=p,; w=fz)=z52; z, =Fs,

R=pp,
W=25 =R'{qu= B+ 6,
T v
£ W
= 2Bl N blel
B
X TE= -
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Transformaciones del plano : Reflexion

f(z) = Conjugado(z) = z

1. El segmento que une a z con T(z) es perpendicular al eje real.

2. El gje real corta a este segmento en su punto medio

Nitese que todos los puntos de la recta real permanecen fijos bajo esta
transformacion. El mimero T(z), se llama la imapgen reflejada de z. (Ver la
figura.)

Eje real

-1
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z-plane

ty

f(z) = Conjugado(z) = z

X
- i}r
Fig. 1.2.5. Conjugate mapping
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Representaciones conformes

Represeniaciores conformes.

Se dice que una aplicacion o transformacion del plano complejo es conforme cuando conserva
los anoulos.

En general, 1as figuras geométricas del plano £ sufren una rotacion, un aumento / disminucion
de tamafio en €l plane w siempre que se les aplique una transformacion defimda por una funcidm

analitica Toda transformacion conforme transforma curvas ortoponales en curvas ortogonales.

y v

A A
C‘ cll‘
£ w=f@z) £
£ g
Y a r
A oy
° (04
CZ
> x , > u
Eje real / Eje real Czr
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Representaciones conformes en Mecanica de Fluidos

F ’ Ah

Lineas de
Flujo

Lineas
Equipotenciales
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Transformaciones del plano : Reflexion

-2

Sea por ejemplo w = f(z)=:
Hallar las imagenes de los subconjuntos siguientes, que estan inclmdos en su dominio.
Dom(z*) c C mas estrictamente Dom(z®)=C

—> *
Curva C W= £ Curva C

zEC
E:[ } lz| =k, ke&?
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T
fer==
Z
I//—’k =
N i
Dominic £ Imagen W
L =xtyi=pp WZEEZEFE}EZFEEHZEF
|z] =k keR? R=p?=k? keRt
0 =0 =2m 0= =<dm
Conclusion:
c*:{hgl:;ﬁ} La funcién w = f{z) =" transforma una circunferencia de radio k en otra
de radio k2.
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Dominio Z Imagen [
z=__ F® w=FfE@)=z2"=(pg)* =p°,g =Ry
f:ﬂ“rgz.":k g=argw =20 =2k, kel
pERY R=|w|eR
R=|w|eR
Y v
z w E
z fro==
2k
k
0 X 0 v

E*;[ Wwes 3] La funcién w = f(z)=z"transforma la semirrecta r de argumento k en otra

argw=2Ik, kE
¥ de aronmenta 7k
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i:.r'

z-plane r
_/ﬁ

P L= e

Fig. 1.2.4. Mapof z —» w = 22
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c) Cazos particnolares del anterior.
ex{zel fy=0,x>0} en polores ¢:{zel fz=p,, p>0.8=arg(z) =0}

Y
£
Jig ==
ﬂ y .-:'ST_ »
Dominig £ Imagen
ZIX+ R W= =R,
1-I-?=p|1m,

..v

K

_‘_‘—\—\_\_\_\_\x\_-."., ?U

c*={wE"J-"&rgw=l]}

o

p= III.!_l_..il.!
R=p=x+y" dx>0
T

2 =0

—=ylx
28 = p—:rl]|

La funcién w = f{z) ==’ transforma pumtos del semieje positivo de la variable x en pumtos del
semie|e posiivo de la vanable
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(>

Domimio £ Imagen W
ZIX+R=p, Wzl = pi,
p>0k 8=x/2 R=p"=>0

o=8=2x!l=x

c* ={w = I'jfargw =X, P> {}} La funcion w = f(z) =z *transforma puntos del semieje
positivo de 1a variable y en puntos del semieje negativo de 1a variable &
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£ fio==

5

Dominio £ Imagen ¥
IIX+yi=p, Wizl =g,
p>»0 8=x/2 R=p*>0

g=20=2xi2=x

c* ={‘J-1FE F‘I.-’argw =X, P> {}} La funcién w = f{z) =z transforma puntos Yel semieje
positivo de 1a variable ¥ en puntos del semieje negativo de la variable u.
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d) Hallar las imagenes segin 1a misma funcion de las curvas de nivel de las componentes
imaginarias de w:z°.
Dom{z®)y=C

ze€l
= {z € curvas de nivel de u(x, }’]']

zel
2= {z € curvas de nivel de v(x, }’]']

d1) Curvas de nivel de u(xy)
‘i\% ﬂw g
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Dominio £ Imagen ¥

zxt wiz? = (x +yi)* = (x® — y*) +i2xy
u(x, vy} =x%—v*
v(x,y) = 2xy
c2x'—y* =k keRs-y= Ffx2—k Wuk
w,frv(x,y):};
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d2) Curvas de nivel de v(xy)

z v I
vEh kel
Al
i :U
h=0
v=h k<l
2xy=h hER y=o
para cada s una hipérbola distinta. €2 Xy =" : Y =2
"Ry (Ctrl) ~
w/u:k
w/v(x,y) =
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Ejemplo N 2-
Hallar la imagen del conjunto de puntos complejos segiun la funcion [ :} =w=2z+1

{x zeC }
c:
=0Ay <0

Y -V,
£, J
I'.'-'I':"'""""}'E of ————- U
— P
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T=x+Wi x=0 v<0

en w)

w=2z+1=2(x+yi})+1=2x+ 2y +1

w=u(x, y)+vix,y)=(2x+1)+ 2
i —1
n=2x+1 = x= 5 =0 u-1=0
Vv Vv
yv=2y = —= < — <)
" 2 2

w E

P
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Eiemplo N™ 3:
Imagende z: f{z)=z-3

el x+y=0] y=—x
‘1P xs0 x >0

T =X+ Vi
wW=F(z)=z3=x+3i-3=(x—-3)=+yi
H(x,y)=x-3
vix.y)=y

:|[>:}E!+P=I+_}'—3:} X+ V=u+v+3

Las condiciones en = : {I_I_JI g ﬂ}
x =0

-

H+v+3=0

L

Las condiciones en w: <y +3=0

__i'J'Zl-—3| ]

ce* we CAuB+t 43 >0 A u+3 >0
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1 A
Y z . V
I s :
I _'__——__'_'_—!'_\_\_\__——I__\_
E il ‘.d__—-'_ : ___‘-11”-:'
| . :
L -, :
™ I-\H .._x " 'h.\,' ) .
0| = 3 e 7
"-\.x 'H.\_-x
p— e e -
ﬁ.%--‘_ "-.__-.-
T~ -3 I
h LS
Y = ~
J V=un-3
- . x=v>0
Las condiciones en = : J' . 1
1x>0 J
’u+v+3>0

LLas condiciones en w: <

!

u+=3>0

u >3

J
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Figura 98: Grdfica del conjunto Sen el plano zy del conjunto f(S) en el

plano w

Sea S el disco unitario, es decir S =B(0,1). Determinemos la imagen de
Shbajo la transformacion fiz) = z+2+i.

Solucion. Notemos que para cada z € S el valor de w= f(2) esta dado por
la suma de 2 +i al valor de = Considerando a z =z + iy, tenemos que:

w= f(z) =(z+2) +ily+1),

por lo que la funcidn f transforma los puntos (z,y) en los puntos (u,v),
donde u=z+2y v=y+1. Es claro que fsimplemente traslada a cada
elemento del disco unitario S dos unidades a la derecha y una unidad
hacia arriba, figura 98, es decir;

fS)={weC: |w—(2+4)| <1}
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Sea S el cuadrado cerrado con centro en el punto z =2, cuyos lados son
paralelos a los ejes real e imaginario y tienen una longitud 2, figura 99.

a) ¢Cuadl es la imagen de S bajo la transformacién f(z) =327

Im
4
2¢ Plano -z
1F  Ag¢ B
e b il Re
[ Y 2 4
_1- Ce D
; S
_2_-

Figura 99: Grdfica del conjunto Sen el plano zGrdfica del conjunto S
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Tenemos que el centro del cuadrado S es z=2, mientras que sus vérti-
cesson A=144, B=344i C=1-iy D=3 -1, porlo que el centro y los
vértices del nuevo cuadrado cerrado son:

f(2) =6,
F(A) =3+ 3,
F(B) =94 3i,
f(C) =334,
f(D)=9-3i

Entonces f(S) en el plano w es el cuadrado cerrado con centro en el
punto w =6 cuyos lados son paralelos a los ejes real e imaginario y tie-

nen longitud 6.

lm |m
' Plano - w
2 Plano=-2 4}
A B
1 A B 2
- Re - Re
1 2 3 4 2 4 6 8
-1 D -2
S c )
-21' -4 f(S)

Figura 100: Grdfica del conjunto Sen el plano zy del conjunto fiS)en el

plano w
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b) ¢Cual es la imagen de S bajo la transformacion f(z) = 2iz?

Im

Plano -z

N

1 Ae *B

_2:_

Figura 99: Grdfica del conjunto Sen el plano zGrdfica del conjunto S
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Tenemos que el centro del cuadrado 5 es z=2, mientras que sus vért-

cesson A=144, B=3414i OU=1—-iy D=3 —1, porlo que el centro y los

0)=4,

vértices del nuevo cuadrado cerrado son:

£ = 2as (3 +

fld) = Eu@m(—-t-zi 2%,
ﬂﬂ:ﬂm(§+mm( )) —2 4 6,

fO) =22as (33 ) =2+ 2,
f{D_"a:EJlT]c:is(’—; +a.n:t:m(_T1)) 2.1 6.

Entonces f{S) en el plano w es el cuadrado cerrado con centro en el

punto w = 4 cuyos lados son paralelos a los ejes real e imaginario y tie-

ren longitud 4.

Im Irm
2| Plano-z |
| B & cr
it A B [
I . ] - 1 HE d
Z 3 4
-1 s A 2 c
_2l :_ f(S)
Re
-2 2

Figura 101: Grdfica del conjunto Sen el plano zy del conjunto fi5) en el

planc w

MATEMATICA PARA INGENIERIA ELECTROMECANICA



lr’l

Ejemplo 26.2
| .

MATEMATICA PARA INGENIERIA
ELECTROMECANICA

) £(B) (D)
Wo = 122
2 L J
| : £(A) £(0) Ji(A) fH(B)
— . ‘ . . . . A 2B 1 I(OJ
| 1 ¢ W
| / N (] .w1
-3 -2 i} 2 2 4 5 8 ] —4 -3 -2 -1 1 2 4 5 a8 T 8 10
: L ]
| | c |
_fz(C] ", JuD)
W% Eiemplo 26.1
T B2 e - un = 3z



Determinemos la imagen de los siguientes conjuntos bajo la transfor-

. . 1
macion inversion, f{z) ==, con z#0 w= f{z) £ 0.

a]S:{zEE:ﬂc:|z|-::l.,l}£m'gz£T—Er}-

£2) = 3 = Leis(@) = ~foos(~8) +1 sen(8)]

Entonces, para cada z # 0, se tiene gue el modulo de f(z) es el reciproco
del modulo de z, mientras que el argumento de f{z) sera el negativo del

argumento de z

a) Notemos que si ze 5, entonces z cae en el primer cuadrante dentro
de la circunferencia unitaria, incluyendo a los ejes real e imaginario,

pero sin considerar a z=10, figura 102, ya que:

= 50« |4 <1, entonces z cae dentro del disco unitario perforado, es
decir z € BY0,1).

. ™ -
s 508 3 entonces tenemos a los zen el primer cuadrante.

For lo que bajo f, los z¢ &5 seran mapeados, en €l plano w, fuera del

disco unitario y en el cuarto cuadrante, incluyendo a los ejes real € ima-
N . 1

ginario, pero a partir de los wtales que |w| =1, ya que | f{z)]| =m =1y

—5 < <0 Entonces:

f[&'}:{wt—:ﬂ: 1-c:|w|,—; Eargwiﬂ}.
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7(5) - {wzc: 0wl < 3, w<argwo).

Im iy
! : Plano - w
20 0.5
15 Plano -2 1(S)
' -05 ' 05101520
10F~. S -05;
osf —1.0fF ="
.......... T =1.5
=03 051015 20
05 -20

Figura 102: Grdfica del conjunto Sen el plano zy del conjunto fi5) en el

plano w
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2.15. Considere la transformacion w = In . Muestre gque a} las circuonferencias, en el plano z, con centro en
el origen se llevan al plano w como reclas paralelas al eje v, &) las rectas o revey del plano 7 que parten
del origen =2 llevan al plano w como rectas paralelas al eje o ¥ ©) el plano 7 se lleva a una franja d2 amplitud
2 en el plano w. Nustre el resullado graficamente.

Solucidn

Setenew =w+ir=Ing=Inr+i#de manemaque s =Ilnryr=¢
Come mma principal se elige w =In r 4 ig, donde 0 < § < 27
a)  Las circunferencias con centro en el origen v radio a tienen como ecuacida |z| = r = a. Estas se llevan a

rectas en el plano wouyas ecuacionss son o= In 4. En las fizurs 2-17 y 2-18 se muestran Las circunferencias
¥ las recias comespondientes a e = 172, 1,372, 1

planc z
%‘.ﬂ & plano w
u
a=x2
o=l
= 5
=0 u
B & gl
[© [ m|E
—_— el o L
5] ]
Figura 2-17 Fipura 2-18

F)  Las rectas o myos que en el plano z salen diel orizgen {punteados en la fizum 2-17) tienen come ecuacion #f = .
Estas rectas se llevan al plano w como rectas {punteadas en la fizura 2-18) cuyas ecuacionss son o= o 58
muestran las rectas correspondientes ae =0, w6, 7/3 ¥y /L

. Ll
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¢) Correspondiente a cada punto P del plano 7 definido por 7 # (0 y con coordenadas polares (r, #), donde
0 =@ < 2, r>0[como en la figura 2-19], existe un punto P’ en la franja de amplitud 27 que se indica con
lineas punteadas en la figura 2-20. De manera que el plano 7 se lleva a esta banda. El punto 7 = 0 se lleva a

un punto de esta banda, al que a veces se le llama punto al infinito.
Si # es tal que 27 < @ < 4, el plano 7 se lleva a la franja 27 < v < 49 de la figura 2-20. De manera

.

similar se obtienen las demads franjas que se muestran en la figura 2-20,

Se sigue que, dado un punto 7 # 0 en el plano z, existe una cantidad infinita de puntos imagen en el plano
w que corresponden a ese punto.

plano z plano w
v v
—_— | w=dm
r P LA B P
E x L F 5= |:| z.ﬂ' u
e/
Figura 2-19 Figura 2-20

Hay que observar que si se hubiera tomado # en otro intervalo de modo que —7 < 0 < 7, m < 0 < 37,
etcétera, las franjas de la figura 2-20 se habrian desplazado verticalmente una distancia .
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Representacion grafica de funciones complejas

Figura 1: La primera es un grafica de la Componente Real de f(z): u (x,y) , la segunda es la

grafica de la Componente Imaginaria de f(z) : v(x,y) y la tercera la grafica del Modulo de
f(z), de la funcion f(z) = (z+0.2)*
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Representacion grdfica de funciones complejas

Dominio | : cte;!: cte

Dominio
p = cte
0 =cte

Figura 3. Mapeos del plano complejo mediante funciones sencillas. Forma polar.
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Transformaciones conformes
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VIDEO

C:\CARPETAS\Matematica
Superior\Complejos\Videos


../../Videos/2-Dimensions_6 Español.mp4

Iteracion de funciones complejas




Conjuntos de Julia




Conjuntos de Julia

number of iterations —D-

show trails [
show axes [+

c: 0.00- 0.01
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Conjuntos de Julia
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Conjuntos de Julia
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Conjuntos de Julia

Figura 52: Si c = -1.1 + 0.1 1 se obtiene un conjunto de Julia que sigue siendo una curva pero
que ya no es simple, esto es, tiene autointersecciones
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Conjuntos de Julia
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Conjuntos de Julia

.........
i
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Conjuntos de Julia

z

s
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Conjuntos de Mandelbrot
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Conjuntos de Mandelbrot
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Conjuntos de Mandelbrot
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Fractales
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Fractales

L A J\ﬁﬂ,\
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Fractales

s

-
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Fractales

AT

-

e e

N W

-|=.! |.I|.! :
e — I ! i _lr_ !
| 1 i
| [
| 1 i
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