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Matematica para Ingenieria Electromecanica



Limite en un punto de una funcion de una variable real

Definicion de limite

Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ (salvo posible-
mente en ¢) y L un nimero real. La afirmacion

lim f(x) = L

X—C

significa que para todo £ > 0 existe uno 6> 0 tal que si

0 < |x—¢|l <8 entonces |flx)—L|<e.
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Limite en un punto de una funcion de una variable real




Limite de una funcion compleja de una variable compleja:
Sea una funcién (=) definida en un dominio D, incluido en el conjunto de los complejos y =,

un punto que pertenece a D, y podria ocurrir en particular que f (=) podria no estar definida en

Zp -
Definicion: se dice que el nimero L complejo es el limite de f (=) para = — z,, y se simboliza
asi:

lim f(z)=L

E’—}Z“

S1 y solo s1 para todo entorno con centro L yradio £ (EE R* ) existe en correspondencia con €l

un entorno reducido al centro =, y radio ¢ (5 e R" )f que para todo = perteneciente a este

entorno reducido su imagen pertenezca al entorno de centro L yradio €.

Simbolicamente:

VE(L.£),3B'(5,,6)/ f (E'(z,.6)) = E(L,¢)
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Interpretacion geométrica.

JE'0)
»U

Limite de una funcion compleja f(z) en un
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2) Las operaciones con limite de funciones de vanables complejas cumplen con las mismas

propiedades que va conocemos para los limites de vanas varables. Y eso se debe a que las
definiciones de limite son formalmente analogas.

REGLA$ DE llMITES e
Stan Iimf(z} :I y lim g{z} B

{1] ll'm [f[z} ig{z]] -'A :I:E
{11} 11'111 f {z] g]:z] AE
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Funcion infinitésima en un punto.

Una funcién compleja se dice infinitésima en z, si en ese punto el limite de f(z) es cero.

Limite infinito en Zy:

Se dice que el lim f(z)=ce si se verifica que fijado un nimero real & (+) en correspondencia

con él para todo entorno reducido de centro z, yradio & resulta que las imagenes de los puntos

de ese entorno reducido pertenece al exterior del entorno de f(z) yradio k.

lim f(z)=c0 & Vk>0,38 > 0/Vze E'(z,,8):|f (z)| > &

T

Graficamente:

MATEMATICA PARA INGENIERIA ELECTROMECANICA




Relacion entre limite de una funcion de variable compleja y los limites de sus componentes
reales e imaginarias.

w= f(z)=u(x,y)+iv(x,y) z=x+iy
Ejgf{z]=L=I1+Lliﬁ imu(x,y)=L

X—#X,
y—Js

imv(x,y)=L,
I—xy
y—3Js
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Continuidad de una funcién compleja en un punto z,

Continuidad de una funcion compleja en un punto.
3lim f(z)

f(z) cont.en z=z, < ¢3f(z)

lim £ (2) = £ (2)

f(z) cont.en z=z, & Ve>0,35>0/Vze E[zn,ﬁ]:‘f{z)—f[zﬂ}‘{f

f(z) cont.en z=z, & lim[ 1 (z)- f(z,)]=0

Las propiedades de las funciones complejas son andlogas a las de funciones de varias variables.
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Determine s1 la funcidén

z2 1

f(z) = =

€5 COntinua.

SOLUCION: Claramente, f es continua en el conjunto z # 1, ya que el
denominador es diferente de cero. Asi, el Gnico punto donde todavia ne-
cesitarnos verificar la continuidad es z = 1. Sin embargo,

:—
lfm 2= l=2
=1 r—=1

porque 1 _
z 1=:+1,
z—1

si 2 # 1, Pero, por definicién, f{1) = 3 # 2. Por tanto, f no es continua.
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Continuidad de una funcién compleja en un Dominio

Continuidad en un dominio.
Una f(z) es continua en un dominio si es continua en cada uno de los puntos de ese dominio.

f(z) escont. enD & f(z) escont. ¥V ze D

Relacion enfre una funcion continua y la continuidad de sus componentes real e imaginana.

51 f(z) escontinua en z, siendo f(z)=u(x,y)+iv(x,y).

f(z) cont. enz, & u(x,y) y v(x,)) cont en (x,,¥,) Zy =X, +iy,
Z=Xx+iy

Ejemplo:

w = Sen(xy)+2xi es continua para cualquier valor de z porque sus funciones son continuas

para todo los valores de x e y.
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La funcion

f@) = xy* + i2x — )

es E:untinua en todo el plano complejo porque las funciones componentes son
polinomios en x e y, y por tanto continuas en todo punto (x, y).

Ejemplo 2. Analogamente, la funcién

f(z) = € + isen (x? — 2x)?)

es continua en todo z por la continuidad de los polinomios en x ¢ y, asi como la
de las funciones exponencial y seno. .
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Derivada de una funcion real

/ Si no existe el limite, no existe la derivada en
X,- Decimos entonces que f(x) no es derivable o

/ no es diferenciable en x,.
Podemos calcular el limite por |la derecha y por

la izquierda, y ambos deben coincidir.
*—o -
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Derivada de una funcion compleja de variable compleja en un punto.
Para definir este concepto consideremos una f(z) definida en un conjunto 2, y sea z, un

punto de ese domimo D y formemos la sipuiente expresion v
f(z)-1(z)

Z—Z,
51 exaste el limite de esta expresion y es fimto para z — z,, entonces
dicho limite recibe el nombre de derivada de la funcién f(z) en el

A

punto z, .

Hmf[z]_f{zn} =f'[3u}

% L—Z,

f '{En) = D[f':zu )] = D[f(z)]::ﬂ

w=f(z)

f(z)=w(z)=D[w(z)]|=D[w(z)] __

Se puede observar que la definici6n que acabamos de dar significa un limite, s1la denivada en z,

existe éste es inico y es el mismo cualquiera que sea la forma de tender z a z, .

Oira forma de escribir la derivada.
Az=z—z, =z=z tAz
Reemplazando:

, 1 f{zn"'ﬂz)_f(zn}
f{zn)_ﬁl_ﬂ Az
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Derivada de una funcion compleja en un punto

Observemos que ahora el limite se puede hacer no
solamente por la derecha o por la izquierda, sino
por infinitos caminos. Para que la derivada esté definida
el limite debe existir y ser el mismo independientemente
del camino utilizado.

»

/‘

A 4
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Funcion derivada.
w:f{:} esta definida en un domimeo I vy tiene derrvada en cada punto del domunio, entonces

gqueda defimda una funcion que se denomina f'{:} en I, que simbolizamos:

_]l"'(:], v-e D, "-.r:E.D::-_f'[z]

Ejemplo de una funcion que no tiene derivada en ninpin punto:
w=f(z) =7 definida para toda ze C .

a.:-.n A=

Para resolver elepimos dos caminos.
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Para resolver elemimos dos caminos.

(D) lim A iy _ pm

=l =kl}
e Ax+iAy o

(I} Lim L Ax—ify | _ Ay __

s Ax+ify

1

= im [Iim

ar=l Av4+3Ay | =0 fAy

Como (I) # (II) sigmifica que no existe el limite planteade, esto implica que no existe su derivada
en ningun punto del plane complejo.
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Funcion derivable:
Una funcion [:] se dice derivable en un punto =, s1 existe la derivada de f [:] enl ese puato,

¥ en un domimo es denvable s1 existe dennvada en cada punto del domimo.
f{:] derivable en =, ﬁﬂf'{:ﬂ]
f{:] derivable en D < El_il"'[:],"l:-":E D

Propiedad:
51 una funcidén f {:] es dertvable en un punto, entonces es continua en dicho punto.

La continuidad de una funcion en un punto es condicion necesana para la denvabilidad en dicho
unto.

Condicion necesaria para la existencia de la dernvada.
1 f{z] =y [J:, y} + hﬂ{x,y} tiene denvada en z;, = x, + Iy, ., entonces existen las dervadas

parciales pnmeras de las componentes reales e imaginanas en el punto [:q}, _1!,:,} y ademas ellas

satisfacen en ese punto las siguentes ecuaciones:
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Ecuaciones de Cauchy - Riemann

Sif(z)=u(r.8)+iv(r.8)

du 1 dv dv 1 du

——.—h— —— —

dr rdfd dr r df

Forma binomica Forma polar
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Derivada de una funcion compleja en un punto z,

| -E}.i!i' l -V j

i dy

= Co—
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Obtenemos la expresion anterior para calcular la denvada en z; con la condicion de que esa
derivada existe.

Notemos que el teorema anterior constituye solo una condicion necesarna para la denvada. Es
decir, que existan las derivadas parciales de 4 v v, y ellas satisfagan la ecuacion de Cauchy-
Riemann no nos permite asegurar que exista f'{zn] )

Podemos utihzar este teorema para analizar posibles puntos de existencia de denvadas aungque no
lo podamos asegurar. Se no se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann pueedo asegurar que

f'(z,) no existe.

Ejemplo: analizar en que punto puede tener denvadas la funcion:
1)

f(3]=EIE{)5}?+fEISEﬂ}?

o

v

—=g" cosy

dy

Usemos las ecuaciones de Cauchy-Riemann y las que satisfagan sus posibles puntos en los
cuales existe la denivada.

{Ecﬂsy=e’cusy

I X
€ seny=e¢ seny

se verifican para todo [I, y}
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[ﬂ,ﬂ] — posible punto en que podria tener deniada
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EJEMPLO -
Sea f(z) =2® = (x* —y?) + 2xyi. Como f es entera, u=x* —y* y
= 2xy deben satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Observe
que |
u, =2x =u,y y —ty = 2y = Uy.

Por otra parte, si:f(z) = |z =x? + y?, entonces u=x2 +y%,0 = Oy
ug = 2x, uy = 2y, v, = 0 = p,, asi que f satisface las ecuaciones de
Cauchy-Riemann s6lo en 0. A(in mis, f tiene derivada cuando x = 0 por-
que e C o

f10)=
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Condiciones suficientes para la existencia de derivada de una funcion en un punto.
f [:] =y [': _1!] +i1-'[::', _1-'} Ty =Xy + ¥yl
=1 en el punto [:.rﬂ .¥, ) las funciones ¥ y v son continuas y tienen sus derivadas parciales

primeras continuas v si en ese punto satisfacen las ecuaciones Cauchy-Riemann, entonces
existen [er ¥, ) ¥ por lo tanto podra ser calculado con las expresiones (2) y (3) del tecrema

anterior.
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En el ejemplo 1) observamos que las funciones 1 vy v son continuas para todo [;-:, }"] . Las

primeras derivadas son también continuas para todo [x, _v] . Exasten las denvadas f {z] para

todo z . Veamos cual es:

f'{z]=%+i% =g cos y+ie seny

MNotemos que esta dermvada es 1gual a la funcion dada
“a"l_:z':|=|£:::r cos y+ie Eﬂny=f'l_:z]

En el gjemplo 2) observamos que las funciones ¥ v v son continuas para todo [1.', y] .y las

primeras derivadas también lo son. Aseguro que las funciones tienen dervadas en el punto
I:ﬂ,ﬂ'} _Su valor lo calculo con (2).
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EJEMPLO 1

Muestre que la funcién

fz) =€ =" (cos 2xy + i sen 2xy)

€5 entera.

SOLUCION: Debemos verificar que las primeras parciales de

u=e"' =¥ cos2xy y v=e* "7 sen2xy

son continuas y satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todos los
puntos de ¢, Claramente,

ty =264 =?" (x cos 2xy — y sen 2xy) = Uy

—uy = 2¢*" =" (y cos 2xy + x sen 2xy) = v,
son funciones continuas en € asi que f(z) es entera.
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EJEMPLO 2

Describa la region de analiticidad de la funcién

f)= - 1) -

SOLUCION: Las primeras parciales de u = Re fy v = Im f satisfacen

y? =(x—-1)* _

N =

VT S

uy = -2y (x—1) _ .

[{x — 1) +y*]? )
- Estas funciones son continuas para todo z ¥ 1. Note que f(z) no esta de-
finida en z = 1. Por tanto, f{z) es analitica para todo z # 1.
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Funcion analitica en un punto z,

Funciones analiticas: definiciones.
Dada una f{z] se dice que es analifica en un punto z, s1 existe un entomo de z, en que dicha
funcion admite derivada.

Con referencia a los ejemplos 1) v 2) antenores:

La f [z} del ejemplo 1) es analitica en todo punto del plano complejo porque tenia derivada en
todos esos puntos. Luego podemos decir que existe un entorno para cada punto de f [z]
denivado.

La f [z} del ejemplo 2?) no es analitica, porque solo tiene derivada en el punto I_:ﬂ,ﬂ} ¥ 0O en un
entorno del mismo.
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Condiciones necesarias para que sea una funcion analitica en un dominio.
Son las mismas que las condiciones necesarias para las derivadas pero no en un punto, sino en un

entorno del plano complejo Z .

1.

S1una funcion es analitica en un entomo (domimo) de un punto, entonces es continua en

él.
S1una funcion es analitica en un dominio entonces sus partes reales e imaginanas tienen
derivadas parciales pnmeras que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann que las

satisface en todo punto del dominio.
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Condiciones suficientes para que una funcion sea analitica em un dominio.
Se comresponden con las condiciones de existencia de denvada, sélo que no en un punto s1no en

un dominio.
1. 51 f(z} =u+vi venfica que ¥ v v son confinuas y también lo son sus denvadas

parciales prnimeras en todo punto de un domimo, y ademas en esos puntos satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces f(z) es analitica en ese dominio.

Otras condiciones pueden expresarse con referencia a las reglas de denvacion,

aplicandolas en un dominio.
a. 51 dos funciones son analiticas en un dominio, entonces su suma y producto son

analiticos en el mismo dommiao.
b. 51 dos funciones son analiticas en un dominio su cociente es analitico en todo

punto del mismo domimo, donde no se amule el denominador
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17. Estudiar la derivabilidad v analiticidad de las funciones:

a)flz) =1z b) f(z) =z

Solucion:
a) flz)=ulxy)+iv(xy)=|z|*=x?+y? =u(xy)=x?+y% v(x))=0. aplicando las condiciones Cauchy-

Riemman debiera ser:
E:ZJL’:DI:E~ E:E}:[ﬁ—ﬂ‘
ay oy ox
luego el tinico punto donde dicha funcion es derivable es en z= 0 y por tanto no es analitica en cualquier
punto.
b) Aplicando la primera condicion de C-R a la funcidn:
flz)=ulxy)+iv(xy)=z=x-iy =u(x)=x, v(x))=-v,
obtenemos que

cu

——1=-1 _ov para todo z.
ax ay

Asi que dicha funcion no es derivable en cualquier punto v por tanto, en cualquier punto, no es analitica.
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Propiedad fundamental de las funciones analificas.
S1una funcion es analitica en cierto domimo D | entonces posee en el mismo derivadas de todo

orden, y ellas son también funciones analiticas en el mismo domumio, ademas, sus partes reales e
immaginanas admiten denvadas parciales de cualquier orden en el dominio v todas son funciones
continuas en el mismo.
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Funciones Armonicas

Funciones armonicas.

Una funcion real u(x, 1] se dice armonica en un dominio D, si vy solo si admite derivadas

parciales segundas continuas en D, vy demas ellas satisfacen la ecuacion siguiente:

Ecuacion de Laplace
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1. Eloperador de Laplace

El operador de Laplace o Laplaciano es quizas el operador diferencial mas im-
portante de todos los operadores en derivadas parciales, no solo por sus aplicaciones
sino por el papel que juega en fendmenos mas generales. Esta definido por

n g
A=V-V=) —.

e — ade
_II'_ 1 ﬂlj—

El Laplaciano de una funcion escalar en un punto es una
medida del grado en que el valor de la funcién en ese punto
difiere del promedio de los valores de su entorno.
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Si el Laplaciano en un punto es positivo, significa que el promedio
de los valores del entorno de ese punto es mayor que el valor en
ese punto. Lo contrario ocurre cuando el Laplaciano es negativo.

Cuando el Laplaciano es igual a cero; su valor en cualquier punto
es igual al promedio de sus valores a lo largo de cualquier circulo
alrededor de ese punto, siempre que la funcidon esté definida
dentro del circulo.

En el grafico de una funcion armonica, no importa qué punto
elijamos, las imagenes de su entorno tendran en promedio el
mismo valor.

Un ejemplo de una funcion armoénica es f = f(x,y) = eX.sin(y).
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f(x,y) = ex. sin(y

.. A ELECTROMECANICA
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Mathematica/Función armónica.nb

f(x,y) = eX. sin(y)
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Las funciones armonicas estan intimamente
relacionadas con el concepto de equilibrio. La
solucion de Laplace es en realidad una solucion de
equilibrio para una ecuacién de calor, onda o difusién
(sin fuentes ni presiones externas).
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El perfil de temperatura se suaviza con el tiempo.

La magnitud del gradiente de temperatura y el flujo de calor
disminuyen al aumentar t.

Cuando t tiende a infinito, el proceso de transferencia de calor
alcanza un rendimiento decreciente. No hay mas movimiento
debido a la energia térmica.

La derivada temporal de la funcion que nos da la temperatura es
igual a cero. Y con esto, la ecuacion del calor t se transforma en
la ecuacion de Laplace.
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| as funciones armonicas también se conocen como
funciones potenciales en fisica e ingenieria.

Las funciones potenciales son utiles, por ejemplo,
en electromagnetismo, donde reducen el estudio de
un campo vectorial de 3 componentes a una funcion
escalar de 1 componente.
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\plicaci e funci spicas de | . o]

Es de fundamental importancia en la fisica, surge como por ejemplo en la

conexion con el flujo de calor vy de fluidos, asi como en los campos

gravitacionales y electrostaticos en el campo de la electricidad.

C léctri
Teoria del Potencial: Ecuacion de Laplace

&




Una aproximacion util para el calculo potencial electrico se consigue
relacionando ese potencial con la densidad de carga a la que da lugar. El campo
¢léctrico se relaciona con la densidad de carga por la relacion de divergencia

= electric field
P =charge density

y ¢l campo eléctrico se relaciona con el potencial eléctrico por la relacion de
gradiente

E=-VV

Por lo tanto, el potencial esta relacionado con la densidad de carga por la
ecuacion de Poisson.

V.vv=vy= P
f'ru




o

Ejemplo: u=x

-
ci
—=2x
o

-Cont. ¥V (In Y ]

i

No satisface la ecuacion de Laplace, no es armonica
para ningun punto del dominio.
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Ejemplo: u=¢" cosy

cu !
— =€ CcosV ——e sy
»Cont. ¥ [In.}"]

—— =—¢ CO§ Y

—_— X ~u B X ~ ] 5 — C vy » . _ k
—5=ecosy—e cosy=0 La funcion es armonica para todo (x, ).

T
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Propiedad fundamental de las funciones armonicas

Si una funcion compleja f(z) es analitica en un dominio D, entonces sus componentes real e

imaginaria son ambas armonicas en D .
H)f(z)=u+vi  analiticaen D.

T)u(x,y) A v(xy) armonicas V(x,v)eD
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Funciones armonicas conjugadas

Funciones armonicas conjucadas

Dadas dos funciones (x, 1] y v(x,y } ambas armonicas en un cierto dominio D, ellas se dicen

armonicas conjugadas si la funcién f(z)=wu+vi es analitica para todo punto del dominio D,

también se dice que una de ellas es conjugada de la otra.
La definicion anterior también implica que las componentes reales e imaginarias de la funcion
analitica de dominio D son armonicas conjugadas en el mismo.
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f(z)=x"—y"+ie"cosy

)
H=XxX —y

&y
ox’

&%y

=e'.cosy

—e .Cos Y

v=e cosy v es armoénica V' (x, y)

Son continuas "G’r[.x:,_]:) y su suma es ignala 0 V(x, _]f).

Entonces v(X.,y)= e .cos y es armonica ‘*:f[.x:,y).

-

Son continuas ‘G’r[.x:,y) y su suma es ignala 0 V(x, _}‘).

Entonces u(x.yF= x° — 1’ esarmonica ‘G’r(.x:,y).
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Problema:
Dada u(x,y) arménica V(x,y)e D (simplemente conexo), hallar sus arménicas conjugadas

V(.x,}.r) :

MATEMATICA PARA INGENIERIA ELECTROMECANICA



d 0 y o (
()= -2 gy M) gy 0




El problema inverso es: dada v(x, y) arménicamente en D, hallar las partes reales de una

funcion analitica f(=).

U A 1/ f(z)=u+vi analiticaenD.
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a) u(r.y)=y" — 3y

- e s . - ; “5 7 om
Se ve facilmente que la funcién u(r,y) = y* — 327y es armdnica en todo el

plano ry yva que:
i

ug(x,y) = —6ry
Upel X, y) = —by
U, T, y) = Jy° — 3a°

(2, y) = 6y

b

T Y
Efectivamente, u, — f (—3y2—3332).d.’l}' + / —6xydy + C
0

3 2
—3% + (—62%) + C

=32 + C = v(x,y)
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Para hallar la armonica conjugada v(z,y), procedemos a integrar

las funciones de las ecuaciones de C'auchy — Riemann,

utilizando 2 trayectorias Cy y Cy, partiendo del origen de coordenadas (0,0):

T Y
oU(x,0 oU((x,
wx,y) = / (% ).d:;c —I—f éﬁy) dy+ C
\ | 0
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Y

£L
/ (—3y2—3x?).dx + / —6rydy + C
0 0

i:'

35 + ( 6.1,.2) + C

3 —3x2 + C = v(x,y)

La funcion f(z) =y3—3z%y + i.(2°—3xy2 + C) es analitica
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