Apéndice B
Transformada de Laplace

En este apéndice se presentan conceptos basicos de transformada y transfor-
mada inversa, presentando teoremas y propiedades mds importantes del tema,
junto con algunos ejemplos. También se muestra la resolucién de ecuaciones di-
ferenciales lineales mediante la técnica de la transforma de Laplace, que resulta
de sumo interés en la teoria control lineal. Se sugiere profundizar el tema con
textos cldsicos de matematicas para ingenierias como las obras de Kreysig [45]],
Kaplan [43]], entre otros.

B.1. Introduccion

La transformada de Laplace fue desarrollada por Pierre Simon Laplaceﬂ fi-
sico - astronomo, considerado uno de los matematicos mas brillantes de todos
los tiempos.

A manera de resumen se puede decir que la transformada de Laplace presen-

ta las siguientes ventajas:

1. Puede reemplazar operaciones como la diferenciacion o la integracién con
operaciones algebraicas en el plano complejo. Con el uso de la transfor-
mada de Laplace muchas funciones como las sinusoidales o exponenciales
se pueden convertir en funciones algebraicas de una variable compleja s.

2. Permite resolver en forma ripida ecuaciones diferenciales lineales, ob-
teniéndose las componentes del estado transitorio y estacionario simul-
tdneamente. A diferencia de los métodos cldsicos que dan una solucién
general con n constantes desconocidas, la técnica de la transformada de
Laplace considera las condiciones iniciales al momento de pasar al cam-
po transformado, de manera que la ardua tarea de tener que calcular las n
constantes para un problema particular no se hace necesario.

!Pierre Simon Laplace (23/03/1749 - 05/03/1827)
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3. Permite mediante técnicas gréficas en el plano complejo y teoremas basi-
cos, predecir el comportamiento del sistema, tanto en regimenes transito-
ri0 como permanente o estacionario, sin tener que resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales.

Definicion B.1.1 — Transformada de Laplace. Sea f(¢) una funcién de
variable real tal que estd definida para 0 < ¢ < oo. Se define
1. una variable compleja s: = o + jwy,
2. el operador de Laplace £, que indica que la cantidad que le sigue ha
de ser transformada por la integral de Laplace fooo e stdt.
Luego, la transformada de Laplace de f(t) queda definida por,

F(s): = £[f(8)]: = /OOO Fl)e=tdt | B.1)

en todos los valores de s para los cuales la integral impropia converge.

Aqui, la funcién de variable compleja F'(s) es designada como la funcién de
transferencia o transformada de Laplace de la funcién f(¢).

Recuerde ademds que, una integral impropia sobre un intervalo infinito se
define como,

%) b
/ gdt = tim | g(0)dt | B.2)

b—oo J,

Si el limite (B.2) existe, decimos que la integral impropia converge de lo
contrario diverge o no existe. Nétese que el integrando de la integral impropia (1)
contiene el pardmetro s ademds de la variable de integracion t. En consecuencia,
cuando la integral @) converge, no lo hace a un niimero, sino a una funcién F'
de s.

Con el objeto de introducirnos al problema de la existencia o convergencia
de la integral de Laplace, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo B.1 Sea f(t) = 1 parat > 0. Calcule la transformada de Laplace
de dicha funcién.

De acuerdo con la Definicién (B1),

oo 1 oo
L1] :/ e stdt = [—e‘“] ,
0 8 t=0

1 1
= lim {—esu} ,

b—o0 S S

la dltima expresion resulta valida para todo s > 0, dado que para s < 0,
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o A

Figura B.1: Funcidén continua por partes. Los puntos rellenos indican los valores
de la funcién en los puntos de discontinuidad.

(1) e™*" no estd acotado cuando b — oo y para s = 0 el valor de 1/s — oo.

Por lo tanto,

1
L[1] :gparas>0 ,

quedando definida solo si s > 0. [

Antes de introducir el teorema de la existencia de la transformada de Laplace
introducimos las siguientes definiciones:

Definicion B.1.2 — Funcién Continua por Partes. Se dice que una fun-
cién f(t) es continua por partes en el intervalo a < ¢ < b si [a, b] puede
subdividirse en un nimero finito de subintervalos colineales de modo que:
1. f(t) sea continua en el interior de cada uno de esos subintervalos y
2. f(t) tenga limite lateral finito cuando t tienda a cada punto extremo de
cada uno de dichos subintervalos desde el interior.

En los puntos de discontinuidad una funcién continua por partes experimenta
saltos finitos a la izquierda y derecha de dicho punto como lo muestra la Fig.[BT]
donde los limites laterales se computan como,

fet) =lim f(f +)
fle) =1im f(f ~)

e—0
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Ejemplo B.2 Encuentre la transformada de Laplace de la funcién escal6n
unitaria desplazada en (¢ — a) esto es,

| O parat <a
u(t—a)—{ 1 parat > a

La funcién escalén desplazada toma valores O y 1 segin se indica en la
figura,

Figura B.2: Funcién escalén unitaria desplazada.

Luego,

Lu(t —a)] = /000 u(t —a)e 5dt ,

o0 1 o0
—/ e *tdt = lim [e“] ,
@ b—oo S

t=a
en consecuencia

—Ssa

£[u(t—a)]:es con s >0y a>0 .

Definicion B.1.3 — Funcién de Orden Exponencial. Se dice que una fun-
cién f(t) es de orden exponencial cuando ¢ — oo si existen constantes reales
arbitrarias y positivas M y « tales que

|f()] < Me®* . (B.3)
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Teorema B.1.1 — Existencia de la Transformada de Laplace. Si la funcién
f(¢) es continua o seccionalmente continua en todo intervalo finito para ¢ > 0
y de orden exponencial cuando ¢ — oo , entonces existe la transformada de
Laplace F'(s) = L[f(t)].

Demostracion Siendo,

F@yﬁﬁwkémf@e“ﬁ,

y asumiendo sin pérdida de generalidad que f(¢) es continua para ¢ > 0. Lue-
go, por teoremas estdndar sobre integrales impropias (la convergencia absoluta
. . . . o0 —st
implica convergencia) es suficiente para nosotros probar que [~ |f(t)e™*!|dt
existe para un s > «. De manera que,

/ Festdt < / (et

como se asume que f(t) es de orden exponencial,

> M
/ H)”W<M/ ~(s=a)tgy — P_mw$ﬂw,
0 S —«

b— o0
biunivoca Note que,
1. si s = « la integral divide por cero,
2. sis < aluego, —(s — a) >0y el limy_,oo e~ 5 0y
3. sis > aellimy_ e e ~¥0 0.
En consecuencia,

M

S —«

si s>a .

|F(s)] < /OOO |f(t)e™ " dt <

Definicion B.1.4 — Absisa de Convergencia. Dada f(t) arbitraria, existe
una absisa de convergencia absoluta a. tal que la transformada de Laplace
de f(t) es absolutamente convergente para s > «.. (con s € R) y la conver-
gencia absoluta falla para s < a.

Note que si o, = 00 entonces no hay convergencia absoluta mientras que si
a. = —oo la convergencia absoluta es para todo s.

Conclusion: La integral de Laplace converge Unicamente si la parte real de
s es mayor que la absisa de convergencia o, elegida. Con el objeto de obtener
conclusiones a cerca del comportamiento de la f(¢) desde el plano complejo, el
valor de s debe ser elegido de manera que la integral converja. Por lo tanto, si
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las condiciones enunciadas se cumplen decimos no solo que existe la transfor-
mada de f(¢) sino que existe una relacién biunivoca entre la funcién en el plano
complejo y su correspondiente funcién en el dominio del tiempo. Esto quedara
mads claro con los teoremas de valor inicial y final que se enuncian en la préxima
seccién y con la introduccién a la transformada inversa de Laplace presentada
en la seccién 6.

B.2. Teoremas Utiles

Teorema B.2.1 — Linealidad de la Transformada de Laplace. Si ay b son
constantes reales, entonces
Llaf(t) +bg(t)] = aL[f($)] +bL[g(t)] - (B.4)

para todo s tal que las transformadas de Laplace de las funciones f'y g existan
ala vez.

Demostracion La demostracion sigue la linealidad de las operaciones de
limite y de la integracion. Siendo,

£laf @) +b9(0)] = [ s () + byt e *dt .

= lim [ [af(t)+bg(t)] e *'dt .
CcC— 00 0

=a lim ft)e *'dt + b lim g(t)e stdt .

c— 00 0 c— 00 0

= aL[f(t)] + bL[g(t)] -
O

Teorema B.2.2 — Traslacion del eje s. Si F'(s) = L[f(t)] existe para s >
a, luego L[e f(t)] existe para s > a + a, y

L[ef(t)] =F(s—a) . (B.5)

Teorema B.2.3 — Traslacion sobre el eje t. Si F(s) = L[f(¢)] existe para
s > «, luego

L[ft—d)H(t—d)] = [e“F(s)] . (B.6)
cond > 0, paras > d + a.
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Esta ultima expresion establece que el desplazamiento en el tiempo en una
magnitud d de la funcién f(¢) se corresponde en el plano complejo a multiplicar
la funcién F(s) por e =%, Una interpretacion de f(t — d) es que dado un cambio
en el sistema, éste no se ve reflejado hasta d unidades de tiempo después. Por
tal razén, d es conocido como retardo de tiempo o tiempo muerto. Este teorema
es de sumo interés en ingenieria dado que un gran nimero de sistemas fisicos
presentan tiempos muertos.

Teorema B.2.4 — Teorema del valor final (TVF). Si f(¢) y f/(t) son trans-
formables por Laplace, si F'(s) = L[f ()] y si existe lim;_,~, f(t) entonces,

f(o0) = lim f(t) = lim sF(s) . (B.7)

t—o0 s—0

Note que el teorema se enuncia pidiendo como condicién que exista
lim;_, f(¢), si ésta no se cumple entonces el TVF no se aplica porque la inte-
gral de Laplace no converge.

El TVF establece que el comportamiento de la funcién f(t) en el régimen
permanente es igual a de la funcién sF'(s) en la vecindad de s = 0. De este
modo, se puede obtener el valor alcanzado por la funcién f(t) para t — oo
directamente desde campo transformado a partir del conocimiento de la funcién
sF(s).

Teorema B.2.5 — Teorema del valor inicial (TVI). Si f(¢)y f’(t) son trans-
formables por Laplace y si F'(s) = L[f(t)] entonces,

f(0T) = lim f(¢) = lim sF(s) . (B.8)

t—0+ §—00

Note que, i) el valor de la variable s arbitraria es elegido tal que s — oo en
consecuencia cualquier absisa de convergencia finita es menos que infinito. En-
tonces existe la transformada de Laplace de la funcién f(t) para s — oo siempre
y cuando esta sea continua o seccionalmente continua y de orden exponencial
para t > 0. ii) Esto ultimo no necesariamente ocurre con el TVF donde s — 0
y en consecuencia existen absisas de convergencia mayores a cero. iii) El TVI
y el TVF permiten predecir el comportamiento de un sistema en el dominio del
tiempo sin necesidad de aplicar la transformada inversa.

La Tabla[B.T|resume los teoremas mds importantes presentados en esta sec-
cién.
B.3. Propiedades de la Transformada de Laplace

m Propiedad B.1 — Transformada de la derivada. Dada una f(¢) y f’(¢) con-
tinuas o seccionalmente continuas y ambas de orden exponencial para ¢t > 0
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Tabla B.1: Teoremas Fundamentales de la Transformada de Laplace.

Teorema Funcion Transformada

Definicién de TL f(t) J et

Linealidad de TL  af(t) + bg(t)  aF(s)+ bG(s)
Traslacién en s [e=at £ (1)] F(s +a)
Traslacionens  [f(t —d)H(t —d)]  [e=%F(s)]
TVF 1m0 f(£) lfm,_o sF(s)

TVI lmy_,o+ f(t) im0 $F(s)

luego, L[f'(t)] existe para s > «, y

LI @] = sF(s) = f(0) (B.9)
donde F'(s) = L[f(¢)].

Demostracién Asumamos sin pérdida de generalidad que f(t) es continua

parat > 0. Luego,
o0
= [ fwe
0

mediante un cambio de variables (u = e*t y dv = f’(t)dt) e integrando por
partes (uv — [ vdu)

(0] = FBe e
— 0= f(t)]mo — (- / F(t)e "t

Considerando la definicién de la transformada de Laplace de f(t), la dltima
expresion resulta,

LIf'(1)] = sF(s) = £(0) .

Corolario (Transformada de la derivada enésima). Dada una f(t) y sus
n—1derivadas continuas o seccionalmente continuas y todas de orden exponen-
cial para los mismos valores de M'y o segiin @) yparat > 0 luego, L[f (1)]
existe para s > o'y
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LIFM ()] = s"F(s)—s" L f(04+) —s" 2 f104) —---— fP71(0+) , (B.10)
donde F(s) = L[f(t)]yn € RT

Demostracién Asumamos sin pérdida de generalidad que f(¢) es continua

parat > 0. Luego,
= / (e stat ,
0

mediante un cambio de variables (u = e — st y dv = f”(¢)dt) e integrando por
partes

LU W) = (e[ / ) (—se— ) dt |
= 0= f/ (Do — (- / ft)etat
— —J(0) + SLIF(D)]

reemplazando (B.9) en la tltima expresion se tiene,

L") = =1(0) + s[sF(s) = f(O)] ,
= s"F(s) — sf(0) = f'(0) .

Generalizando el procedimiento para derivadas sucesivas y aplicando una
ley recursiva se demuestra que,

E[f(n)(t)] _ SnF(S) o Sn—lf(0+) _ Sn_2f1(0+) . fn—l(o-‘r) .

O

m Propiedad B.2 — Transformada de la integral. Dada una f(t¢) y su integral
continuas o seccionalmente continuas y ambas de orden exponencial parat > T
luego,

z:/ 10 ) , (B.11)

para s > a y donde F'(s) =
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Demostracién Dado que f(t) es continua o seccionalmente continua se pue-
de afirmar que fot FXN)dX = g(t). Luego por célculo ¢'(t) = f(t) y g(0) =0
de modo que,

LIf®)] = LIg'(1)] = sLg(t)] — g(0) .

Siendo g(0) = 0 y reemplazando la expresion de g(¢) en la dltima igualdad

P = st [/Otf()\)dA] :
c Uotf(A)dA] = éﬁ[f(t)] ;

y teniendo en cuenta que por definicién F'(s) = L[f(t)] la demostracién queda
completa. [

m Propiedad B.3 — Multiplicacion port. Si F(s) = L[f(t)] luego,

en consecuencia,

dF(s)

Ltf(t)] =- . B.12
(o) =~ .12
para s > a.
Demostracion Sea F(s): = [~ f(t)e™*'dt luego,
—stdt
ds ds/ 1(#)

:/O“js rtetar) = [T po)ear

de modo que por definicién de la transformada de Laplace de una funcidn,

cirf) = -

|
Corolario (Multiplicacién por t™ ). Dada una f(t) continua o seccional-
mente continuas 'y de orden exponencial parat > 0 luego,

n d"F(s)
dsm

LI f(t)] = (-1) (B.13)

conn € Rty F(s) = L[f(t)].

) continua o seccionalmente conti-

Demostracién Sea g(t) = tf(¢) con g(t
t)]. Luego,

co
nua y de orden exponencial y G(s) = L[g(
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4
ds

= /OOO % [g(t)e *'dt] = /OOO [—tg(t)] e *'dt .

G(s)] = d% /0 T Gtyetat

Por otro lado,

G(s) = Llg(t)] = L[t (B)]
y teniendo en cuenta la Prop.

G(s) = - [F(5)
Luego,
dii [G(s)] = % {iF(s)} S /0 [L2£(1)] e*tdt .

Teniendo en cuenta la definicién de transformada de Laplace,

IR = (-1 L7 (1)

Continuando con el mismo procedimiento y aplicando una ley recursiva se
demuestra que,

L) = ()L )]

La Tabla [B.2] resume las propiedades mds importantes tratadas en esta sec-
cion.

B.4. Transformada de Funciones de Uso Comun

B.4.1. Funcion exponencial
Sea la funcién exponencial,
£(0) 0 para t <0 (B.14)
Ae t para t >0 '

donde A y « constantes reales.
La transformada de Laplace de la funcién f(¢) puede obtenerse como sigue,
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Tabla B.2: Propiedades mds comunes de la Transformada de Laplace.

Propiedad Funcién Transformada

Cambio de Escala f(at) S O0]

Primera Derivada dfd—(tt) sF(s) — f(0)

Segunda Derivada % s2F(s) — sf(0) — f'(0)

Enésima Derivada APLO) s"F(s) —s"Lf(0T)—
)

Multiplicacién por ¢ [t f(1)] (-=1)" d;f,ﬁs)

Divisién por ¢ ft)/t [ F(s)ds

Integral Indefinida Jf@) L1F(s)+ 1f71(0)

Integral Definida fot f(t)dt 1F(s)

Integral f1(t) * fa(t) F1(s)Fs(s)

de Convolucién = [T FiN) fa(t — X)dA Fi(s)Fy(s)
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fo A jo A

o >0

> >
t c

S=-0 S=a

Figura B.3: a) Representacion grifica de la funcién f(¢) en el tiempo. b) Ubica-
ci6n del polo de la funcién de transferencia F'(s) paraw < 0y v > 0.

A

. B.15
S+« ( )

o0 (o)
L[Ae™] = / Ae~te™dt = / Ae~(o+9)t g —
0 0

con s > —a« . La Fig. muestra en forma esquematica la respuesta en el
tiempo de f(t) para @« > 0y @ < 0. Como puede verse la transformada de
esta funcién genera en el plano complejo un polo[|en s = —a con o > 0 en
el semiplano C~ mientras que se obtiene un polo en s = —a con o < 0 que
pertenece al semiplano Ct.

Mais adelante veremos como la estabilidad de los sistemas lineales estd aso-
ciada a la ubicacién de los polos en C~ y C™.

Recordando el teorema de la existencia de la transformada de Laplace, pedi-
mos que la parte real de s sea mayor que la absisa de convergencia .. Para este
caso en particular note que, i) el TVI y el TVF se cumplen para o > 0 mientras
que ii) el TVF no se cumple para o < 0.

B.4.2. Funcién escaléon
Sea la funcién escalénE]de amplitud A,
0 parat<O
f(@) { A parat>0 (B.16)

donde A € R, constante y distinta de cero. Suponiendo como caso particular y
sin pérdida de generalidad que A > 0 luego, dicha funcidn tiene la representa-
cion gréfica de la Fig.[B.4]

2En teoria de control lineal se designa como polos a las raices del denominador de la funcién de
transferencia.

3En la bibliograffa se suele encontrar a la funcién escalén de altura A escrita como f(t) =
AH (t), donde H (t) es la funcién escalén unitaria, la que toma como valores extremos 0y 1. La
funcién H (t) es también conocida como funcién de Heaviside.
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fOA

Figura B.4: Representacion grafica de la funcién escalén de amplitud A.

fOA

A>0

Figura B.5: Representacion grafica de la funcién rampa con pendiente A.

La transformada de Laplace de la funcién f(¢) puede obtenerse como sigue,

L [Ae_"‘t] = / Ae~stdt = ? (B.17)
0

donde dicha transformada existe paratodo s > 0y s € R.

B.4.3. Funcién rampa
Sea la funcién rampa con pendiente A,
0 parat<0
t B.18
1® {At para t >0 ( )

donde A € R, constante y distinta de cero. Ademas, sin pérdida de generalidad
para este ejemplo se asume A > 0 como se indica en la Fig.
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Luego, mediante un cambio de variables (u = Aty dv = e~5'dt) e inte-

grando por partes,
o0 A —st
- / © it
O _S

L[At] = /Ate*stdt

—st
A A
cons > 0.

Similarmente al caso anterior la transformada existe sis > 0y s € R.

B.4.4. Funcion sinusoidal

Sea la funcién sinusoidal,

£ 0 para t <0 (B.19)
Asin(wt) para t >0 '

donde A y w constantes reales y sin pérdida de generalidad mayores a cero.
Siendo sin(wt) = (e/** — e79*") /2] luego,

L [Asin(wt)] = % (79 — e=99t) et dt
0
A 1 A 1 Aw

27 (s —jw) 27 (s+jw) s2+w?

B.4.5. Funcién pulso
Sea la funcién pulso (Fig[B.6),

£ {0 para t <0y t > tg (B.20)

Altg para 0 <t < o0
con A y to constantes reales.

La funcién pulso se puede considerar como una funcién construida con otras
dos funciones escal6n de acuerdo con la Fig.

£ = S H() - %H(t ) . (B.21)

Luego, la transformada de Laplace de f(t) se calcula como sigue,

£l = £ || - 2| e - )

0 0
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oA

A/t0 »—T

Figura B.6: Representacion gréifica de un pulso de amplitud A/¢t,.

i) A
Al
& >
0 1 t
“Alt ] ___ 4
0 A4

Figura B.7: Funciones escal6n unitaria H (t) y escaln unitaria desplazada H (t—
to). Donde, la suma algebraica de ambas funciones escalén dan como resultado
la funcién pulso representada en la Fig. [B.6]
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S(OA fOA

o A €
1/e{------ C——

P
0 a—¢€¢/2 a a+¢/2

»
>
t

Y

0

Figura B.8: Representacion grafica de la funcién delta de Dirac.

A A A
= ———e=—(1-e"") . (B.22)
toS t()S toS

donde para computar la transformada de Laplace del escal6n unitario desplazado
(H (t — t)) se aplico el teorema de traslacién en z.

B.4.6. Delta de Dirac

Primeramente se introduce una definicién de la delta de Diracﬂ antes de pro-
ceder al calculo de su transformada.
Definicion B.4.1 — Delta de Dirac. La funcién delta de Dirac esta definida
como,

f(t){ 0 parat=#0 . (B.23)

oo para t =0
de tal modo que fj;o S(t)dt = 1.

La Fig.[B.8(a) representa en forma gréfica a la delta de Dirac.

Luego, en primer lugar para el cdlculo de la transformada de Laplace de la
funcién Delta de Dirac se va a considerar la funcién pulso desplazadaent = a
de la Fig. [B8[b) donde se considera que ¢ — 0. Luego, de la definicién de la
transformada de Laplace,

00 a+te/2 1
LIt —a)] = / 5(t — a)e=*" = lim Lo-st
0 T0Ja—e/z € (B.24)
= lm i (efaeres/Q o efasfes/2)
e—0 €8

Abhora, considerando la diferencia de exponenciales de la ecuacién anterior,

efas+es/2 7 efasfes/2 — s (663/2 o 6768/2) )

4Estrictamente, la Delta de Dirac es un funcién generalizada
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Luego, desarrollando en serie de Taylor las exponenciales dentro del paréntesis
de la ecuacion anterior,

1 2 1 3
668/2_6765/2 :1_‘_2_‘_7(65) +7(g) i

B 2 r€s\3
—es—|—§(—> + ...

Reemplazando en la expresion (B.24) de la integral de Laplace de la delta de
Dirac ,

e—0 €S 31\ 2

i g i o (2 ()7
—0

767048

Por tltimo, a partir de la ecuacién anterior y particularmente para a = 0 la
transformada de Laplace de la delta de Dirac resulta,

L] =1 . (B.26)

La Tabla [B.3] muestra la Transformada de Laplace de funciones mds cono-
cidas existiendo en la bibliografia clasica del tema tablas mds completas que la
aqui presentada (Spiegel [|83]], Kreyszig [45]], entre muchos otros).

Comandos de Octave relacionados al tema

A continuacién se presentan comandos de Octave para computar la transfor-
mada y transformada inversa de Laplace.

Comando

laplace(f) Computa la transformada de Laplace de la funcién £

ilaplace(Gs) Computa transformada inversa de Laplace de la funcién Gs
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Tabla B.3: Propiedades mds comunes de la Transformada de Laplace.

Func. Transf. | Restric. Func. Transf. Restric.
f@) F(s) en s f(@) F(s) en s
a(t) 1 esin(wt) | g | s>a

1 2 s>0 e~ sin(wt) Grapia® | 8> @

et — s>a evcos(wt) | iyprr | s> a

e~ — e~ % cos(wt) (54_2)% s> —a

t = s>0 e~ sinh(bt) m s> |al

t", n e Nt s,’,’% §>0 e eosh(bt) | i | 5> lal

sin(wt) T s>0 tsin(wt) (SQi—“’;z)g s>0

cos(wt) e s>0 t cos(wt) ﬁ; s>0
sinh(bt) = s> |b|
cosh(bt) st s> |b|
te® (=1 s>a

te—t ﬁ s> —a
et # s>a

Ejemplo B.3 Determine la transforamada de Laplace de la funcién f(t) =
be~*cos(3t) mediante tablas y comandos de Octave.

Aplicando transforamada de Laplace a la funcién f(¢) y teniendo en cuen-
ta la Tabla[B3]

F(s) = L[f(t)] = L[be™*cos(3t)]

= bLle" “cos(3t)] = (sz-(sa)—ti)?,?
_ _Heta)
 (s+a)2+9

Los comandos de Octave para este ejemplo se indican a continuacion.

Algoritmo B.1: Cédigo de Octave del Ejem. B.3.

1| clear all, clc
pkg load symbolic

% defino variables simbolicas
syms a b t

A A W R
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7| % Defino la funcion temporal

g| f=bsxexp(—axt)*cos(3*t)

10| % Computo la transformada de Laplace
11| laplace (f)

En la ventana de comandos de Octave se presenta la siguiente respuesta:

OctSymPy: Communication established. SymPy v1.1.1.

f = (sym)

-a.t
b.e .cos (3.t)
ans = (sym)

B.5. Funciones Generalizadas

A partir de los 50 los matemadticos han desarrollado varias teorias rigurosas
con objetos llamados funciones generalizadas (o distribuciones). Una de ellas es
la conocida funcién delta de Dirac.

Las funciones generalizadas pueden sumarse, restarse y multiplicarse por
constantes. También es posible, bajo condiciones adecuadas, multiplicar una
funcién ordinaria por una funcién generalizada. Asi,

6(t =) f(t) = f(£)o(t —¢) = fe0)d(t —c) .

siempre que f(¢) sea continuaen ¢ = 0y en ¢ = ¢ respectivamente.
También, sia < 0 < b,

b b b
/ o()8(t)dt = / 9(0)5(t)dt = g(0) / 5(t)dt = g(0) .

y en general, sea a < ¢ < b luego,
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/ g(B)5(t — e)dt = g(c) . B.27)

Ejemplo B.4 Calcular la L[6(t — ¢)] y 1a L[6(¢)].

Por definicién de transformada de Laplace,

Lot —c)] = / 5(t—c)e "tdt .
0
considerando la Ec. (B.27) se puede escribir,

b
L[6(t —¢)] = lim S(t—c)e Stdt = e3¢ .

b—o0 Jq
Asf, para el caso particular donde ¢ = 0,
oo

L[5(t)] = lim St)e tdt=e""=1 .

e—=0" J¢

B.6. Transforada Inversa de Laplace

En la préctica resulta de importancia recuperar f(t) a partir de su transfor-
mada de Laplace F'(s). Para ello, introducimos el siguiente teorema:

Teorema B.6.1 — Unicidad de la Transformada Inversa de Laplace. Su-
poéngase que las funciones f(t) y g(t) satisfacen la hipétesis del teorema 1.1,
de modo que sus transformadas F'(s) y G(s) existen. Si F(s) = G(s) para
toda s > ¢ (para alguna c), entonces f(t) = ¢(t) siempre que f y g sean
continuas.

Este resultado es vadlido para funciones continuas por tramos si cada punto de
salto le asignamos como valor de la funcién el promedio de los limites izquierdo
y derecho.

De acuerdo con el Teo. [B.6.1] podemos hablar de transformada inversa de
una funcién F'(s) y la dnica f(t) tal que L[f(¢)] = F(s). En consecuencia
escribimos,

f(t)=L7MF(s)] . (B.28)
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B.7. Resolucion de Ecuaciones Diferenciales

Considere la ecuacion diferencial ordinaria (ODE) de un problema lineal
invariante en el tiempo (LTI) genérica

Y™ () +ary " )+ A an_1yD @) +any(t) = boul™ (#) by (1) +

+ by () + bpult) (B.29)

con a, # 0y by # 0y por simplicidad asuma condiciones iniciales nulas.
Luego, aplicando transformada de Laplace y reordenando se obtiene una funcién
de transferencia,

Y(S) . bos™ + blsmil + -+ b1+ by,

, B.30
Ul(s) s+ ars" 4t an-1s +ay (330

Y(s)=G(s)U(s) . (B.31)

La funcién G(s) es designada funcién de transferencia del sistema y es igual
a la salida Y (s) para cuando se tiene como entrada una funcidn delta de Dirac.

Finalmente, la y(t) es encontrada como la transformada inversa de la expre-
sién (B.31) para una dada U (s). Esto es,

y(t) = L7HG(s)U(s)] - (B.32)

El esquema de resolucién de una ODE lineal de grado n puede ser resumido
como se muestra en la Fig[B.9

En cuanto a la transformada inversa, después del tratamiento algebraico de
la ecuacién en s, usualmente aparecen funciones que pueden expresarse como
un cociente de polinomios, y que no siempre estan en tablas. En ese caso, para
poder encontrar la y(t), se utiliza el método de descomposicién en fracciones
parciales, que permite obtener una expresion de Y'(s) como una suma de fun-
ciones simples basadas en las raices del polinomio del denominador de la fun-
cién de transferencia original. As{, la solucién de la ecuacién diferencial estard
compuesta por la combinacidn lineal de las transformadas inversas de funciones
simples que se encuentran en las tablas elementales de TL.

En sintesis, la técnica para encontrar y(t) consiste en los pasos que se deta-
1lan en el siguiente procedimiento:
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Dominio del Tiempo

Dominio Complejo

Representacion via ODE,

Y'(0) + aly(”"’ (O + ..t a, y(O)= u(r)

Transformacion

Representacién via funcién
de Transferencia
Y(s) = G(s)U(s)

Transformacién
Inversa

Representacion via
funcién temporal,

(0 = flt,u)

Figura B.9: Representacion esquematica de la metodologia de resolucion de una
ODE lineal de grado n.

Procedimiento B.7.1

Paso 1 Dada una ODE y sus condiciones iniciales aplique la transformada
de Laplace a dicha ecuacion.

Paso 2 Aplique el método de descomposicion en fracciones parciales (ver
Apéndice[A) similarmente al aplicado en cdlculo elemental.

Paso 3 Determine transformada inversa de Laplace a cada uno de los tér-
minos basdndose en las tablas adjuntas en este apéndice o las existentes
en libros de matematicas para ingenierias.

Ejemplo B.5 Sea, ¢'(t) + Ay(t) = wu(t) con y(0) = 0y u(t) = H(t). a)
Obtenga la y(t). b) ;Cémo es la evolucién en el tiempo de y(t) para t > 0?.

Aplicando transformada de Laplace a la ODE se tiene,
Lly' ()] + AL[y(®)] = LIH(#)] -

Teniendo en cuenta, i) la Propiedad 1 L[y'(¢)] = sY(s) — y(0) y ii)
L[H (t)] = 1/s luego, reemplazando se llega a,
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1
sY (s) —y(0) + XY (s) = S
Siendo y(0) = 0 y reordenando se tiene,

1
Y(s) = SN

Aplicando las técnicas de expansion en fracciones parciales (ver apéndice
A),

1 A B
Y = — = — _—
() s(s+A) s+s+)\
donde,

1 1
A = lim sY (s) = lim
5—0

s50S+ A A
y

1 1
B — 1/ ; = 1, _= ——
s—1>I£l)\(S T A) (S) 9—1>H—1)\ S A

Reemplazando en la expresién de Y (s) se tiene,
1 /A 1/A
Vo L1 n
s(s+A) s s+ A
Aplicando transformada inversa de Laplace

_ S [1/A [ 1/A

1y _ 1A 1
)=t 2] - ot [ ]
y segun tabla de transformada,

y(t) =

(1 = e_”) .

> =
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/A

u(®) A

U(s) 1 Y(s)
—> >

Figura B.10: Diagrama de bloques del sistema y las respuestas en el tiempo
de la funcién de entrada u(t) y la salida y(t).

Note que si se aplica los teoremas de valor inicial y final resulta,

TVL: y(0") = tlgr(l) y(t) = lim sY(s)

S—» 00

.1 _
:hmx(lfe At):()

t—0
1
= 1/ _— = O
TPy

(ambas ecuaciones verifican el mismo resultado).

TVF: y(co) = lim y(t) = lim sY (s)

t—o0 s—0

i Ly L
fhm)\(l e )7}\

t—o0

1 1
=lim gp———= = —
s—0 /é(s + )\) )\
(ambas ecuaciones verifican el mismo resultado).
Los resultados alcanzados por los teoremas verifican las condiciones ini-

ciales y finales presentadas en la Fig. [B-10] n

Ejemplo B.6 Considere la funcién de transferencia del Ejem. [A.2] Obtenga
la transformada inversa de Laplace en forma analitica y verifique su resultado
con comandos de Octave.

Teniendo en cuenta la expansion en fracciones pariales hecha en el Ejem.
[A72) y aplicando transformada inversa de Laplace considerando al mismo
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tiempo con la Tabla[B.3]

=3¢t —3e7 % — ote™ %

A continuacion se muestran los comandos de Octave para este ejemplo.

Algoritmo B.2: Cédigo de Octave del Ejem. B.6.

clear all, clc
pkg load symbolic

1

3

3

4] % defino variables simbolicas
s| syms s
6
7
8

Gs=(s+4)/((s+1)*(s+2)"2)

ol ilaplace (Gs)

La ventan de comandos de Octave informa lo siguiente:

OctSymPy: Communication established. SymPy v1.1.1.
Gs = (sym)

ans = (sym)
t 2.t
(=2.t + 3.e - 3).e
Coincidiendo los resultados con el cémputo analitico. [

B.8. Penesemos

1. (Es correcta la siguiente expansion en fracciones parciales?
OSi ONo

K, (s+z) A B
GroGsib)+K  (+ta) 5+

con z, a, b, Ay B constantes reales.
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2. ;La transformada de Laplace de las siguiente funcién es correcta?
OSi ONo

k w

g[ke*m sen(wt)] = (S n 9) (82 +w2)

3. Un sistema cuya funcién de transferencia es G(s) = 0 es exitado

10

$2445+5)
con una entrada de forma u(t) = e~ sen(2t). El valor final alcanzado por
la salida en estado estacionario es:

Ol. O infinito.
0 20/25. O ninguna es correcta.
0 25/20.

Nota. La transformada de Laplace de £ [e ™" sen(at)] = vl

(G
4. La transforamda inversa de Laplace de .2~ 1[sY (s)] = y/(t) +y(0T) con
y(0*)#£0. OSi ONo

B.9. Problemas

Transformada de Laplace

Problema B.1 Defina la Transformada de Laplace de una funcién f(¢) cual-
quiera. /Qué debe cumplirse para que la Transformada de Laplace exista?
Problema B.2 Demostrar que: % [t" f(t)] = (71)"%
Problema B.3 Determine la Transformada de Laplace de las siguientes funcio-
nes mediante el uso de la definicién de la integral de Laplace:
(a) Escalén: f(t) = kH(t)
(b) Rampa: f(t) = ktH(t)
Luego, obtenga la transformada de Laplace de las dos funciones anteriores mul-
tiplicadas por e~%‘, mediante el primer teorema del corrimiento.
Problema B.4  (a) Determine la transformada de Laplace de la funcién pulso
representada en la Fig. [B.6 mediante el uso de tablas de transformadas.
(b) En base al anterior resultado determine la transformada de Laplace de la
delta de Dirac.
(c) Luego, estudie a través del primer teorema del corrimiento, el efecto de
multiplicar la funcién delta por e~4¢.
Problema B.5 Mediante el uso de tablas de transformada de Laplace, encuentre
la transformada de las siguientes funciones:
(@) f(t)=2te 2 +6
(b) f(t) = 3(e™® —te™)
© f(t)=(1+te")?
Problema B.6 Verifique los teoremas del valor inicial y final con las siguientes
funciones.

(@ fi(t)=e?
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(b) fa(t)=1—e"

Para el célculo de la Transformada de Laplace utilice las tablas y verifique
el resultado aplicando la definicién matematica.
Problema B.7 Encuentre la transformada de Laplace de las siguientes funciones
mediante el uso de los teoremas de desplazamiento:

e"(t72  vi>2
2. fat) = e=2 cos(t)
Problema B.8  (a) Calcule la transformada de Laplace de la funcién f(t) =
e 2t sen(4t).
(b) Grafique dicha funcién en el dominio del tiempo.
(c) Verifique los teoremas del valor inicial y final.
Problema B.9 Dada la funcién f(¢) definida para ¢ > 0,

f(t) = 4e™>" 4 6t° — 3tsen(4t) 4 2 cos(2t).

(a) Encontrar la transformada de Laplace de dicha funcién.
(b) Graficar cualitativamente cada uno de los sumandos en el dominio del
tiempo.
(c) Aplicar los teoremas del valor inicial y final. Extraiga conclusiones.
Problema B.10 Encuentre las transformadas de Laplace de las siguientes fun-
ciones mediante el uso del teorema del desplazamiento:

5t V 0<t<1
(@ f()=< b V 1<t<2
0 V t>2
0 vV 0<t<1
t+1 V 1<t<3
®) f(t) = 4 vV 3<t<4
0 vV t>4
Problema B.11 LaFig.[B.TT|muestra el perfil de temperatura que debe seguir un
reactor batch durante los procesos de arranque, operacioén y parada del mismo.

Determine la transformada de Laplace de la funcién de temperatura de refe-
rencia para el reactor.
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34 T T T T T T T T T

33 1

32| ]

31 1

Temperatura ([°C])

24 i i i i i i i i i
20 40 60 80 100 120 140 160 180

Tiempo ([s])

200

Arranque? Operacién Parada

Figura B.11: Perfil de temperatura del reactor quimico (para mds detalles ver

(2D.

Transformada inversa de Laplace

Problema B.12 Estudie a través del segundo teorema del corrimiento que ocurre
en el dominio del tiempo si la transformada de Laplace de las funciones delta,
escalén y rampa se las multiplica por e .

Problema B.13 Existe una correspondencia entre la ubicacion de las raices de
denominador de una funcién de transferencia G(s) en el plano complejo y la
respuesta temporal correspondiente a la transformada inversa de dicha funcidn.
Relacione y esquematice ambas para los casos en que G(s) tiene:

(a)
(b)
(©)
(d)
(e)

una raiz real negativa,

una raiz real positiva,

una raiz simple en s = 0,

dos raices mdltiples en en s = 0,

un par de raices complejas conjugadas con; 1) parte real positiva, 2) parte
real negativa y 3) parte real nula.

Problema B.14 Encontrar las transformadas inversas de Laplace de las siguien-

tes funciones:

@ G(s) = Grayees)
(b) G(s) = ﬁ
© G() = Grprern
@) G(s) = 3 Gt
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_ s—1
© G(3) = iz ) o )
Problema B.15 Obtenga la transformada inversa de la siguiente expresion:

s24+9s+19

Y(S):(s+1)(s+2)(s+4)

Problema B.16 Encontrar la transformada inversa de las funciones G (s) =
1/(s® — 27) y Ga(s) = s/(s®> — 27). Luego, haciendo uso de alglin teorema
calcule la transformada inversa de G5 a partir de G.

Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales a coeficientes
constantes

Problema B.17 Resuelva el Ejem. considerando u(t) igual a una funcién
rampa con pendiente k.
Problema B.18 Sea, y"(t) + 2y'(t) 4+ 5y(t) = u(t) con y(0) = ¥'(0) =0y
u(t) = H(t).

(a) Obtenga la y(t).

(b) ¢ Cémo es la evolucién en el tiempo de y(t) para t > 0?

(c) Resuelva usando cédigos de Octave y Maxima.
Problema B.19 Considere el sistema masa-resorte de la Fig.[B.12]

u(t)

min g, mdx
P

i
<«

Y

Figura B.12: Sistema masa-resorte.

que puede ser modelado aceptablemente bien por la ecuacién diferencial,

Mz (t) + B2 (t) + kx(t) = u(t)

teniendo como condicién inicial, zy = z(0) = 2/(0) = 0y, M = 1[Kg],
B=0,1,k=1,yu(t) = H(t).
(a) Mediante el uso de la transformada de Laplace resuelva la ecuacion dife-
rencial.
(b) Basandose en la funcién de transferencia, aplique los teoremas de valor
inicial y final, asumiendo una entrada escal6n de amplitud unitaria.
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(c) Prediga mediante un grafico a mano alzada la respuesta dindmica del sis-
tema frente a la entrada u(¢) propuesta en el inciso|(b)
(d) Verifique la respuesta dindmica predicha mediante una simulacién con
Octave.
Problema B.20 Resuelva las ecuaciones diferenciales definidas parat > 0 que
se detallan a continuacién mediante transformacién de Laplace.

(@) y"(t)+5y(t) +4y(t) = e tu(t), sujeto a y’(0) = y(0) = 0y u(t) es un
escalén unitario en t = 0.
() y'(t) +6y'(t) + 9y(t) = e~ ", sujeto a y'(0) = y(0) = 0.
(© y" +y — 2y = 2t; sujeta a las condiciones iniciales y'(t) = y(t) = 0.
(d) y’+4y'+3y = te ! dondey := y(t) y sujeta a las condiciones iniciales
y(0) = y(0) = 1.
Problema B.21 Para la siguiente ecuacion diferencial:

y' +y +dy = 3u +2u

sujeta a las condiciones iniciales y'(0) = y(0) = 0, donde y := y(t) y
u = u(t) = e 3t parat > 0:

(a) Resuélvala utilizando transformada de Laplace.

(b) Basédndose en la expresion de y(t) analice el comportamiento de cada uno
de los términos y su aporte al régimen transitorio y al estacionario.
Problema B.22 Resuelva la siguiente ecuacion diferencial mediante la transfor-

macién de Laplace:

y" (1) + 2y (1) + 5y(t) = u(t)

5tV 0<t<1
donde u(t) = 5 V 1<t<2 vy las condiciones iniciales son
0 V t>2

y'(0) = y(0) =0.
Problema B.23 Resuelva la siguiente ecuacién diferencial utilizando Transfor-
mada de Laplace:

y'+2y +5y = u

sujeta a las condiciones iniciales y'(t) = y(t) = 0, y u(t) de acuerdo con la Fig.

B.13l
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u(t)

e

0 1 t

Figura B.13: Funcié6n fuerza u(t)

Problema B.24  (a) Encuentre la transformada de Laplace de y”(t) +
2Cwny (t) + w2y(t) = u(t) con y(0) = a e y'(0) = b, siendo a, b, ¢
y wy, constantes reales y u(t) = H(t).
(b) Considere ( =1, w,, =1, a = 0y b = 0 y resuelva la ecuacién diferen-
cial.
(¢) Considere ¢ = 0,5, w, = 1,a = 0y b = 0y resuelva la ecuacion
diferencial.
Problema B.25 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales me-
diante la transformacién de Laplace:

2/ (t) = 2z — 3y,

y'(t) =y — 2,
con z(0) = 8 e y(0) = 3.
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