Capitulo 4

Transformada de Laplace

La Transformada de Laplace es la herramienta de preferencia en el analisis de sistemas
lineales e invariantes en el tiempo. Se le atribuye a Pierre-Simon de Laplace (1749-1827),
a pesar de que se ha sugerido que esta transformacién integral fue propuesta por Leonhard
Euler (1707-1783) [24]. El uso difundido de la ahora llamada transformada de Laplace en
ingenieria se debe al ingeniero inglés Oliver Heaviside (1850-1925) quien utiliz6 un método
similar para la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes.
Sus desarrollos carecian de rigor matematico, por lo que no fue sino hasta que sus métodos
demostraron gran utilidad practica que los matematicos prestaron atencion a sus métodos
y buscaron justificacién tedrica, que fue encontrada en el trabajo de Laplace [8].

La transformada de Laplace puede interpretarse como una generalizacion de la transfor-
mada de Fourier, que permite manejar problemas no tratables con esta ultima. El paso
clave ocurre con la observacion de que muchas de las propiedades de la transformada de
Fourier se conservan si en vez de utilizar una frecuencia puramente imaginaria jw, se uti-
liza una frecuencia compleja s = 0 + jw, con 0 = Re{s} y w = Im{s}. Asi, la frecuencia
pasa de ser un valor en una recta, a un valor en el plano complejo s. Puede demos-
trarse que las funciones exponenciales complejas e* siguen siendo funciones propias de un
sistema LTI, hecho en el cual se basa toda la aplicacién practica de esta transformada.

Se distinguen dos versiones de la transformada de Laplace: bilateral y unilateral. La
primera esta directamente relacionada con la transformada de Fourier, y la segunda es la
herramienta ampliamente utilizada en ingenieria, que se deriva de la transformada bila-
teral para senales causales. Aqui se revisaran ambas para brindar el panorama completo.
En la literatura de ingenieria, la mayoria de las veces en que se habla de “transformada
de Laplace” se hace implicitamente referencia a su version unilateral.
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198 4.1 Transformada bilateral de Laplace

4.1 Transformada bilateral de Laplace

En el capitulo anterior se defini6 la transformada de Fourier como

X(jw) = /_OO z(t)e vt dt

La transformada de Laplace se obtiene ampliando la recta de frecuencias complejas jw al
plano complejo s = 0 + jw, donde ¢ es ahora un nuevo componente real de la frecuencia.
Asi, la transformada de Laplace se define como:

X(s) = /_OO x(t)e ™ dt (4.1)

o0

De forma similar a la transformada de Fourier, se utiliza aqui la notacién . {-} para
denotar al operador que transforma la senal en el tiempo, a su equivalente en el plano de
frecuencia compleja s:

X(s) =2 {=(t)}
La relacién entre el dominio temporal y de frecuencia compleja se denota como

2(t) o e X (s)

o simplemente
z(t) o—e X (s)

si el contexto lo permite.

Notese entonces que se cumple

LA} —j = X(9)]ozj = F {2(1)}

Por otro lado

LA{x(t)} = X(s) = X (0 + jw) / z(t)e”TH g
— /OO .T —crt —]wt dt
— /OO fot 7jwt dt

_ Beot)

lo que quiere decir que la transformada de Laplace puede interpretarse como la transfor-

mada de Fourier de la funcién z(¢) multiplicada por una sefial exponencial real e~

que
sera creciente o decreciente dependiendo del signo de o. De hecho, este producto entre
x(t) y la funcién “de ponderaciéon” e~°" fue el punto de partida de Heaviside para su pro-
puesta inicial: si x(t) no tiene directamente transformada de Fourier, puede conseguirse
indirectamente la tenga si se multiplica por una funcién monoténicamente decreciente (o

creciente) conocida, como e~ 7"
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4 Transformada de Laplace 199

Ejemplo 4.1 Calcule la transformada de Laplace de la funcién z(t) = e~ u(t).

Solucidn: Se tiene que

ZL{x(t)} = /_OO e u(t)e " dt

:/ e et qt

0

[
0

e—(ats)t o0

a—+ S 0
1 — e—(a+s)oo

a-+s

Se debe evaluar la convergencia del término e~(*+$)° Descomponiendo el exponente en
sus partes real e imaginaria y considerando s = o + jw se tiene

6—(0,—1—5)00 —(Re{a}—l—cr)ooe—j(lm{a}—l—w)oo

=e
donde el segundo factor no converge; sin embargo, puesto que su magnitud es uno, la
convergencia del producto depende del primer factor: si Re{a} + o > 0, esta expresion
converge a cero, si Re{a} + ¢ < 0 diverge hacia infinito, y si Re{a} + 0 = 0 entonces el
producto simplemente no converge.

Esto quiere decir que

L {2(t)} = a%s o> — Re{a}

Este ejemplo pone en evidencia que la transformada de Laplace involucra no solo la
expresion algebraica en el dominio s, sino ademas la regiéon de convergencia en dicho
plano, abreviada con ROC, por sus siglas en inglés (Region of Convergence). Obsérvese
que el caso Re{a} < 0 representa una regién de convergencia que excluye al eje jw, y
por tanto la funcién z(t) no tiene transformada de Fourier. Este caso corresponderia en
el tiempo a una exponencial monoténicamente creciente, lo que viola las condiciones de
Dirichlet de integrabilidad absoluta. El préximo ejemplo pone en evidencia la importancia
de la regién de convergencia.

Ejemplo 4.2 Calcule la transformada de Laplace de la funcién z(t) = —e™*u(—t).

Solucion: Se tiene que

ZL{x(t)} —e "u(—t)e " dt

0
= / —e et dt
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200 4.1 Transformada bilateral de Laplace

0
- / et gy

e~ (a+s)t 0

a+s |_o
1 — e(a—l—s)oo

a+s

a+s)

Se debe evaluar la convergencia del término e(®t*)*° Descomponiendo el exponente en

sus partes real e imaginaria y considerando s = o + jw se tiene

a+s)oo Re{a}Jro)ooej(Im{a}er)oo

el =

y a pesar de que el segundo factor no converge, puesto que su magnitud es uno, la
convergencia del producto depende del primer factor: si Re{a} + o < 0, esta expresién
converge a cero, si Re{a} + ¢ > 0 diverge hacia infinito, y si Re{a} + ¢ = 0 entonces el
producto simplemente no converge.

Esto quiere decir que

L {2(t)} = GLH o < —Re{a}

Plano s Jw Plano s Jw

Y

Figura 4.1: Regiones de convergencia para ejemplos 4.1 (izquierda) y 4.2 (derecha).

Los ejemplos anteriores muestran un hecho fundamental en el manejo de la transformada
de Laplace: la misma expresién algebraica en el dominio s puede representar funciones
diferentes en el dominio temporal, dependiendo de la regién de convergencia utilizada. La
figura 4.1 muestra las ROC de los dos ejemplos anteriores en el plano s.

Notese que la region de convergencia puede interpretarse como el conjunto de puntos del

—ot

plano s = o + jw para los cuales la transformada de Fourier de x(t)e™" existe.

Ejemplo 4.3 Encuentre la transformada de Laplace de la funcién

z(t) = e "u(t) + e cos(at)u(t)
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4 Transformada de Laplace 201

con a y b reales.

Solucidén: La funcién puede reescribirse utilizando la ecuacién de Euler como

o(t) = {e‘bt bt (#)] u(t)

_ {e—bt X %e—(l—ja)t + %e—(lﬂ'a)t} u(t)

y calculando la transformada de Laplace se obtiene

> 1 , 1 ,
X(s) = / [e_bt + 56_(1_’“” + 56_(1+N)t} u(t)e ™ dt

— /OO |:ebt + 167(1*].(1” + le(1+ja)t:| efst dt
0

2 2
OO —bt —st <1 —(1—ja)t ,—st <1 —(1+ja)t ,—st
= e et dt + —e VTV dt 4 —e Uttt
0 0o 2 0o 2
que son tres transformaciones idénticas a las del ejemplo 4.1, por lo que
1 1 1 1 1
X(s)= — +- + =
b 2(1—3 2(1+7
+ 5 ( za)+§ 2( +£a)+s
ROC:o>—b ROC:o>-1 ROC:o>—1

Puesto que los tres términos deben converger, se utiliza como region de convergencia
total a la interseccién de las tres ROC individuales, y por tanto la ROC de z(t) es
o > max{—1, —b}.

Finalmente

2+ (3+b)s+1+a*+0b
(b4 s)(1 4 a4+ 2s + s?)

z(t) = e Pu(t) + e ' cos(at)u(t) o—e

Los ejemplos anteriores son casos particulares donde la transformada de Laplace es una
funcién racional, es decir, un cociente de polinomios N(s) y D(s) de variable compleja s

N(s)

=50

En estos casos en que X (s) es racional, z(t) es siempre una combinacién lineal de expo-
nenciales reales o complejas. Ademas, este tipo de funciones racionales aparecen, como
se analizara posteriormente, cuando se describen sistemas especificados a través de ecua-
ciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. En las funciones racionales, los
ceros corresponden a las raices de N(s) y los polos a las raices de D(s). Puesto que la
ubicacién de estas raices, excepto por un factor de escala, son suficientes para especificar
X(s), se acostumbra utilizar un diagrama de polos y ceros para indicar la transformada
de Laplace, donde con “x” se demarcan los polos, y con “o” los ceros, y se denota ademas
la regién de convergencia en uso. Asi, el diagrama de polos y ceros para los ejemplos 4.1
y 4.3 se muestra en la figura 4.2.

(©2005-2008 — P. Alvarado Uso exclusivo ITCR



202 4.1 Transformada bilateral de Laplace

Plano s Jw Plano s Jw

-1+ ja

|
S|
—————

1
1

—1—ja

Q
|
|

._____>é_____f—_‘ _______>6_____
Q

Y Y

Figura 4.2: Regiones de convergencia para ejemplos 4.1 (izquierda) y 4.3 (derecha).

Ademas de los ceros y polos en la expresion algebraica de la transformada de Laplace, si
esta es racional, y el orden del numerador es en un orden k£ menor que el denominador,
se dice que hay un cero de orden k en infinito, puesto que si s tiende a infinito, entonces
X(s) tiende a cero. De forma similar, si el numerador es en un orden k& mayor que el
denominador, entonces se considera que hay un polo de orden k en el infinito, puesto
que si s tiende a infinito, también lo hard X (s). En otras palabras, para las funciones
racionales puede considerarse que siempre hay el mismo nimero de polos y ceros, si se
toman en cuenta aquellos en el infinito.

4.1.1 Regiones de convergencia

La region de convergencia contiene aquellos puntos del plano s para los que la transfor-

—ot

mada de Fourier de z(t)e 7" existe, lo que implica que x(t)e~7" debe ser absolutamente

integrable:

/ lz(t)]e~"" dt < o
Esto depende unicamente de la componente real o de la frecuencia compleja s. Por esta
razén, la ROC de X(s) consiste en bandas paralelas al eje jw en el plano s.

Puesto que la integral de Laplace debe converger, la ROC no puede contener ningin polo,
por indefinirse alli el valor de la expresion algebraica. Esto sugiere que los limites de
las bandas verticales que conforman la ROC estaran determinados por las componentes
reales de los polos.

Sea x(t) una funcién de duracién finita, es decir, con valores diferentes de cero dentro de
un intervalo finito [t1, 5], y fuera de alli siempre cero. Sea z(t) ademds absolutamente
integrable dentro de dicho intervalo:

/m 2 (t)] dt < oo . (4.2)

t1
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4 Transformada de Laplace 203

Si s = 0 + jw estd dentro de la ROC, eso quiere de decir que z(t)e 7" es también absolu-
tamente integrable
to
/ l(t)|e—" dt < o (4.3)
t1

Con o = 0 (4.3) se reduce a (4.2) por lo que ¢ = 0 se encuentra en la ROC. Si ¢ > 0
entonces el valor méximo de e™?! se obtiene para t = t; y por tanto

to to
/ ]:c(t)|e”tdt§e”t1/ (1)) dt < o

t1 t1

por lo que todo ¢ > 0 se encuentra en la ROC.

—ot

De forma similar para o < 0 se cumple que el mayor valor de e~?" ocurre para t = t,, por

lo que

to to
/ |x(t)|e_”tdt§e_"t2/ (1)) dt < oo

t1 ty

y asi todo o < 0 se encuentra en la ROC. De esta forma se ha demostrado que si z(t) es
finita y absolutamente integrable entonces todo el plano s constituye su ROC.

Ejemplo 4.4 Calcule la transformada de Laplace de la funcién finita

x(t) =

e 0<t<T
0, en otro caso

Solucion: Utilizando la definicion de transformada de Laplace se obtiene

T
X(s) = / e et dt = [1— e (sFaT]
0

s+a
lo que aparenta tener un polo en s = —a. Esto seria sin embargo contradictorio con la
propiedad anteriormente descrita. Sin embargo, si s = —a el numerador también se hace

cero, por lo que debe evaluarse la convergencia en este punto utilizando, por ejemplo, la
regla de I’Hopital:

d (1 _ e—(s+a)T)
lim X(s) = lim |4 = lim Te e =T
s——a s——a $(3 —|- a) s——a

que al ser un valor finito concuerda con la propiedad de convergencia completa del plano

5.

Una senal acotada por su izquierda, o también llamada una senal derecha es aquella para
la que se cumple z(t) = 0 para ¢t < t;. Si la transformada de Laplace converge para algin
valor o = 0y entonces

/ |z(t)]e 7" dt < oo

—00
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204 4.1 Transformada bilateral de Laplace

Puesto que la senal es derecha entonces lo anterior se puede reescribir como

/ 2(t)]e=" dt < oo

t1

y para todo o1 > 0y

/ |z(t)|e” " dt :/ |2 (t)]|e0te~ (1000 gt < e_("l_"f’)tl/ lz(t)]e~ " dt < oo
t1 t1

t1

es decir, para una senal derecha su ROC contendra siempre el semiplano derecho de s a
partir de un cierto valor oy.

Un razonamiento similar se sigue para senales izquierdas o acotadas por la derecha, que
convergeran para todo un semiplano izquierdo delimitado por la recta vertical que pasa
por oy.

Una senal bilateral es aquella de extensién infinita tanto a la izquierda, como a la derecha.
Una senal de este tipo puede descomponerse como la suma de una senal izquierda y otra
derecha, partiéndola en dos en algin punto finito. En este caso la ROC contendra la
interseccién de las ROC individuales. Si dicha interseccién es vacia, entonces la transfor-
mada de Laplace no existe. En caso contrario, como es la interseccion de un semiplano
izquierdo y otro derecho, la ROC correspondera a una banda vertical.

La figura 4.3 muestra los cuatro casos anteriores en forma esquemaética.

Ejemplo 4.5 Encuentre la transformada de Laplace de
z(t) = e
con su respectiva regién de convergencia, para a € IR.

Solucién: Esta ecuacion puede reescribirse como la suma de una senal derecha y otra
izquierda acotadas en el punto ¢ = 0.

z(t) = e "u(t) + e u(—t)

De los ejemplos 4.1 y 4.2

1
e "u(t) o—e : ROC: 0 > —a
s+a
—1
e™u(—t) o—e , ROC: 0 < a
s—a

Noétese que si a < 0 entonces no hay una region de convergencia comuin a ambos términos
y por tanto no existe la transformada de Laplace. Si a > 0 entonces

1 1 2
o—e - , ROC: —a<o<a

—alt| _
s+a s—a 52 — q?

e
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4 Transformada de Laplace 205

x(t) Jjw
ROC
- a—
(a)
x(t) Jw
ROC
t i
(b)
x(t) Jw
ROC
- ;
(c)
2(t) jw
. | ROG
t | |
(d)

Figura 4.3: Regiones de convergencia correspondientes a senales (a) finita, (b) derecha, (c)
izquierda y (d) bilateral.

Si la transformada de Laplace X (s) de z(t) es racional, entonces si z(t) es una funcién
derecha, su ROC serd el semiplano derecho limitado a la izquierda por el polo de X(s)
con mayor componente real. Por otro lado, si x(t) es izquierda, su ROC ser4 el semiplano
izquierdo limitado a la derecha por el polo de X(s) con menor componente real. La
figura 4.4 muestra las posibles regiones de convergencia de una funcién X (s) con varios
polos. Noéte que en el caso de la figura solo la ROC correspondiente a una funcion derecha
permite la existencia de la transformada de Fourier, puesto que solo ella incluye al eje
imaginario jw.
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206 4.1 Transformada bilateral de Laplace

Jw Jw

A
_______6_______
Y
A
Bl S R
_______6_______
/

Jjw

A

i o St

Figura 4.4: Regiones de convergencia limitados por polos de transformada de Laplace X (s).

Nétese que en todo el andlisis anterior se ha supuesto que z(t) es de orden exponencial,
es decir, que cuando t — 400 existen nimero reales constantes o, M, t; y t, tales que

lz(t)] < Me”

para todo ¢ > t; y z(t) una sefial derecha, o para t < ty y x(t) una senal izquierda. En caso
contrario, no existe la transformada de Laplace al no converger la integral de definicién.

4.1.2 Propiedades de la transformada de Laplace

Por su estrecha relacion con la transformada de Fourier, muchas de las propiedades de esta
ultima se mantienen. Sin embargo, en la transformada de Laplace debe tenerse cuidado
con las implicaciones para la region de convergencia. En el caso de funciones racionales,
por ejemplo, si la modificaciéon de la funcién altera la posiciéon de los polos, la ROC se
trasladara con ellos, en concordancia con los conceptos discutidos anteriormente.

Linealidad

Sean las funciones en el dominio del tiempo x1(t) y z2(t) y sus respectivas transformadas
de Laplace

z1(t) o—e X1(s), ROC: R,
To(t) o—e X5(s), ROC: Ry
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4 Transformada de Laplace 207

entonces
a121(t) + agza(t) o—e a1 X1 (s) + asXa(s), ROC: Ry N Ry

donde la ROC indicada representa la menor region de convergencia posible, puesto que,
como el problema 4.7 lo muestra, la ROC de la combinacion lineal puede ser mayor que
la de los términos por separado, puesto que algunos polos pueden desaparecer.

Esta propiedad puede demostrarse facilmente utilizando la propiedad de linealidad de la
integral, junto con la observacién de que la transformada total converge solo en aquella
region comun a todos los términos, es decir, a su interseccién.

Notese que es posible, si no hay puntos comunes en las regiones de convergencia, que no
exista la transformada de Laplace de una combinacién lineal.

Desplazamiento en el tiempo y en el dominio s

Con un andlisis analogo al caso de la transformada de Fourier se puede demostrar que si
x(t) o—e X (s) con ROC R entonces

x(t —tg) o—ee ™ X(s), ROC: R

ez (t) o—e X (s —sg), ROC: {s]|s=r+sp,r€ R}

Es decir, la regién de convergencia no es alterada cuando se desplaza la senal en el
tiempo. Sin embargo, si de desplaza la senal en el dominio s entonces también lo hace
su regién de convergencia. Esto puede comprenderse considerando que en X (s — sq) los
polos y ceros estéan desplazados en sy con respecto a los de X(s), y por tanto también se
desplaza su region de convergencia. Puesto que las ROC son bandas de longitud vertical
infinita, este desplazamiento puede interpretarse como un corrimiento horizontal de la

ROC determinada por Re{sg}.

Un caso particular consiste en la modulacién, es decir
ez (t) o—e X (5 — jwy)
que desplaza la transformada de Laplace en direccion vertical, trasladando todo polo y
cero en a hacia a + jwy. Notese que la ROC en este caso queda inalterada.
Conjugacion
Para z(t) o—e X (s) con ROC R se cumple
z*(t) o—e X*(s*), ROC: R

y por lo tanto X (s) = X*(s*) si x(t) es real. Consecuencia directa de este hecho es que si
p es un polo complejo con parte imaginaria diferente de cero, entonces p* también lo es.

(©2005-2008 — P. Alvarado Uso exclusivo ITCR



208 4.1 Transformada bilateral de Laplace

Escalamiento en el tiempo
Si ZA{z(t)} = X(s) con ROC R entonces para a € R

x(at)o—oiX (2), ROC: {s|3:£,7‘ER}

lal

es decir, al igual que con la serie de Fourier, una compresién en el tiempo equivale a
una dilatacion en el dominio s, donde sin embargo ahora la dilatacién ocurre en el plano
complejo. Nétese que los limites de la ROC cambian. Si para z(t) estos limites eran r; y
19, entonces para x(at) estos serdn ri/ay ro/a.

Para el caso en particular a = —1 se tiene entonces
r(—t)o—e X (—s), ROC: {s|s=—-r,re R}

que equivale a una rotacién de 180° del plano s como dominio de definicién de X(s),
modificandose la posicion de los polos y por tanto también la ROC.

Convolucién
Si
z1(t) o—e X1(s), ROC: R;
To(t) o—e X5(s), ROC: R
entonces

x1(t) * xo(t) o—e X1(s5)Xa(s), ROC: Ri N Ry

donde la region de convergencia puede ser mayor a la indicada si en el producto los polos
que determinan los limites de las ROC individuales se cancelan.

Diferenciacién en el tiempo y en el dominio s

Si x(t) o—e X(s) con ROC R entonces

%x(t) o—esX(s), ROC:R

donde si X (s) tiene un polo de primer orden en s = 0 entonces la ROC puede ser mayor.
Esta propiedad se puede aplicar recursivamente para llegar a

ar n

%x(t) o—es"X(s), ROC: R

Ademaés J
—tx(t) o—e d—X(s), ROC: R

S
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4 Transformada de Laplace 209

Ejemplo 4.6 Encuentre la transformada de Laplace de

x(t) = te”“u(t)

Solucion: Puesto que

1
e "u(t) o—e , ROC: 0> —a
s+a
entonces
o d[ 1 1
te""u(t)o—e — — = , ROC: 0> —a
ds |[s+a (s +a)?

Integracion en el tiempo

Si z(t) o—e X(s) con ROC R entonces

/t x(7)dr o—e éX(s), ROC: Rn{s|Re{s} >0}

—00

lo que puede deducirse del hecho que

/ (1) dr = u(t) * x(t)

—00

y puesto que .Z {u(t)} = 1/s con ROC ¢ > 0 entonces, con la propiedad de convolucién

se tiene 1

u(t) x x(t) o—e EX(S)

con una ROC igual a la interseccién entre o > 0 y la ROC de X (s).

4.1.3 La transformada inversa de Laplace

Puesto que
X(s)=X(0+jw)=F {z(t)e "} = /_oo [z(t)e "] e/ dt

con s = 0 + jw dentro de la ROC, entonces puede de forma equivalente utilizarse la
transformada inversa de Fourier para encontrar a z(t)

1 [ .
r(t)e ™ = F X (0 + jw)} = 2—/ X (o + jw)e’ dw
T J -
Multiplicando ambos lados por €t se obtiene

1 e .
x(t) = %/ X (0 4 jw)elH9) dy
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210 4.1 Transformada bilateral de Laplace

Tabla 4.1: Propiedades de la Transformada Bilateral de Laplace

Propiedad Senal en el tiempo Transformada ROC
x(t) X(s) R
.Tl(t) Xl (S) Rl
) (t) XQ(S) R2
Linealidad a121(t) + agza(t) a1 Xq(s) + asXa(s) > RiN Ry
Funcién real z(t) e R X(s) = X*(s*) R
Desplazamiento temporal — z(t — 7) e T X(s) R
Desplazamiento en s esotx(t) X (s — o) R+ 5
Conjugacion x*(t) X*(s%) R
Inversién en el tiempo z(—t) X (—s) —R
1
Escalamiento en el tiempo x(at) mX (2) R/a
Convolucion x1(t) * xo(t) Xi(s)Xa(s) > RiNR,y
Diferenciacion dfzit) sX(s) >R
d"z(t
dxﬂ(L ) s"X(s) >R
d
—tx(t — R
o(t) < x(s)
! 1
Integracion / x(T)dr EX(S) > RN{o >0}

Las operaciones aritméticas utilizadas en la ROC se refieren a operaciones aplicadas a cada uno de
los elementos de la regién. Asi por ejemplo R + sy denota en realidad {s | s = r + so,r € R}. El

simbolo “>” en la ROC implica que la regién es al menos la indicada.

que corresponde a una integral en el plano complejo s con una trayectoria de integracién
vertical con componente real constante o dentro de la ROC y con componente imaginaria
w que abarca desde w = —oo hasta w = co. Esto puede expresarse también, haciendo un
cambio de variable en la ecuacion anterior s = 0 + jw, ds = jdw, como

1 o+joo o
o) = 5r- / T X(s)et ds (4.4)
o—joo

A esta ecuacion se le conoce como transformada inversa de Laplace, o también férmula
integral de Bromwich.

Método de inversion por integracion

Para calcular la transformada inversa de Laplace a través de la integral de Bromwich se
recurre a las herramientas tratadas en el capitulo 2.6. La figura 4.5 muestra el contorno de
integracién 3 denominado contorno de Bromwich, con el cual se realiza el calculo directo
de la transformada inversa de Laplace para una senal causal. Este se compone de un
segmento vertical AB con componente real o, situado dentro de la regién de convergencia,

(©2005-2008 — P. Alvarado Uso exclusivo ITCR



4 Transformada de Laplace 211

y de un arco I' de un circulo de radio R centrado en el origen que pasa por BCDFEA. Debe
tenerse cuidado de que no existan polos en el infinito, que interfieran con el contorno de
integracion. La eleccién de una funcion derecha o izquierda se hace observando la forma
de la regiéon de convergencia, donde para senales anticausales se elige la reflexion del
contorno mostrado en la figura 4.5. Una descripcion detallada de los cuidados que debe
tenerse y el procedimiento correcto para evitarlos se encuentra en [11].

Im{s}
Plano s

" Re{s}

Figura 4.5: Contorno de Bromwich.

Para calcular la transformada inversa, considerando que T' = v/ R? — 02, la integral (4.4)
se puede reescribir como

z(t) = lim — X(s)e* ds

1
= lim — [ X(s)ed / X(s)e ds]
R—o0 2] | /3

Como ya se mencion6 anteriormente, la ROC no contiene polos de X(s). Cuando R
tiende a infinito, el contorno 3 encerrara a todos los polos finitos a la izquierda de la
region de convergencia y esta integral cerrada se puede calcular con cualquiera de los
métodos estudiados anteriormente, como el teorema del residuo o la férmula integral de
Cauchy. Noétese que si la integral sobre el contorno I' tiende a cero para R — oo entonces

se cumple
= Jim o [ K L x(ser (49
z(t) = lim — X(s)e*ds = lim — ¢ X(s)e* ds 4.5
Para determinar esto, se puede utilizar el Lema de Jordan (seccién 2.7) si primero se aplica

un mapeo lineal que traslade horizontalmente el plano s de modo tal que el segmento
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212 4.1 Transformada bilateral de Laplace

de recta AB se sobreponga al nuevo eje imaginario. Considerando esto se obtiene que la
integral sobre el contorno I tiende a cero para todas las funciones polinomiales N(s)/D(s)
donde el grado del polinomio N(s) es menor que el de D(s) (ver problema 4.11).

Ejemplo 4.7 Calcule la transformada inversa de Laplace de

X<8)_s—|1—a’ ROC: ¢ > —Re{a}

si Re{a} > 0.

Solucion: Como la funcién es racional se cumplen los requisitos para que la integral en
el arco del contorno de Bromwich desaparezca y

1 o1 1 1
x(t) = —/ etds = — ¢ ——eds
275 Jo—joo Sta 2y Jzgs+a

Puesto que o debe estar en la ROC, y el contorno (3 encierra al tinico polo de X (s) en
—a, entonces, utilizando la férmula integral de Cauchy:

1
]{ n eSlds = 2mje”
8 S a

y finalmente, como el resultado anterior es vélido solo para t > 0

at

z(t) = e "u(t)

Ejemplo 4.8 Calcule la transformada inversa de Laplace de
X(s) = — ROC: 0 > —Re{a}

si Re{a} >0yneIN, n>1.

Solucion: Como la funcién es racional se cumplen los requisitos para que la integral en
el arco del contorno de Bromwich desaparezca y

1 ot 1 1
x(t) = —/ ———eds = — ]{ elds
275 Jo—joo (s +a)" 275 Js (s+a)"

Puesto que o debe estar en la ROC, y el contorno § encierra al polo de n-ésimo orden de

X(s) en —a, entonces, utilizando la férmula integral de Cauchy:

1 27j  d*t
%—e“ds S e
5 (s+a)" (n—1)! ds"—!
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Puesto que

d t t
—e = te’
ds
& o
—68 =t est
ds?
ol t 1 _st
S — tnf eS
dsn—l
entonces, como el resultado es valido solo para t > 0
1
2(t) = ———— D=ty (¢
0= = (0
Ejemplo 4.9 Encuentre la transformada inversa de
1
X(s)=—
(s) = —
paran > 1
Solucion: De los ejemplos anteriores con a = 0 y n > 0 se obtiene
1 1 1
—e—ouf(t) — e—o0 ———— " t)
s 5" (n—1)!

Este método basado en la integral de Bromwich es poco utilizado en la préactica, puesto que
hay muchas sutilezas matematicas (no consideradas aqui) que pueden llevar al resultado
erréneo. El lector puede comprobar este hecho transformado, por ejemplo, e u(t — ty) al
dominio de Laplace y de regreso al dominio temporal. De hecho, siempre que la expresion
algebraica de la transformada de Laplace tenga polos en infinito o un niimero de polos
infinito, la integral de Bromwich debe evaluarse con métodos alternativos por no cumplirse
las condiciones necesarias para asumir que la integral en el arco circular desaparece. Los
métodos generalmente mas utilizados involucran el uso de tablas realizadas para funciones
elementales, y la descomposicién de funciones X (s) mas complejas en términos de estas
funciones elementales. Estos métodos se tratan a continuacion.

Método de series

Si X (s) se puede expresar en su ROC como una serie de potencias, por ejemplo

(&) C3

C
X(s) = — + + 5t

s | $?
entonces, utilizando los resultados del ejemplo 4.9 y la propiedad de linealidad de la
transformada de Laplace se cumple que

C C
a(t) = [cl + ot + Q—ftQ + §t3 + . )
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214 4.1 Transformada bilateral de Laplace

Descomposiciéon en fracciones parciales

Cualquier funcién racional de la forma X (s) = N(s)/D(s), con N(s) y D(s) polinomios
tales que el orden de D(s) es estrictamente mayor que el de N(s) pueden descomponerse
como una suma de términos més sencillos con un solo polo de orden n. Si X(s) contiene
Unicamente m polos simples en a;, entonces

X(s)=>_ 4

S — a;
i=1 v

Notese que los numeradores de cada término son todos constantes, y que esto es vélido
solo si el orden de N(s) es menor que el de D(s), en cuyo caso a X(s) se le denomina
funcion racional propia. En caso contrario, X (s) es una funcién racional impropia que
puede expresarse como una suma de un polinomio mas una funcién racional propia. Esta
ultima descomposicion se puede realizar por medio de una division polinomial adecuada.

Ejemplo 4.10 Descomponga la siguiente funcién racional impropia en una suma de un
polinomio mas una funcién racional propia.

s3—1
s2—1

X(s) =

Solucion: Utilizando division polinomial se obtiene

3 — 1|s*-1
—( s - s ) s
s — 1
con lo que resulta
s—1 1
X — =
(s) 5+52—1 5+8+1

Si se desea obtener la transformada inversa de esta expresion, de la tabla 4.2 se tiene que

d
1

—t
t
e RO

donde se ha asumido que la senial debe ser causal. Con la propiedad de linealidad se tiene
entonces

X(s)e—ox(t) = %5@) + e tu(t)
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Si X (s) contiene polos de n-ésimo orden en a;, entonces en la descomposicién en fracciones
parciales apareceran los términos

Ail Aig Am
+ +..+

s—a;  (s—a)? T (s—a)"

Para encontrar el coeficiente A, del polo simple a; se procede con

Sli{glk(S —ap)X(s) = Sliglk ;(3 — ak;)s e izlsli{aﬂk(s - ak)s ~
donde, puesto que
. s —ag 0 parai#k
lim =
s—ap § — 1 parat=%k
entonces
A = lim (s — ax) X(s) (4.6)

S—rayg

El coeficiente A;, para el polo a; orden n > 1 se obtiene de manera similar:

Aip = lim (s — a;)" X ()

S—a;

Los coeficientes A;, con 1 < k < n se determinan a través de derivaciones sucesivas, con
un razonamiento analogo al utilizado en la determinacion de los residuos en la pagina 67.
El lector puede comprobar que estos coeficientes estaran dados por

1 d(n—k)

s—a; (n — k)l ds(=F) [(s = a;)" X (s)]

Puede demostrarse que si hay un par de polos complejos conjugados a; = a*y, los coefi-
cientes correspondientes también seran complejos conjugados, es decir A; = A*}.

En los ejemplos 4.1, 4.2, 4.7 y 4.8 se mostro la correspondencia entre los dominios temporal
y de Laplace para dichos términos simples, donde no debe perderse de vista la ROC de
cada término. Utilizando la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace puede
entonces determinarse la sefial en el tiempo correspondiente a X (s). La tabla 4.2 muestra
algunas funciones elementales frecuentemente encontradas. Se deja al lector como ejercicio
su demostracion.

Ejemplo 4.11 Encuentre la transformada inversa de Laplace de

1
524+ 2as + 8

X(s) =

asumiendo primero que la sefial correspondiente x(t) es causal, y luego que es una senal
izquierda, y que «, 5 € IR.
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216 4.1 Transformada bilateral de Laplace

Tabla 4.2: Transformadas Bilaterales de Laplace de funciones elementales

Senal Transformada ROC
o(t) 1 todo s
1

t —
u(t) . og>0
—u(—t) ! <0
u . o
! 1
et 1
¢ il
(n— 1)!u( ) s" 7=0
1
e~ u(t) o> —a
s+a
1
e~ "u(—t) o< —a
st+a
2fn—l . 1
—aty (1 b B
(n_1>!e u(t) Gran g>—a
tnfl ot (_t> 1 _
(n—l)'e u Graon o a
ot —7) e T todo s
s
[COS(Cdot)]U(t) m oc>0
w
[sen(wot)]u(t) m o>0
s+a
ot t)u(t —_— > —
[e= cos(wot)]u(t) Grofta o a
Wo
at Dlult) s -
[e= sen(wot)]u(t) Gratod o> —a
dn
%(5@) s" todo s

Solucién: Los polos a; y as de X (s) equivalen a las raices del denominador:
ap=—a++\a?-pf
ay =—a—\/a?2—-pj

que pueden ser dos valores reales diferentes, dos valores reales iguales, que equivaldria a
un polo doble, o un par de polos complejos conjugados, dependiendo si el término

A=ao*>—-p
es positivo, cero, o negativo, respectivamente.
En el caso que A = 0 entonces a1 = ay = —«
X(5)= ——
(s + )
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y con el ejemplo 4.8 se tiene para la regién de convergencia o > —«
x(t) = te”*u(t)
Utilizando la tabla 4.2 se obtiene para la regién de convergencia o < —«

x(t) = —te “u(—t)

En el caso que A # 0 se cumple

X(s) = 1 _ Ay A,

(s—ai)(s—ay) s—a; $—ay

Para encontrar A; puede utilizarse (4.6) o simplemente se multiplica ambos lados de la
ecuacion anterior por (s — ap)(s — az) que resulta en

1= (8 — 0,2)141 + (S — al)AQ

Con s — as, y luego con s — a; se obtiene

1 1 1 1
A = = Ay = =-—A=———
! ay — a 2V A ? s — Gy ! 2V A

por lo que finalmente

X(S)_Z\;Z {5—1@1_5—1@2]

Si A > 0 entonces ambos polos son reales y se cumple a; > as por lo que para la ROC

o > ap se obtiene
1

~2VA

1
oV/A

Si A < 0 se cumple a; = ax* y entonces para la ROC o > —a se obtiene

(t)—;
STV
_ ! eRelattt gon (Im{a U

- = (Im{an })u(t)

= e~ sen < |A|t> u(t)

x(t)

[e‘“t — e“zt} u(t)

y para la ROC o < as

(t) =

[6a1t _ eazt:| U(-t)

eRe{al}t [ej Im{ai}t G_j Im{al}t] U(t)

y para la ROC ¢ < —«

1
z(t) = — e sen < ]A\t) u(—t)
VIA|
La figura 4.6 muestra ejemplos para cada uno de los casos citados. 111
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Anticausales Causales
z(t) oz (t)
A - 0 4 A = O
| | | | | | »
x(t}i B x(t)
A>0 € A>0
1 1 : : | 4
x(t}i B x(t)
A<0 | A <O
f f f f f f f f f f f f f 14

Figura 4.6: Ejemplos de funciones con transformada de Laplace de orden 2 para el ejem-

plo 4.11. Del lado izquierdo se presentan las senales anticausales. Del lado iz-

quierdo se presentan las senales causales (con ROC un semiplano derecho). En

cada caso se indica si el valor del término A es positivo, negativo o cero.
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4 Transformada de Laplace 219

Ejemplo 4.12 Calcule la transformada inversa de Laplace de

s(s+a)

X(s) = (s +20)2(s + a(l — j))(s + a(l + 7))

con a € IR una constante positiva, para todas las regiones de convergencia posibles.

Solucion: Para encontrar las regiones de convergencia se parte del diagrama de polos
y ceros indicado en la figura 4.7. Se nota claramente que con los polos indicados hay

Ve
ROC3; ROC, 1ROC,
| v a
- ' l .
—2ai —a: o
| T e
Y

Figura 4.7: Diagrama de polos y ceros del ejercicio 4.12.

tres posibles regiones. Para la senal derecha, ROC; tiene o > —a. La senal bilateral
tiene como ROC, —2a < ¢ < —a. La senal izquierda tiene como ROC3 0 < —2a. El
superindice sobre el polo en —2a indica el orden del mismo.

El orden del numerador de X(s) es uno, y el orden del denominador es cuatro, por lo
tanto se cumple

con
. d s(s+a) . d  s$?+sa
A= lim — g y = lim —
s——2a ds (s + (a — ja))(s+ (a + ja))  s——2adss?+ 2as + 2a>
a(s* + 4as + 2a?) 1
= lim =——
s——2a (8% 4 2as + 2a?)? 2a
A= lim s(s+a)

=20 (s + (a —ja) (s + (a + ja))
1 V2 .
Ay = i = —(1+4j)=—~=emH
2= L e Ta)=e
1 V2 o
Ay = i = —(1—j) ==/t
3 s—>(1ran—ja) 4CL( j) 4a ¢
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220 4.1 Transformada bilateral de Laplace

Para la ROCq, todos los términos corresponden a funciones derechas, por lo que, utilizando
resultados de ejemplos anteriores se tiene que

1 1 . . . .
o(t) = |—=—e 20t f o720t 4 — (/eI (eIt (/eI e (atia)t) |y t)
2a 4a

1 De~at
= [(t — %) e 20t 4 % cos (at + %)

lo que se muestra en la figura 4.8.

x(t)

u(t)

0.1+

0.05

-0.05+
Figura 4.8: Funcién z(t) para la ROC; del ejemplo 4.12, con a = 1.

Para la ROCs los polos complejos conjugados corresponden a una senal izquierda mientras
que el polo real en —2a corresponde a una senal derecha. Asi

() = Kt - %) e—i’at} u(t) — */Zeat cos (at + 5 ) u(~1)

a

lo que se muestra en la figura 4.9.

Figura 4.9: Funcién z(t) para la ROC; del ejemplo 4.12, con a = 1.
Y finalmente para la ROCj3 todos los polos aportan a senales izquierdas y

1 2 —at
(2_a — t) e 20t — \/_26a cos <at + %)
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lo que se muestra en la figura 4.10.

f t t t t t i
-0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 D 0.1

Figura 4.10: Funcién z(t) para la ROCs3 del ejemplo 4.12, con a = 1.

4.1.4 Sistemas LTI y la transformada de Laplace

Tal y como se discutié en la seccion 3.4, la reaccion de un sistema a una senal de entrada
se puede calcular a través de la convolucién de dicha senal de entrada con la respuesta al
impulso del sistema. Debido a la propiedad de convolucién de la transformada de Laplace,
es posible simplificar el manejo de este operador utilizando la representacién de las senales
involucradas y la respuesta al impulso en el dominio de la frecuencia, tal y como se hizo
con la transformada de Fourier:

Esta transformada tiene mayores posibilidades en el analisis de sistemas que la transfor-
mada de Fourier, puesto que con ella se pueden tratar casos “inestables” que no tienen
representacion en el dominio jw, es decir, todos aquellos casos en que la ROC de la
transformada de Laplace no incluye al eje imaginario del plano s = 0 + jw.

Recuérdese que a H(jw) se le conoce como respuesta en frecuencia del sistema. A H(s)
se le denomina funcion del sistema o funcion de transferencia del sistema.

Causalidad

Si un sistema es causal entonces su respuesta al impulso A(t) es cero para todo t < 0y
es por tanto una funcién derecha. Por esta razén la ROC de todo sistema causal serda un
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semiplano derecho. Debe notarse, sin embargo, que lo contrario no es cierto, es decir, que
si la ROC de una funcién es un semiplano derecho entonces la funcién no es necesariamente
causal, puesto que no toda funcién derecha es causal. Por ejemplo, u(t + 1) es derecha
pero como en el intervalo [—1, 0] es diferente de cero entonces no es causal.

Para el caso particular de funciones racionales, al no tener H (s) los términos exponenciales
causantes del desfase en el tiempo, se puede afirmar que si su ROC es un semiplano derecho
delimitado por el polo més a la derecha de H(s), entonces h(t) es causal.

Un sistema se denomina anticausal si su respuesta al impulso h(t) es cero para todo ¢t > 0,
que por ser una funcién izquierda implica un semiplano izquierdo como ROC. De igual
modo que para sistemas causales, solo si H(s) es racional se puede inferir que si su ROC
es un semiplano izquierdo entonces su respuesta al impulso es anticausal.

Estabilidad

En la seccién 3.4.4 se establecié que un sistema estable BIBO tiene una respuesta al
impulso absolutamente integrable, y por lo tanto tiene transformada de Fourier. Esto
implica entonces a su vez que si h(t) es la respuesta al impulso de un sistema estable,
entonces H (s) debe incluir en su ROC al eje imaginario jw del plano s.

Ejemplo 4.13 Sea
5—2

) =61

la funcion de transferencia de un sistema estable. Determine su respuesta al impulso.

Solucién: La figura 4.11 muestra el diagrama de polos y ceros de X (s) junto con las tres
posibles regiones de convergencia. Puesto que de las tres ROC mostradas solo la banda
de convergencia al centro contiene al eje jw, se deriva que la respuesta al impulso es una
funcién bilateral.

Jw Jw Jw
A A

J ' |
Figura 4.11: Diagrama de polos y ceros y posibles regiones de convergencia en el ejemplo 4.13.

Descomponiendo a H(s) en fracciones parciales se obtiene

H(S):ﬂ?, 1 }

3+1_s—1

(©2005-2008 — P. Alvarado Uso exclusivo ITCR



4 Transformada de Laplace 223

y de este modo

h(t) = ge_tu(t) + —e'u(—t)

lo que se muestra en la figura 4.12. 113

Figura 4.12: Gréfica de la respuesta al impulso h(t) en el ejemplo 4.13.

En el ejemplo 4.13 la ROC correspondiente al semiplano derecho corresponde a una res-
puesta causal, pero inestable, al no incluir al eje jw. El semiplano izquierdo corresponde
a una senal anticausal, también inestable. De lo anterior se deduce que, para que un sis-
tema causal, con funcién de transferencia racional, sea estable, entonces todos sus polos
deben estar localizados al lado izquierdo del eje imaginario.

Ejemplo 4.14 Evalie la estabilidad del sistema causal de segundo orden con funcién
de transferencia

1
s2+2as+

H(s) =

donde «, 8 € 1R.

Solucion: En el ejemplo 4.11 se analizaron las posibles transformaciones causales y an-
ticausales de una funcién igual a H(s). Para la estabilidad del sistema causal se deben
considerar tres casos: un polo de orden dos, dos polos reales, o un par de polos complejos
conjugados.

Si el discrimiante A = a? — 3 es cero se tiene un polo de orden dos en —a. Este polo se
encuentra del lado izquierdo del eje jw solo si a > 0.

Si A > 0 los polos son reales, y el polo mas a la derecha se encuentra en

a=—a++a?2-pf
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Este polo se encuentra a la izquierda del eje imaginario solo si « > 0y

—a++va?2—-06<0
Var—f<a

o — B < a?

B>0

Si A < 0 entonces la componente real del polo es —a, que se encontrara del lado izquierdo
del eje imaginario solo si & > 0. Estos tres casos se resumen graficamente en la figura 4.13.

f

Figura 4.13: Valores de o y 8 que dan origen a un sistema de segundo orden causal y estable.
Solo valores en las regiones sombreadas conducen a la estabilidad.

4.1.5 Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constan-
tes

El comportamiento de muchos sistemas fisicos, entre ellos los circuitos lineales (es decir,
circuitos RLC, con amplificadores operacionales lineales) puede describirse a través de
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes de la forma

N

dk
Zk Zk dtk

Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados

AT

y con la propiedad de linealidad

ia’“g{ dt } Zb"“"%{ dtk)}

k=0

(©2005-2008 — P. Alvarado Uso exclusivo ITCR



4 Transformada de Laplace

225

Utilizando ahora la propiedad de diferenciacion

N M
Z apstY (s) = Z brs” X (s)
k=0 k=0
N M
Y(s) Z aps® = X(s) Z by,s"
k=0 k=0

Puesto que la funcién de transferencia del sistema es

Y(s)
X(s)

H(s) =

entonces se Cumple
M k
b
H( 8) Zk:() kS

B Zgzo ags®

que es una funcién racional con un numerador igual a un polinomio de grado M, cuyos

coeficientes son iguales a aquellos que multiplican las derivadas de la funcion de entrada,

y con un denominador igual a un polinomio de grado N con coeficientes iguales a los

de las derivadas de la funcién de salida. Los ceros de H(s) son entonces las raices de
Zﬁio bis* y estdn determinados entonces por los coeficientes de las derivadas de la entrada

L : ) N , .
tinicamente. Los polos de H(s) equivalen a las raices de >, axs* y estdn determinados

por los coeficientes de las derivadas de la salida. Note que esta deduccién es valida también

utilizando la transformada de Fourier, y se sustituye simplemente s por jw.

Ejemplo 4.15 La figura 4.14 muestra un circuito RLC interpretado como sistema con

tensién eléctrica de entrada xz(t) y tension eléctrica de salida y(t). Determine la funcién

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 4.14: Circuito RLC.

de transferencia del sistema, y evaltie la estabilidad del mismo.

Solucién: En un condensador y en una bobina se cumple para su tensiones wu(t) y sus

corrientes i(t)
d

itt) = Lo u(t) = L—i(t)

dt

Para el circuito de la figura 4.14 en particular, la tensién en el condensador es y(t) y por

tanto

i(t) = Oyl
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226 4.2 Transformada unilateral de Laplace

Ademas, se cumple que

z(t) = Ri(t) + L%i(t) +y(t)

d d
= RCZy(t) + LO—5y(t) +y(t)

y expresando esto en el dominio de Laplace

X(s) =sRCY(s) + s’LCY (s) + Y (s)
=Y (s) [LCs*+ RCs + 1]

por lo que para la funcién de transferencia se cumple

_Y(s) 1
H(s) = X(s) LCs2+RCs+1
1 1 1 { 1 }
LC 32—1—%3—1—% LC [ (s —a1)(s — as)

donde

R R 4L

Eah LAy O

2L 2L R?*C

y puesto que R, L, y C son siempre reales positivos se puede decir que el término dentro

12 = —

de la raiz es siempre menor que uno, por lo que la parte real de los polos es siempre menor
que cero. Puesto que, como sistema real, el circuito es causal, entonces se puede deducir
que el sistema es estable al estar incluido en la ROC de H (s) el eje imaginario jw.

La respuesta al impulso se puede calcular a partir de H(s), pero su forma dependera del
signo del discriminante de la ecuacion cuadratica anterior, tal y como se mostré en el
ejemplo 4.11. 115

4.2 Transformada unilateral de Laplace

Sistemas reales que modifican senales x(t) definidas en el tiempo son siempre causa-
les. Estos sistemas pueden modificar senales solamente a partir del instante en que estas
“ocurran”, pero es imposible reaccionar a ellas antes de que la senal aparezca, o adelantar-
las en el tiempo. Estas limitantes conducen a que en ingenieria se utilice una modificacion
de la transformada de Laplace que ignora lo que ocurre antes del instante de tiempo ¢ = 0.
Asi, se define la transformada unilateral de Laplace como

L)} = /0 T e dt = 2 {a(tu(t))

es decir, la transformada unilateral de Laplace es idéntica a la transformada bilateral de
la, funcién z(t)u(t), o en otras palabras, si z(t) es causal sus transformadas unilateral y
bilateral son idénticas. Ambas transformadas difieren si x(t) # 0 para ¢t < 0. Puesto
z(t)u(t) es una senal derecha, su ROC es siempre un semiplano derecho.
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4 Transformada de Laplace 227

Cuando ocurren singularidades en el instante ¢(0), entonces se acostumbra especificar si
estas se deben considerar, en cuyo caso se integra desde cero por la izquierda, lo que se
indica con 07, o si se desea ignorar dicha singularidad se integra desde 0*. Usualmente si
no hay indicacion explicita respecto a la inclusiéon o no del cero se asume 0. Esto es de
fundamental importancia por ejemplo para el calculo de la transformada del delta Dirac

3(t).

Tabla 4.3: Transformadas Unilaterales de Laplace de funciones elementales

Senal Transformada ROC
o(t) 1 todo s
1
1 - oc>0
s
A 1
— >0
(n—1)! s ’
—at 1
e o> —a
s+a
tn—l ot 1 -
—e —_ o> —a
(n —1)! (s +a)"
t—71),7>0 e todo s
(wot) i >0
cos(w — o
0 s? + wd
“o
t >0
sen(wot) Ey o
ot s+a
t —_— > —
e~ cos(wot) Groita o a
e~ sen(wot) ll o> —a
(s 4 a)? + wi
dn
%(5(15) s" todo s

La tabla 4.3 muestra las transformadas unilaterales de algunas funciones elementales.

Notese que estas funciones equivalen a las funciones causales de la tabla 4.2 de la pagina 216,
solo que ahora no es necesario multiplicarlas por u(t) al estar esto implicito en el indice

inferior de integracién de la transformada.

4.2.1 Propiedades

Las propiedades de la transformada unilateral de Laplace se resumen en la tabla 4.4.
Algunas de ellas son idénticas a sus contrapartes en la transformada bilateral, pero otras
difieren considerablemente. Todas aquellas propiedades que conducen a una region de
convergencia igual a un semiplano izquierdo del plano s no tienen equivalencia en la
transformada unilateral, puesto que ésta ultima permite inicamente semiplanos derechos
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228 4.2 Transformada unilateral de Laplace

en su ROC. Es por ello que propiedades como inversién, o escalado en el tiempo con
magnitudes negativas no tienen equivalente en la transformada unilateral.

Tabla 4.4: Propiedades de la Transformada Unilateral de Laplace

Propiedad Senal en el tiempo Transformada ROC
z(t) = z(t)u(t) X(s) R
xl(t) = Z‘l(t)U(t) Xl(S) Rl
l’g(t) = Z'Q(t)U(t) X2(5) RQ
Linealidad a121(t) + anza(t) a1 Xq(s) + asXa(s) > RiN Ry
Funcién real z(t) e R X(s) = X*(s*) R
Desplazamiento temporal — z(t —7),7 > 0 e T X (s) R
Desplazamiento en s esotx(t) X (s — o) R+ 5
Conjugacién x*(t) X*(s%) R
1
Escalamiento en el tiempo z(at),a >0 —x <f> R/a
a \a
Convolucion x1(t) * xo(t) Xi(s)Xa(s) > RiNR,y
dx(t
Diferenciacién % sX(s) —x(07) >R
dn
Diferenciaciéon multiple %x(t) s"X(s)—
Z Sn—ix(i—l)(o—)
i;l
Diferenciacién en s —tx(t) d_X (s) R
s
t 1
Integracion / x(T) dr -X(s) > RN{o >0}
0— s
Teorema de valor inicial z(0T) lim sX(s)
Teorema de valor final tlim x(t) lil% sX(s)

Las operaciones aritméticas utilizadas en la ROC se refieren a operaciones aplicadas a cada uno de
los elementos de la regién. Asi por ejemplo R + s denota en realidad {s | s = 7+ so,r € R}. El

simbolo “>" en la ROC implica que la regién es al menos la indicada.

Linealidad
Sean las funciones en el dominio del tiempo z1(t) y z2(t) y sus respectivas transformadas
unilaterales de Laplace

l’l(t) o—e Xl(S),
To(t) o—e Xo(s),

ROC: Rl
ROC RQ

entonces

a121(t) + agza(t) o—e a1 X1 (s) + asXa(s), ROC: Ry N Ry

Esto se puede demostrar utilizando la propiedad de linealidad del operador de integracién.
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4 Transformada de Laplace 229

Desplazamiento temporal y en el dominio s

El desplazamiento temporal de una senial z(¢) puede tener implicaciones en la causalidad
de z(t) y por tanto debe tratarse con cuidado cuando se manejan desplazamientos con la
transformada unilateral de Laplace.

Si z(t) es causal, es decir z(t) = x(t)u(t), entonces un atraso en el tiempo de x(t) puede
expresarse utilizando la propiedad

x(t —T7)o—ee T X(s)

donde 7 debe ser mayor que cero. Esto se demuestra del mismo modo que para la trans-
formada bilateral y la transformada de Fourier.

Si z(t) no es causal, el retraso en el tiempo hace que aparezca un nuevo segmento de x(t)
en el intervalo [0, 7], no considerado en la transformacién unilateral de z(¢). En este caso
se debe agregar la transformada para ese nuevo término finito:

z(t —7)o—ee T X(s)+ L {x(t — T)u(r — t)u(t)}

donde u(7 —t)u(t) es una ventana rectangular que recorta el segmento no considerado de
x(t).

Un adelanto en el tiempo puede causar que parte de x(t) sea desplazado antes del instante
t = 0, lo que no seria considerado por la transformada unilateral. Utilizando la definicién:

Lo{a(t+7)} = /OOO ot + T)e=t dt

yeconé=t+71,dl =dt
= [ st de e [ ae)e 0 de

. [ [ stesac [wte %}

= e [X(s) = Zu{z()u()u(r —1)}]

lo que indica que debe eliminarse la componente correspondiente al segmento desplazado
antes de t = 0.

Un desplazamiento en el dominio s tiene un efecto idéntico al caso de la transformada
bilateral, puesto que no causa ninguna alteracién en la causalidad de la senal x(t):

'z (t) o—e X (s — 50)
donde la regién de convergencia se desplaza en sg.
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230 4.2 Transformada unilateral de Laplace

Ejemplo 4.16 Calcule la transformada unilateral de Laplace de una funcién periédica
x(t).
Solucion: Astumase que
z(t) para0<t<T
(t) =
0 en el resto

es una funcién finita causal igual al primer periodo T de la funcién z(t). Se cumple

entonces que
oo

w(tyu(t) = @t —nT)

n=0
y la transformada unilateral de Laplace es, utilizando la propiedad de desplazamiento y
de linealidad

Zofat)} = Y ZAilt - nT)}
S IREC)

_ Z efsnTX Z efsnT

Utilizando el resultado del problema 2.63 con z = e~*T se tiene que
N-1
1— efsNT
li —snT __
N1—1/>Ic1>o ¢ 131_1}100 1 —esT
n=0
B 1
Cl—eT
para Re{s} = o > 0, con lo que finalmente se obtiene
X(s)

ZuAx(t)} = [

Conjugacién

Al igual que con la transformada bilateral se cumple
z*(t) o—e X7(s")

y por tanto para funciones x(t) reales se cumple que si p es un polo complejo con parte
imaginaria diferente de cero, entonces p* también lo es. Obsérvese que la relaciéon X (s) =
X*(s*) para funciones reales indica que si se hace un corte paralelo al eje jw de la superficie
correspondiente a | X (s)|, entonces la funcién en ese corte presenta simetria par. Por otro
lado, la fase tiene un comportamiento impar en los cortes paralelos al eje jw.
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4 Transformada de Laplace 231

Escalamiento en el tiempo

A diferencia de la transformada bilateral, donde el escalamiento temporal puede realizarse
con cualquier valor real, positivo o negativo, en la transformada unilateral solo tiene
sentido utilizar valores positivos, puesto que un escalamiento por un valor negativo implica
una inversion temporal, que convierte senales derechas en senales izquierdas, las cuales no
tienen representacion valida si se ignora todo instante ¢ < 0. Para todo a > 0 se cumple

entonces

x(at) o—e éX (2)

Si X (s) es una funcién racional, entonces el escalado en el tiempo produce que los polos
cambien su componente real, desplazando también la region de convergencia, tal y como
sucede con la transformada bilateral.

Convolucion

La diferencia fundamental de la propiedad de convolucion en el caso de la transformada
unilateral es la restriccién de que las dos funciones involucradas en la operaciéon deben ser

causales, es decir
Il(t) * l’g(t) o—e Xl(S)X2(5>

siempre y cuando x(t) = x9(t) = 0, para todo t menor que cero. De no ser asi, en
el dominio s aparecen nuevos términos producidos por los segmentos de las senales que
ocurren antes de t = 0.

Diferenciacién

Una de las propiedades mas poderosas de la transformada unilateral de Laplace es la
diferenciacion, que permite incorporar condiciones iniciales en la soluciéon de ecuaciones
diferenciales. Si z(t) tiene como transformada unilateral X (s), y z(t) es continua en x(0)
y su derivada es de orden exponencial entonces

d > d —st
<, {ax(t)} _ / Caltye
e integrando por partes

= 9L’(1f)e"3t‘gc_> + S/ z(t)e * dt

=sX(s)—z(07)

Para la segunda derivada se cumple
d? 2 st
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232 4.2 Transformada unilateral de Laplace

e integrando por partes

d > o d
= e’St%x(t) N + s/ e dtx(t) dt
d d
= — —a(t L —alt
i, o)
=s°X(s) —sz(07) — ix(t)
dt o
y para ordenes superiores esto se generaliza en
dn
Z, {%x(t)} = "X (s) — 5" 2(07) — s" 2 (07) — ... — 2z D(07)
=s"X(s) — Z s" (7))
i=1
donde .
M(07) = —a(t
r07) = elt)]
Integracion

Puesto que el uso de la transformada unilateral se restringe al manejo de funciones cau-
sales, la propiedad de integracién difiere al caso de la transformada bilateral, en la cual
se debfa considerar que z(t) podria ser diferente de cero para t < 0. En el actual caso, si
x(t) es causal, entonces se cumple

/ (1) dr = x(t) x u(t) o—e X (s)U(s) = éX(s)

donde debe notarse que la integracién se realiza ahora a partir de 0.

Teoremas de valor inicial y valor final

Sea x(t) una funcién causal, es decir, z(t) = z(t)u(t), y sin valores singulares en el origen,
como el impulso o su derivada. El teorema del valor inicial establece que

z(07) = lim sX(s)
Para demostrarlo se parte del hecho que

2, {%az(t)} _ / h e“%x(t) dt = sX(s) — 2(07)

por lo que
lim [sX(s) —2(07)] = lim e‘“ix(t) dt
S—00 s—00 o dt
li " d (t)dt + i T d (t)dt
= lim e —x im e —u
s—00 J- dt 5§—00 Jo+ dt
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4 Transformada de Laplace 233

Si z(t) es discontinua en 0 entonces en la vecindad de 0 esta funcién puede aproximarse
por [x(07) — z(07)]u(t) y su derivada serd [x(0%) — 2(07)]d(¢). Por ello, para el primer
término se cumple

o+

lim e " a(0%) — 2(07)]6(t) dt = 2(07) — 2(07)

§—00 0—

Por otro lado, como la transformada unilateral de dx(t)/dt existe, entonces debe ser de

orden exponencial y en la ROC
: = —st d
lim e —x(t)dt =0
s—00 Jo+ dt

con lo que finalmente

lim [sX (s) — z(07)] = z(0%) — 2(07)

§—00

lim sX(s) = z(0")

§—00

Ahora, si z(t) es continua en 0 entonces
o+
SlLr(r}O . e’“ax(t) dt =0
v puesto que z(07) = x(07) se tiene también
sllrgo[sX(s) —z(07)] =0

lim sX(s) = z(0™)

El problema 4.29 presenta otra alternativa para demostrar este teorema.
El teorema del valor final indica
1tlim x(t) = hH(l] sX(s)

lo que se puede demostrar también a través de la propiedad de diferenciacion:

PL%[SX(S) —z(07)] = lli% . e‘“%x(t) dt = /0_ %x(t) dt = z(t)];2

= tlim z(t) —x(07)
por lo que
lim z(t) = liII(l] sX(s)

t—o0

4.2.2 FEcuaciones diferenciales

Los principios utilizados en la solucién de ecuaciones diferenciales con la transformada
bilateral de Laplace pueden ser aplicados con la version unilateral. Puesto que el equiva-
lente en el dominio s de las derivadas contiene términos de x(t) y sus derivadas evaluados
en t = 0, esto permite ahora incorporar condiciones iniciales en la solucion.
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234 4.2 Transformada unilateral de Laplace

Ejemplo 4.17 Encuentre la respuesta de un sistema LTT caracterizado por la ecuacién
diferencial de segundo orden con coeficientes constantes

%y(t) + 204%?;@) +8y(t) ==(t)

bajo las condiciones iniciales

yO) =y L)

a la entrada x(t) = Cu(t).

Solucién: Aplicando la transformada unilateral de Laplace a ambos lados se obtiene:

Y (5) — sy(07) — (1)

N +2a [sY(s) — y(07)] + BY (s) = X(s)

y reagrupando

Y(s) [s* + 2as + B] = X(s) + sy(07) + 4 () + 2ay(07)

dt 0
de donde se obtiene
Y(s) = X(s) (s +20)y(07) + Ly(t)],_,-
24 2as+ 03 s2+2as+

Aqui se observa claramente que la salida tiene dos componentes: la primera depende de
la entrada X (s) y se conoce como respuesta forzada; la segunda estd determinada por
las condiciones iniciales y se conoce como respuesta natural del sistema. Si el sistema
esta en reposo, es decir, todas sus condiciones iniciales son cero, entonces solo presentara
respuesta forzada ante la entrada. Por otro lado, si no se aplica ninguna entrada, entonces
el sistema reaccionard dependiendo de las condiciones iniciales.

Para los valores iniciales dados y la entrada indicada

z(t) = Cu(t) o—e X(s) = g
se obtiene
¢ (s +2a)n+~

Yis) = s(s?+2as+ () s2+2as+f

El término cuadratico fue analizado en los ejemplos 4.11 y 4.14. Aqui deben considerarse
los tres casos aplicables a un sistema causal.

Si A = 0 entonces

s4+2as+2s+5 4 A A
Y(s)=n n__n_ 1y 2 4 ’
s(s + a)? s sta (st a)?
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con

A= Azzn—% Ay =y +an—=
o o
con lo que
y(t) = Aqu(t) + Ase“u(t) + Aste *u(t)

Si A > 0 entonces a; y as son reales y

A A A
Y(s)= =+ 24 2
s s—a; S—a
por lo que
y(t) = Aju(t) + Age™ u(t) + Aze™ u(t)
con
s
A, — ain — 2a1an — a1y + ¢
5 =
al(al - az)
A — —a3n + 2axam + ayy — ¢
5 =
CLQ(CLl — QQ)

Si A < 0 entonces as = a*; vy Az = A" con lo que

y(t) = Aju(t) + 2|Asle " cos (\/Wt + AA2> u(t)
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236 4.3 Problemas

4.3 Problemas

Los siguientes ejercicios estan basados en [8, 14], algunos con leves modificaciones, otros
nuevos para profundizar en los conceptos introducidos en este capitulo.

Problema 4.1. Encuentre la transformada de Laplace de
1. x(t) = cos(at)u(t) 3. z(t) = sa(at)
2. z(t) = sen(at)u(t) 4. x(t) = sa(at)u(t)

Problema 4.2. Encuentre las regiones de convergencia de las transformadas de Laplace
de las siguientes funciones

1. e 3tu(t) 4. e 3tu(—t)
2. e Stu(—t + 3)u(t + 3) 5. et
3. e3l 6. e Slthy(—t)

Problema 4.3. Dada la senal
z(t) = e Pu(t — 1)

Encuentre su transformada de Laplace X (s) y su regién de convergencia.

Si
g(t) = Ae 3 u(—t —to)

entonces encuentre los valores de A y ¢y para los cuales la expresion algebraica de G(s) =
Z{g(t)} = X(s). Indique la regién de convergencia de G(s)

Problema 4.4. Dada la senal
z(t) = e u(t) + e Pru(t)

encuentre su transformada de Laplace y los valores de 3 € C necesarios para que la region
de convergencia de X(s) sea o > —1.

Problema 4.5. FEncuentre los polos y regién de convergencia de la transformada de
Laplace de la funcion
x(t) = e’ sen(2t)u(—t)

Problema 4.6. Grafique las funciones

1. e®u(t) para a >0
2. e*u(t) para a < 0
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. e “y(t) para a > 0

. e y(t) para a < 0

e‘”tu( t) para a > 0

—t) para a < 0
—t) para a > 0

e*at (—t) para o < 0

0 N O Ut = W
g
Q
58
£
/\

Problema 4.7. Encuentre la transformada de Laplace de la funcién x(t) = z1(t) — x2(t)
si

1
z1(t) o—e Xy (s) = P ROC: ¢ > —1
1
sz(t) O—OXQ(S) = m, ROC: 0 > —1

Problema 4.8. Encuentre la transformada de Laplace de x(t) = x1(t) 4+ 22(¢)

e™u(t)
—e "u(—t)

z1(t)
i) (t)

siaelR.

Problema 4.9. Utilizando la propiedad de desplazamiento en el dominio s encuentre la
transformada de Laplace de z(t) cos(wot) si £ {x(t)} = X(s).

Problema 4.10. Utilizando las demostraciones de las propiedades de la transformada de
Fourier como referencia, demuestre todas las propiedades de la transformada de Laplace.

Problema 4.11. Demuestre que si I' representa el arco circular en el contorno de Brom-
wich (figura 4.5), entonces, si se cumple sobre dicho contorno

K

X() <

con las constantes k € IR, k > 0, y n € INT, entonces

lim [ X(s)e®ds=0

R—o0 T

Problema 4.12. Demuestre que en la descomposicion en fracciones parciales de un polo
de orden n > 1 los coeficientes A;;, estan dados por

1 dnk

s—ai (n — k) ds(=F) [(s — a;)" X (s)]
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Problema 4.13. Demuestre que si X(s) es una funcién racional propia, entonces si tiene
un par de polos complejos conjugados a; = a*, entonces los coeficientes correspondientes
también son complejos conjugados, es decir A; = A*;.

Problema 4.14. Demuestre que un par de polos simples complejos conjugados con la
expresion algebraica de Transformada de Laplace:

A A*

s—p1  S—pr*

X(s) =

corresponde a las expresiones en el tiempo continuo dadas por

x(t) = 2| Ale” cos(wit + LA)
= 2Re{A}e” cos(wit) — 2ITm{A}e”" sen(wit)

donde p; = 07 + jwp, y se ha asumido que la regiéon de convergencia es el semiplano
derecho Re{s} > o;.

Problema 4.15. En el ejemplo 4.11 se trataron diferentes posibilidades de transformadas
inversas para un término de orden cuadratico sin ceros finitos. Indique cudl regién de
convergencia no ha sido considerada y determine la funcion en el tiempo equivalente.

t es también

Problema 4.16. Demuestre que en un sistema LTT la funcién x(t) = e*
una funcién propia, con sy = g + jwp. (Ayuda: utilice para ello la equivalencia de la

transformada de Laplace como transformada de Fourier de z(t)e™“")

Problema 4.17. Encuentre el nimero y ubicacion de ceros y polos, finitos e infinitos,
de las siguientes expresiones algebraicas de transformadas de Laplace.
1 1 s+1 83 -1

i + 2. -
S+1 S+3 82—]_ 3 32+3+1

Problema 4.18. Se sabe que una senal x(t) es absolutamente integrable, y su transfor-
mada de Laplace tiene un polo en s = 2. Indique cuéles de las siguientes afirmaciones son
ciertas o falsas, y las razones para ello.

1. z(t) es de duracién finita 3. x(t) puede ser derecha

2. z(t) puede ser izquierda 4. x(t) puede ser bilateral

Problema 4.19. Cuéantas senales pueden tener una transformada de Laplace con ex-
presion algebraica

B (s—1)
X = G+ s 1 1)
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Problema 4.20. Si z(t) es una funcién cuya transformada de Laplace es racional con
exactamente dos polos en s = —1 y s = —3. Se sabe que para otra funcién g(t) = e?*x(t)
existe su transformada de Fourier G(jw). Indique si z(t) es izquierda, derecha o bilateral.

Problema 4.21. Calcule la transformada inversa de Laplace tanto con la integral de
Bromwich como por medio de descomposicion en fracciones parciales de

2(s +2)

————— _ ROC: -3
s24+Ts+ 12’ 7=

X(s) =

Problema 4.22. Para una senal z(t) se conoce que

1. z(t) = 0 para todo t < 0
2. x(k/10) = 0 para todo k € IN*
3. 2(k/20) = e 1°

Indique cudles enunciados son congruentes con la informacién proporcionada para z(t),
si X (s) es su transformada de Laplace y se sabe que X (s) es racional:

1. X(s) tiene un solo polo finito.
2. X(s) tiene solo un par de polos finito.
3. X(s) tiene mas de dos polos finitos

Problema 4.23. Para una senal
g(t) = z(t) + ax(-t)

con x(t) = Be'u(t), se sabe que su transformada de Laplace es

s
G(S)ZSQ—I’ —-l<o<1

Determine entonces los valores véalidos de las constantes a y f3.

Problema 4.24. Se conocen los siguientes datos de la sefial x(¢) con transformada de
Laplace X (s):

1. x(t) es real y par

2. X(s) tiene cuatro polos y ningin cero en el plano finito de s.
3. X (s) tiene un polo en s = \/2e7™/4

4. [F z(t)dt=1

Encuentre entonces la expresién para X (s) y su ROC.

Problema 4.25. Dado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de dos senales
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derechas z(t) y y(t)

A — ay(0) + 50
WO _ gt

Encuentre X (s) y Y (s) junto con sus regiones de convergencia. Encuentre entonces las
soluciones en el dominio del tiempo z(t) y y(t).

Problema 4.26. Un sistema LTT causal tiene respuesta al impulso h(t). Encuentre esta
respuesta si el sistema de entrada z(t) y salida y(t) se rige por la ecuacién diferencial
dy(t) d*y(t) dy(t)

—_— 2 p—
e I +ala+1) o + ay(t) = x(t)

+(1+a)

Determine ademas para qué valores de « el sistema es estable.

Si
o(t) = 0 gy

indique cuantos polos tiene su transformada de Laplace G(s).

Problema 4.27. Analice la existenca de la transformada de Laplace bilateral de las
funciones x(t) = 1, x(t) = sen(wt) y x(t) = cos(wt).

Problema 4.28. Sea
ri(t) = e u(t) y  ao(t) = e 2 u(t + 1)

cona € R, a>0.

1. Determine las transformadas bilateral y unilateral de x1(t) y z2(t).

2. Calcule la transformada bilateral inversa del producto %, {x;(t)} % {z2(t)} para
encontrar g(t) = x1(t) * xo(t)

3. Calcule la transformada unilateral inversa del producto .2, {z1(t)} Z, {z2(t)} ¥
compare con el resultado obtenido para g(t).

Problema 4.29. Demuestre el teorema del valor inicial

z(07) = lim sX(s)

§—00

para x(t) = z(t)u(t) (es decir, xz(t) causal).
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Para ello exprese primero x(t) como serie de Taylor centrada en ¢t = 0. Luego, determine
la transformada de Laplace para cada término

4,
dtr

t'fl

—'U
t=0+ v

(t) (t)

Demuestre entonces que

o n 1
X(s) =S S at
) nZ:O dtnx( )‘t:OJr s

a partir de lo cual se puede demostrar el teorema.

Problema 4.30. Encuentre la transformada unilateral de Laplace para

L oz(t) = e 2u(t +1)
2. x(t) = 0(t+ 1) +0(t) + e 23y (¢t 4 1)
3. x(t) = e 2u(t) + e Mu(t)

Problema 4.31. Resuelva utilizando la transformada unilateral de Laplace la ecuacion

diferencial P p
o(0) |, delt)

dt? dt
si z(t) =dx(t)/dt =0ent=0.

+ 5z(t) = 8cos(t)

Problema 4.32. Resuelva utilizando la transformada unilateral de Laplace la ecuacion
diferencial

d*z(t) B de(t)
dt? dt
six(t)=1ydx(t)/dt =1ent=0.

5

—2z(t) =6
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