APENDICE

Y

Método de desarrollo
en fracciones smples

Antes de presentar la aproximaciéon de MATLAB para el cdlculo de desarrollos en fracciones
simples de funciones de transferencia, se presenta la aproximacién manual para calcular desarro-
llos en fracciones simples de funciones de transferencia.

Desarrollo en fracciones simples cuando F(s) s6lo contiene polos distintos.
Considérese F(s) escrita en la forma factorizada

Fes) Bs) K(+z)i+2z)---(5+ 12z, m<n
= —"= . ara
AS)  StTpPIS+p) - (tpy T

donde py, P2, «os Pn Y Z15 Zy, -, Zy SON cantidades reales o complejas, pero para cada p; o z; com-
plejo se tendrd el complejo conjugado de p; o zj, respectivamente. Si F(S) sdlo involucra polos
distintos, puede expandirse en una suma de fracciones simples del modo siguiente:

B(s) a, a, a,
FS)=—— = —2 4+ (B-1)
AG) s+p stp $+ Pn
donde a, (k =1, 2, ..., n) son constantes. El coeficiente a, se denomina residuo del polo en
S = —py. El valor de a, se calcula multiplicando ambos miembros de la Ecuacién (B-1) por
(s + py) y suponiendo que S = —p,; esto conduce a
(s + )B(S) | st 2 s+
pk A(S) S= —pk S+ pl pk s+ p2 pk
T .. (s+p)}
S_l'pk “ S_l_pn “ S= —pk

A
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Se observa que todos los términos expandidos se cancelan, con excepcién de a,. Por tanto, el

residuo a, se calcula a partir de
B(s)
a=|[(+p —}
‘ [ A k-,

Obsérvese que, como f(t) es una funcion real del tiempo, si p; y p, son complejos conjugados,
en tal caso los residuos @, y a, también son complejos conjugados. S6lo necesita evaluarse uno
de los conjugados, a; o a,, porque el otro se conoce automaticamente.

Como
[l [ ae ™
S + Py
f(t) se obtiene asi:

fty=2L '[FS)] =ae P +ae P+ .. +ae ™ parat>0

EJEMPLO B-1 Encuentre la transformada inversa de Laplace de

s+3

FGS)=———=
s+ 1)s+2)
El desarrollo en fracciones simples de F(S) es

s+3 Y N a,
S+1GES+2) s+1 s+2

F(s) =

donde a; y a, se encuentran mediante

[ s+3 } [s+3]
a=6c+)——— =|— =2
(S+ 1)(S+2) s=—1 S 2 =1

[ s+ 3 } |:S 3]
a=|6c+2) — = ——
S+DE+2) ey |s+1|_»

f(t) = L '[F©)]

e | 2 |re| L
s+ 1 S+ 2

=2 t—p 2 parat >0

Por tanto:

EJEMPLO B-2 Obtenga la transformada inversa de Laplace de

s* + 552 + 95 + 7

O =T D +2)

Aqui, como el grado del polinomio del numerador es mayor que el polinomio del denominador, se
debe dividir el numerador entre el denominador.
s+3

G =s+2+——
s+ 16 +2)
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Observe que la transformada de Laplace de la funcién impulso d(t) es 1 y que la transfomada de
Laplace de do(t)/dt es s. El tercer término del lado derecho de esta dltima ecuacion es F(S) en el
Ejemplo B-1. Por tanto, la transformada inversa de Laplace de G(S) se obtiene como

d
g(t) = = o) +25(t) +2e ' —e *,  parat>0-—

EJEMPLO B-3 Encuentre la transformada inversa de Laplace de
= 2s + 12
=5
® s$+25+5

Observe que el polinomio del denominador se puede factorizar como
+25+5=6+1+j2)6s+1—j2)

Si la funcién F(S) contiene un par de polos complejos conjugados, es conveniente no expandir F(S)
en las fracciones simples usuales, sino en la suma de una funcién seno amortiguada y una funcién
coseno amortiguada.

Observando que s>+ 2s + 5 = (s + 1)> + 22 y utilizando las transformadas de Laplace de

e “sen wt y e~ cos wt, reescritas por tanto,
Ple %senwt] = ————
s+ o) + »?

—ef S+ o
Lle “cosot] =—F——
S+ +w

la F(s) dada se escribe como una suma de una funcién seno amortiguada y una funcién coseno
amortiguada.
2s + 12 10 +2(s + 1)

2+25+5 (s+ 12 +2°
5 2 o s+ 1
(s + 1)* + 22 (s+ 1)* + 22

F(s) =

De aqui se sigue que

f(t)y =L '[F(s)]

=591 ; + 291 L
(s + 1%+ 22 (s+ 1?+2°

= 5e 'sen2t + 2e 'cos2t, parat >0

Desarrollo en fracciones simples cuando F(s) contiene polos multiples. En lu-
gar de analizar el caso general, se utilizard un ejemplo para mostrar cémo obtener el desarrollo
en fracciones simples de F(S).

Considérese la siguiente F(S):

F(S):sz+2s+3
s+ 1)}
El desarrollo en fracciones simples de esta F(S) contiene tres términos:
B(s) b, b, bs

== + +
AS) s+1 (s+1)?> (G+1)
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donde b,, b, y b, se determinan del modo siguiente. Si se multiplican ambos miembros de esta
tiltima ecuacién por (s + 1), se tiene que

; B(s) )
S+1)y ——=bi(s+1)"+bys+1)+b; (B-2)
A(S)
Por tanto, si se supone que S = — 1, la Ecuacién (B-2) da por resultado:
B(s
[(s + 1) Q} = b,
A(S) s=—1
Asimismo, la diferenciacién de ambos miembros de la Ecuacién (B-2) con respecto a S da
d (+1)3B(S) b, + 2by(s + 1) (B-3)
JR— S —_— = S -
ds A(S) 2 !
Si se supone que S = — 1 en la Ecuacién (B-3), entonces,
d B(s)
— |+ 1)° — =b
ds [( ) A(s)l= o

Diferenciando ambos miembros de la Ecuacién (B-3) con respecto a S, resulta

d ,BO)|
@[(S‘l‘ 1) %} —2b1

A partir del andlisis precedente, se observa que los valores de bs, b, y b, se encuentran sistemati-

camente del modo siguiente:
B(s
by = [(s +1)° 5©) )}
s=—1

A(s)
=(s*+2s+3)__,
=2
b, = {% [(s + 1) %}}s y
d 2
= [@ (s> + 2s + 3)1_1
=(2s+2)-
=0

1 (d? , B
=3[ ha

L[ P+ 25 +3

“o|ae© )S=,1

L=
_2()_
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Por tanto, se obtiene

f(t) = £7'[F(s)]

2 3
s+ 1 s+ 1) s+ 1

=e '+0+te!

=(1+tHe " parat >0

Comentarios. Para funciones complicadas con denominadores que contienen polinomios
de orden superior, un desarrollo en fracciones simples puede llevar mucho tiempo. En tal caso, se
recomienda el uso de MATLAB.

Desarrollo en fracciones simples con MATLAB. MATLAB tiene una orden para

obtener el desarrollo en fracciones simples de B(S)/A(s) Considérese la funcién de transferencia
B(s)/A(s):

B(s) num  bs" + bs" '+ ... +b,
AS) den s"+as" '+ --+a,

donde algunos &; y b; pueden ser cero. En MATLAB, los vectores fila num y den especifican los
coeficientes del numerador y del denominador en la funcién de transferencia. Es decir,

num=[bgb; ... b.]
den=[1la,... a,]
El comando
[r,p, k] =resi due(num den)
encuentra los residuos (r ), los polos (p) y los términos directos (k) de una desarrollo en fraccio-
nes simples del cociente de dos polinomios B(S) y A(S).

El desarrollo en fracciones simples de B(S)/A(S) se obtiene mediante

BO_ r) @ o)
As) s—p) s pQ) s — p(n)

+k(s) (B-4)

Comparando las Ecuaciones (B-1) y (B-4), se observa que p(l) =—p,, p2) = —p, ...,
p(n) = —py; r(1) = a;, r2) = a,, ..., r(n) = a,. [K(s) es un término directo.]
EJEMPLO B-4 Considere la siguiente funcién de transferencia:

B(S) 25°+55°+3s+6
As) S+652+11s+6
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Para esta funcion,

num=[25 3 6]

den=[16 11 6]

La orden

[r,p, k] =resi due( num den)

proporciona el resultado siguiente:

[r,p, k] =resi due(num den)
r =
- 6. 0000

-4.0000
3. 0000

- 3. 0000
-2.0000
-1. 0000

(Observe que los residuos se devuelven en el vector columna r, las posiciones de los polos en el
vector columna p y el término directo en el vector fila k). Esta es la representacién en MATLAB
del siguiente desarrollo en fracciones simples de B(S)/A(S):

B(s) 28’ +58° +3s+6
AGS) S +652+ 11s+6

-6 =4 3
= + +
s+3 s+2 s+1

4 2

Observe que si p(j) =p(j+ 1) =---=p(j+m — 1) [estoes, p; = Pj; = - = Pj+m—1], €l
polo p(j) es un polo de multiplicidad m. En este caso, el desarrollo incluye términos en la forma

), rG+h o rG4m- D
s—p(j) [s—p(I [s — p(pHI"

Constiltense los detalles en el Ejemplo B-5.
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EJEMPLO B-5 Obtenga el desarrollo B(S)/A(S) siguiente en fracciones simples utilizando MATLAB.

Bs) s°+25+3  §+25+3
As) (5+1P°  $£4+32+3s+1

Para esta funcion, se tiene

num=[1 2 3]
den=[1331]

La orden
[r,p, k] =resi due(num den)

proporciona el resultado siguiente:

num=[123];
den=[1331];
[r, p, K] =resi due(num den)

r =

1. 0000
0. 0000
2. 0000

Es la representacion en MATLAB del desarrollo en fracciones simples de B(S)/A(S):

B(s) 1 0 2
— = + +
AS) s+1 (+1)? +1)7°

Observe que el término directo k es cero.



