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Motivacion

Sistemas de control discreto (digital)
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Motivacion: Sistemas de control discreto (digital)

Senales en tiempo continuo y discreto:

Amplitud y Tiempo continuos.

Tiempo Continuo, Amplitud discreta.
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Tiempo Discreto, Amplitud continua. Tiempo y Amplitud discretos.
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Motivacion: Sistemas de control discreto (digital)

1. Sistemas o modelos en tiempo continuo — z(t) (senales continuas)

s Fcuaciones diferenciales:
2" —2a2 + (> +b)r=0; 2(0)=0, 2/(0)=1

2. Sistemas en tiempo discreto — x(k) (senales discretas) (z(n), z[n|, zx)

» FEcuaciones en diferencias:
3ok +2)—2z(k+1)+a*x(k)=0; 2(0)=4

donde k indica el paso (lapso) de tiempo discreto.
» Caracterizar a un sistema discreto (ej. anlisis de estabilidad).
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La transformada &

Definicion (Bilateral)

La transformada 2 de una senal (sucesion o serie) discreta x(k) se define
como:

X(2)=Za(k)] = Y a(k)z"" (1)

k=—o00

donde z es una variable compleja de la forma z = re??, siendo r la magnitud
y 6 el angulo.

La relacion entre x(k) y su transformada % se indica como:

2(k) 2 X(2)
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Region de convergencia: ROC

Como la transformada 2 es una serie geométrica, esta solo existe para aquellos
valores del plano complejo para los que dicha serie converge. Asi la ROC de
X (2) es el conjunto de todos los valores de z para los cuales X (z) es finita:

X(z) = Z x(k) z7%| < 0o

k=—o00

Aparte de que la ROC define la existencia o no de la transformada, se da el
caso de que esta transformada no es tnica para una determinada senal. Esta
inconveniente se resuelve especificando la transformada y su ROC.
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Region de convergencia: ROC (Ejemplos)

Se consideran las sefiales discretas: z1(k) = a*u(k) y x2(k) = —aF u(—k — 1).
Si se determinan las transformadas 2 [- - -] de ambas:

o0 oo o0
1 z

Xi(z) = Z au(k)z7F = Zakz’k = Z(az’l)k e T

k=—o00 k=0 k=0

siy solo si |az7!| < 1, por lo tanto la ROC se define por |z| > |a].
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Region de convergencia: ROC (Ejemplos)
Se consideran las sefiales discretas: z1(k) = a® u(k) y x2(k) = —af u(—k — 1).

Si se determinan las transformadas 2 |- - -] de ambas:

e’} —1
Xo(2) = Z —a"u(—k—1) 2% = Z —a z7*
k=—o00 k=—o00
Se realiza un cambio de variable &k = —n:
Xo(z) = —Za‘"z” =— <Za_”z” — 1) =— (Z (a'2)" = 1) S
zZ—a
n=1 n=0 n=0

siy solo si |a™! z| < 1, por lo tanto la ROC se define por |z| < |a].
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Senales causales y no causales

1. Senal estrictamente no causal: toma valores 0 para tiempos positivos.

z(k)=0,VEk>0

En este caso la ROC va ser el interior de un circulo.

2. Senal estrictamente causal: toma valores 0 para tiempos negativos.

2(k) =0, Vk <0

En este caso la ROC va ser el exterior de una determinada circunferencia.
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A modo de resumen, se presentan algunas caracteristicas:
1. No se tiene informacion sobre z(k) para k < 0.
2. Es tnica para este tipo de senales.
3. Se cumple que: Z* [z(k)] = Z [z(k) u(k)].
4. La ROC es siempre la zona exterior de un circulo.
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Relacion con la transformada de Laplace

Se puede decir que X(z) es la transformada de Laplace para la secuencia
discreta z(k). Para demostrarlo es posible aproximar z(k) mediante xs, (%),
la version muestreada de xz(t), obtenida mediante la modulacion de la senal
continua con un tren de pulsos tipo Delta de Dirac equi-espaciados:

o0

v(k) ~xs, () =a(t) > 6t —kT)= > x(kT)d(t—kT)

k=—00 k=—o00

entonces la transformada de Laplace de x4, (t) esta dada por:

o0

X5T(s):/_oo [Z 2k T)6(t — kT)| e dt

O | k=—0c0
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Relacion con la transformada de Laplace

Intercambiando el orden de la sumatoria y la integral:

X5.(s) = i z(kT) UOO S(t —kT)e *"dt

k=—o00 o0

integrando:
oo

Xop(s)= Y a(kT)e**"
k=—00
Si se compara esta ecuacion con la definicion de transformada 2, reemplazando
previamente z(k T') por x(k), se encuentra que basta la siguiente relacion para

igualarlas:
z=eT (3)
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Propiedades de la transformada 2

Multiplicaciéon por una constante

Si z(k) AR X(2) = axz(k) &5 aX(z),
siendo a una constante.

Linealidad

|

Si 21 (k) &5 X1(2) v (k) &5 Xo(2) =
x(k) = axq(k) £ bxy(k) @X(z) =aXi(2) £bX5(2), (4)

donde la ROC= ROC; N ROC,, mientras que a y b son constantes.
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Propiedades de la transformada 2

Primera propiedad de traslacion: Desplazamiento temporal (retardo)

2(k) &5 X (2) = 2k — n) &5 2" X(2) (5)

Segunda propiedad de traslacion: Desplazamiento temporal (avance)

n—1
2(k) &5 X(2) = w(k +n) & 2 [X(z) — " a(k) zk] (6)
k=0
Ejemplos:
Ztz(k+1)] =2X(2) — 22(0)
Zt [x(k+2)] = 22 X(2) — 222(0) — zz(1)
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Propiedades de la transformada 2

k

Multiplicaciéon por a
2(k) &5 X (2) = a* x(k) &5 X(a™' 2) (7)
siendo a una constante.

Diferenciacién en z
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Propiedades de la transformada 2

Teorema del valor inicial

z(k) AR X(z) = lim X(z) = z(o) (10)

Z— 00

Teorema del valor final

z(k) AR X(z) = lm z(k) =1lim (1 — 27") X(2) (11)

k—o00 z—1

si (1 —z71) X (2) no tiene polos sobre o fuera de |z| = 1.
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Algunas transformadas directas (a, w y T' son constantes)

x(k) para k >0 Z [x(k)] Region de convergencia (ROC)
91 (k)(pulso unitario en k =0) 1 Todo el plano complejo z

u(k) g |2 > 1

a” P 2] > |al

k e 2| > 1

kak—1 (Z_Za)2 ’Z‘ > a

e kT —~£ 2| > e T

cos(kwT) ezl > 1

sin(kwT) 2 sin(w 1) |z| > 1

22—22z cos(wT)+1
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Ejercicios: parte (a)

Determine la transformada 2 y su region de convergencia (ROC) de la
siguientes senales causales:

1. z(k) = 2" (resolver por definicion)

2. x(k) = (- )

3. (k) = (3)"

4. x(k) =3k

5. (k) = sin(kw) (resolver por definicion)
6. z(k)=Fk (5 )
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La transformada & inversa

La transformada & inversa estd formalmente definida como:
1
2(k) = 21 [X(2)] = —— 7{ X(2) 2+ dz (12)
2rg Jo

donde es una integral de linea sobre el camino cerrado C', que encierra al origen
y se encuentra en la region de convergencia de X (z) en el plano z. Existen tres
métodos para recuperar la secuencia original a partir de su transformada Z:

1. Calculo directo de la integral.
2. Expansion en series de términos z y 271

3. B¥° Expansion en fracciones parciales y biisqueda en tabla. 4
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La transformada 2 inversa. Ejercicios: parte (b)

Encontrar la senal discreta original x(k) de las siguientes funciones indicadas
en el dominio de la transformada 2

1.

-1
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Ecuaciones en diferencias lineales de coeficientes constantes

Ecuacion en diferencia

Una ecuacion en diferencia pueden surgir como aproximaciones de la ecuacio-
nes diferenciales que describen el comportamiento de un sistema en tiempo
continuo, o también por pensar y proponer directamente la dinamica del sis-
tema de forma discreta.

Resolver las siguientes ecuaciones en diferencias (k > 0):

L. 2(k+2)+x(k+1) —2x(k) = u(k), donde z(0) =0y z(1) = 1.
2. 8a(k+2) —6x(k+1)+ (k) = 9u(k), donde 2(0) =1y z(1) = 2.
3. x(k+2)+4z(k) =0, donde (0) =0y z(1) = 1.
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Caracterizacion de sistemas discretos utilizando 2

Definicion (Sistemas LTI (Linear and Time-Invariant))

Cumplen la propiedad de linealidad e invarianza con respecto al tiempo.

Definicion (Sistemas lineales)

Es lineal si posee la propiedad de superposicion. Es decir, si una entrada con-
siste en la suma ponderada de varias senales, entonces la salida es la suma
ponderada de las respuestas del sistema para cada una de estas senales.

Definicion (Sistemas invariantes en el tiempo)

Es invariante en el tiempo, si un desplazamiento en la entrada produce el mismo
desplazamiento en la salida. Esto es equivalente a decir que los coeficientes de
la ecuacion que define la dindmica del sistema son constantes.
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Caracterizacion de sistemas discretos utilizando 2

I¥" Representacion del sistema:

U(z Y(z
(2) oe) (2)

Y
Y

" Funcién de transferencia:

Y(2) bp2™+bp12" -4 bo
U(z) 2"+ ap_1 2" 14 +ag

G(z) = (13)

En esta forma de deducir G(z) se supone que el sistema esta inicialmente en
reposo, es decir condiciones iniciales iguales a cero.
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Caracterizacion de sistemas discretos utilizando 2

Para sistemas fisicamente realizables el orden del denominador U(z) es mayor
o igual al del numerador Y(z), es decir que n > m. La ecuacion U(z) = 0
es llamada la ecuacién caracteristica del sistema discreto y su orden n
determina el orden del sistema, mientras que sus raices se llaman polos de
la funcion de transferencia discreta. De igual manera, la raices de Y (z) = 0 se
denominan los ceros.

Ejemplo
Encontrar la funcién de transferencia del sistema discreto modelado por la
siguiente ecuacion en diferencias:

y(k+2)+3yk+1) —y(k) = u(k)
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Respuesta al impulso

Impulso unitario: §;(k) = {1,0,0,--- }, donde su transformada 2 [d,(k)] = 1.
Si se considera un sistema con funcion de transferencia G(z), entonces:

Y(2) =G(2)U(z) (14)

Si la entrada es este pulso unitario y el sistema est4 inicialmente en reposo,
se tiene que: U(z) = Z [01(k)] = 1 y se obtiene la respuesta al impulso del
sistema:

Y(2) = G(2)U(z) = G(2) = Y5,(2) (15)
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Respuesta al impulso

Corolario

Asi la transformada Z para una salida en respuesta a cualquier entrada, es
el producto de la transformada de estd entrada U(z) con la transformada de
su respuesta al impulso. Este hecho refleja la relacion fundamental entre los
conceptos de respuesta al impulso y funcion de transferencia.

Y(2) =Y5,(2) U(2) (16)

Ejemplo
Encuentre la respuesta al impulso del sistema:

G(z) =

(z+2)(z+1)
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Concepto de estabilidad

En palabras - - -

Un sistema es estable, cuando a entradas acotadas se generan salidas acotadas.

Ejemplo

Un sistema tiene una respuesta al impulso dada por:

ys, (k) = ak — 0, 5"

Analizar que pasa con la respuesta cuando k — oo: (i) a =0,4y (ii) a = 1,2

Corolario

Un sistema lineal en tiempo discreto con coeficientes constantes es estable siem-
pre que su respuesta al impulso tienda a cero cuando k — oo.
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Concepto de estabilidad

Se puede relacionar el concepto de estabilidad con los polos de la funciéon de

transferencia. ¥(2)
z
G(z) = 17
©)= 55 (17)
donde estos polos son las raices de la ecuacion caracteristica U(z) = 0
I¥" Si se considera el sistema G(z) = m, cuyos polos son z = —2
y 2 = —1 y donde su respuesta al impulso es s, (k) = (=1)* — (=2)*. Es
inestable.
I¥" Ahora para G(z) = m, cuyos polos son z = —0,2y 2= —-0,1y

donde su respuesta al impulso es ys, (k) = (—0,1)F — (=0, 2)"*. Es estable.
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Concepto de estabilidad

Definiciéon

Un sistema lineal en tiempo discreto de coeficientes constantes con funcion de
transferencia G(z) es estable si y solo si todos los polos de G(z) estan dentro
del circulo unitario |z| < 1 en el plano complejo z. Si uno o mas polos estéan
fueras del circulo unitario entonces el sistema es inestable. Si uno o mas polos
distintos estan sobre el circulo unitario |z| = 1, con todos los otros polos dentro,
entonces el sistema se dice que es marginal-mente estable.

Im (z) A

flh\{ Unit circle |z =1
Q-/I Re (2)
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