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Introduccion

Definiciéon

La Transformada de Fourier extiende las ideas del analisis de Fourier para
tratar con funciones no periédicas. A partir de esta teoria, se vera como la
forma exponencial compleja de la representacion en serie de Fourier de una
funciéon periddica surge como un caso especial de la Transformada de Fourier.

1. Transformada de Fourier (Continua).

2. Transforma Discreta de Fourier.
3. Transformada Répida de Fourier (FFT).
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Motivacion

Introduccion

Series de Fourier — representacion en el domino de la frecuencia de funciones
periodicas.

Transformada de Fourier — método para representar funciones no perio-
dicas definidas en (—oo < t < 00) en el domino de la frecuencia.
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La integral de Fourier
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La integral de Fourier

Se emplea el método adoptado para obtener la expansion en serie de Fourier
de funciones definidas sobre un intervalo finito de tiempo.

Window
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D La integral de Fourier
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La integral de Fourier

Utilizando la forma compleja (exponencial) de la serie de Fourier:

g(t) = Z Gpe?!™ ! siendo: (1)

n=—oo

T/2 ‘
Gn = _/ g(t)e_]nthdta (n = 07:':17:':27"')a (WO = 27T/T) (2)
T J 1)

I¥" La Ec. (2) transforma la funciéon ¢(t) en el dominio del tiempo en las com-
ponentes asociadas G,, con dominio en la frecuencia.

I¥" La Ec. (1) se interpreta como la transformacion de las componentes discre-
tas G, en el dominio de la frecuencia a su forma ¢(t) en el dominio del tiempo.
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D La integral de Fourier
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La integral de Fourier

Al sustituir la Ec. (1) en (2) se tiene:

0 1 T/2 ) )
0= |5/ gme—JWdT] )
n=-—00 —T/2
se tiene que: Q’TT" = nwy = w, y como la diferencia en frecuencia de términos
sucesivos es:
2T

2
Fln+1) —n] =% =Aw=wy, (T=27/Aw),

por lo que:

> T/2 ‘ .
g(t) = Z [%/ g(T)ij"TdT] edntAw. (4)

—T/2
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D La integral de Fourier
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La integral de Fourier

Definiendo G(jw) como:

T/2 '
Gliw) = [ g(re 7mar, (5)
—-T/2
se tiene que:
1 =
—_ Jwnt ;
9(t) = 5 n:EOO el G (jwn) Aw. (6)

Conforme 7" — oo, la ventana se hace mas ancha de manera que g(t) = f(t)
en todos lados y Aw — 0
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D La integral de Fourier
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La integral de Fourier

lim ¢(t) = lim L Z ej”“tG(ju)n)Aw:i el Gjw)dw  (7)

Aw—0 Aw—0 27
n=

De las Ec. (5), (6) y (7) se tiene que:

r0= [ [gee [ rmerrar|as )

—00

IF” Esta ultima expresion se conoce como la representaciéon en integral de
Fourier de f(t).
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S La integral de Fourier
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La integral de Fourier

Teorema (Las condiciones de Dirichlet para la integral de Fourier)

Si la funcion f(t) es tal que:
(i) es absolutamente integrable, de manera que:

o0

| irwnae<oc

—0

(i1) tiene como mucho un nimero finito de mdzximos y minimos, y de discon-
tinuidades en cualquier intervalo finito,

entonces la representacion en integral de Fourier de f(t) dada por la Ec. (8)
converge a f(t) en todo punto donde es continua y al promedio de los limites

derecho e izquierdo donde es discontinua.
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D La integral de Fourier
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Forma trigonométrica de la integral de Fourier

Considerando que:

—jw(r—t)

e =cos w(T —t) — jsin w(T — 1),

reemplazando en la Ec. (8) y trabajando de forma algebraica, se llega a:

F(t) = %/OOO dw /Z F(7) cos w(r — t)dr. 9)
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D La integral de Fourier
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Forma trigonométrica de la integral de Fourier

Si f(t) es una funcion par e impar — la Ec.(9) se puede indicar como:

(i) Para una funcién par:

f(t):z/oo/oof(ﬂcos wT cos wt d7 dw,
T™Jo Jo

la cual se conoce como integral de Fourier en cosenos.

(i) Para una funcion impar:

2 o0 [e.e]
ft) = —/ / f(7) sin wr sinwt dr dw,
m™Jo Jo
la cual se conoce como integral de Fourier en senos.
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D La integral de Fourier
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Representacion de f(t) por medio de la integral de Fourier

Ejemplo

Investigar qué tan bien representa la integral de Fourier a la funciéon cuando
sOlo se consideran las componentes en la parte baja del rango de frecuencias.

e ES
f(t)—{o, 1] > 1

fink

Figura: Pulso rectangular.
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® La integral de Fourier
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Representacion de f(t) por medio de la integral de Fourier

finl

finr

—

e, ¥
e ©
(a) wo =4 (b) wo =8 (¢) wo =16
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= Transformada de Fourier
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El par de transformadas de Fourier

Flo) = [ foerdt (10)

1

£t) = & / " F(jw)eduw (1)

27

F(jw) se llama la transformada de Fourier de f(t) y proporciona una re-
presentacion en el dominio de la frecuencia para una funcién no periodica f(t),
siempre que exista la integral en la Ec.(10).

El operador de Fourier se denota como: % {f(t)} = F(jw).
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= Transformada de Fourier
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El par de transformadas de Fourier

Ejemplo
i Tiene la funcion f(t) =1, (—oo < t < 00) una representacion en transforma-
da de Fourier.

Ejemplo
Encuentre la transformada de Fourier de la funcién exponencial:
ft)y=H(t)e ™ (a>0)

Ejemplo
Calcular la transformada de Fourier del pulso rectangular:

_ AT
f(”—{ 0, |t > T

Martin A. Alarcéon Universidad Tecnolégica Nacional - Facultad Regional Reconquista



= Transformada de Fourier
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El par de transformadas de Fourier (breve tabla)

Martin A. Alarcén

0

e “H() (a=>0)

te™H(t) (a>0)

{A (lt] =< T)
0 (|¢]>T)
e (@>0)

FLf(1)} = J fye ™ dt

1
a+jo

1
(a +jo)

2AT sinc T

2a
2 3
a + @
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= Transformada de Fourier
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Espectro continuo de Fourier

Las transformadas de Fourier generalmente son funciones de valores complejos
de la variable real de frecuencias w. Si % {f(t)} = F(jw) entonces F(jw)
también se la conoce como espectro de frecuencias (complejas) de f(t). Al
escribir F'(jw) en su forma exponencial:

F(jw) = |F(jw)| e sl

donde las graficas de |F'(jw)| y argF'(jw), las cuales son funciones de variable
real w, se llaman espectros de amplitud y fase respectivamente. Juntos repre-
sentan el retrato en el dominio de la frecuencia de la senal f(t).

Martin A. Alarcéon Universidad Tecnolégica Nacional - Facultad Regional Reconquista



S Transformada de Fourier

[e]e]ele] lelele]e]

Espectro continuo de Fourier

Ejemplo

Espectros de la funcion: f(t) = e “H(t), (a > 0)

IF(jon!

(o] w
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= Transformada de Fourier
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Propiedades de las transformadas de Fourier

Propiedad de linealidad

Si f(t) y g(t) son funciones cuyas transformadas de Fourier son F(jw)y G(jw)
respectivamente, y si a y 3 son constantes =

FLaf(t)+Bgt)} = aF {f(t)} + BF {g(t)} = aF(jw) + BG(jw)

Propiedad de derivacién con respecto al tiempo

# {ZEL — Gy Fiio

IF” Esta propiedad puede utilizarse para obtener representaciones en el dominio
de la frecuencia de ecuaciones diferenciales.
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= Transformada de Fourier
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Propiedades de las transformadas de Fourier

Ejemplo
Las senales definidas en el tiempo y(t) y u(t) tienen transformadas de Fourier
Y (jw) y U(jw) respectivamente, y si:

Py(t) . oy(t)
oz o

J2ult)

+ Ty(t) = T

+ 2u(t)

encuentre Y (jw) = G(jw) U(jw) para alguna funcion G(jw).
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= Transformada de Fourier
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Propiedades de las transformadas de Fourier

Propiedad de desplazamiento con respecto al tiempo

F{ft—1)}=e7F(jw)

Ejemplo

Determinar la transformada de Fourier del pulso rectangular f(t) que se mues-
tra en la siguiente figura.

fA
A
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= Transformada de Fourier
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Propiedades de las transformadas de Fourier

Propiedad de desplazamiento con respecto a la frecuencia

F e f(1)} = F(j(w —w0))

Propiedad de simetria

F{f)} = F(jw) = F{F(t)} = 2nf(-w)

Esta propiedad nos dice que si % {f(t)} v F(jw) forman un par de transfor-
madas, entonces .7 {F(jt)} v 27 f(—w) también forman una par de transfor-
madas. La suelen citar como propiedad de dualidad.
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S Transformada de Fourier y Laplace
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Relacion entre las transformadas de Fourier y de Laplace

IL" [a transformada de Fourier:

FUW) = Fle) = [ e (12)

IF"La transformada de Laplace:
ZLe{f(t)} = F(s) = /00 f(t)e~*tdt, (Bilateral). (13)
ZL{ft)}=F(s) = /000 e *f(t)dt, (Unilateral). (14)
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Iransformada de Fourier y Lag
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