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Capitulo 1

Numeros complejos. Funciones complejas elementales

1.1. Introduccion

Los nimeros que hoy llamamos “complejos” fueron durante muchos afios motivo de
polémicas y controversias entre la comunidad cientifica. Poco a poco, por la creciente
evidencia de su utilidad, acabaron por ser comtinmente aceptados, aunque no fueron
bien comprendidos hasta épocas recientes. Nada hay de extrano en ello si pensamos que
los niimeros negativos no fueron plenamente aceptados hasta finales del siglo XVII.

Los nimeros complejos hacen sus primeras timidas apariciones en los trabajos de
Cardano (1501-1576) y Bombelli (1526-1672) relacionados con el célculo de las raices de
la ctbica o ecuacién de tercer grado. Fue René Descartes (1596-1650) quien afirmé que
‘ciertas ecuaciones algebraicas solo tienen solucion en nuestra imaginacion” y acuid el
calificativo “imaginarias” para referirse a ellas. Desde el siglo XVI hasta finales del siglo
XVIII los nimeros complejos o imaginarios son usados con recelo, con desconfianza. Con
frecuencia, cuando la soluciéon de un problema resulta ser un nimero complejo se inter-
preta esto como que el problema no tiene solucion. Para Leibnitz “el niimero imaginario
es un recurso sutil y maravilloso del espiritu divino, casi un anfibio entre el ser y el no ser.”

Las razones de todo esto son claras. Asi como los nimeros reales responden al proble-
ma bien cotidiano de la medida de magnitudes, no ocurre nada similar con los ntimeros
complejos. Mientras los mateméticos necesitaron interpretar en términos fisicos sus ob-
jetos de estudio, no se avanzé mucho en la comprensién de los nimeros complejos.

El éxito de Euler y Gauss al trabajar con niimeros complejos se debié a que ellos no

1



2 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

se preocuparon de la “naturaleza” de los mismos; no se preguntaron “;qué es un nime-
ro complejo?”, sino que se dijeron ‘a ver, para qué sirven, qué puede hacerse con ellos”.
Es Gauss quien definitivamente concede a los nlimeros complejos un lugar privilegiado
dentro de las matematicas al probar en 1799 el resultado conocido como Teorema Funda-
mental del Algebra que afirma que toda ecuacién polinémica de grado n con coeficientes
complejos tiene, si cada raiz se cuenta tantas veces como su orden, n raices que también
son numeros complejos. En este curso veremos varias demostraciones de este teorema
pero ya puedes entender lo que significa. Fijate en cada una de las ecuaciones:

x+3=0, 2x+3=0, x2-2=0, x2+2x4+2=0

Cuyas soluciones
x=-3, x=-3/2, x=4v2, x=—1+i

tienen sentido cuando x es es, respectivamente, un nimero entero, racional, real o com-
plejo. Podria ocurrir que este proceso de ampliacién del campo numérico continuara.
;Qué ocurrird si ahora consideramos ecuaciones polinémicas con coeficientes comple-
jos? Por ejemplo:

A=t +(1/5—iV2)x* —8x+3—i/V3=0

;Coémo serdn sus soluciones? ;Aparecerdan también nuevos tipos de nlimeros? El Teorema
Fundamental del Algebra nos dice que esa ecuacion tiene soluciones que también son
ntimeros complejos y, por tanto, que no aparecerdn ya por este procedimiento nuevos
tipos de ntimeros.

El término, hoy usado de “niimeros complejos” se debe a Gauss, quien también hizo
popular la letra “i” que Euler (1707-1783) habia usado esporddicamente. En 1806 Argand
interpreta los nimeros complejos como vectores en el plano. La fecha de 1825 es conside-
rada como el nacimiento de la teoria de funciones de variable compleja, pues se publica
en dicho afio la Memoria sobre la Integraciéon Compleja que Cauchy habia escrito ya en

1814.

Recordemos, finalmente, la afirmacién de Hadamard “El camino mds corto entre dos
verdades del andlisis real pasa con frecuencia por el andlisis complejo”.

1.2. El cuerpo C de los nimeros complejos

Consideremos en el conjunto R? las operaciones de adicion y producto definidas por

(,3) + (u,v) = (x+u,y+v)
(2, ¥)(u,v) = (xu— yv,xv + yu)

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



1.2.1 Forma binémica de un niimero complejo 3

Es muy fécil comprobar las propiedades asociativa y conmutativa de las operaciones asi
definidas y la distributiva del producto respecto de la suma. El elemento neutro de la
suma es (0,0) y (1,0) es la unidad del producto. Ademads, (—x,—y) es el opuesto de (x,y),y
todo (x,y) # (0,0) tiene inverso

X -y
X ——, 55— | = (1,0
(6 (s ) (10
Todas estas propiedades se resumen diciendo que (R?,+,-) (Iéase “el conjunto R? con las
operaciones de adicién y producto”) es un cuerpo. Dicho cuerpo se representa simbdli-
camente por C y sus elementos se llaman niimeros complejos.

Observaciones

Alos elementos de R? se les llama unas veces pares ordenados de niimeros reales, otras
vectores o puntosy también niimeros complejos. La razon de esto es que en R? conviven
varias estructuras cada una con su terminologia propia. Por eso a los elementos de R?
se les llama vectores si se estd considerando la estructura de espacio vectorial, puntos si
fijamos la atencion en la estructura topolégica o afin, pares ordenados cuando estamos
pensando en R? como conjunto sin ninguna estructura particular y niimeros complejos
cuando se considera la estructura de cuerpo antes definida. Ocurre que estos términos
se usan a veces en un mismo pérrafo lo que puede resultar confuso. La regla que debes
tener siempre presente es que todo concepto matematico tiene sentido propio dentro
de una determinada estructura matemadtica. Por ello, a un elemento de R? se le llama
numero complejo cuando se va a usar el producto antes definido que eslo que en realidad
distingue a los nimeros complejos de los vectores de R?.

1.2.1. Formabinémica de un niimero complejo

El simbolo usual (x,y) para representar pares ordenados no es conveniente para re-
presentar el nimero complejo (x,y). Para convencerte calcula (1,—1)*. Representaremos
los niimeros complejos con un simbolismo més apropiado en el que va a intervenir el
producto complejo. Para ello, observa que:

(X,O) + (y,O) = (x+y,0)
(x,0)(5,0) = (x1,0)

esto indica que los nimeros complejos de la forma (x,0) se comportan respecto a la suma
y la multiplicacién de niimeros complejos exactamente de la misma forma que lo hacen
los nlimeros reales respecto a la suma y multiplicacién propias. En términos més preci-
sos, R x {0} es un subcuerpo de C isomorfo a R. Por esta razén, en las operaciones con
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4 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

ndameros complejos podemos sustituir los complejos del tipo (x,0) por el ntimero real x.
Es decir, hacemos la identificacién (x,0) = x.

Fijate que con dicha identificacion el producto x(u,v) tiene dos posibles interpretacio-
nes: producto del escalar real x por el vector (u,v) (estructura vectorial de R?) y producto
del complejo (x,0) por el complejo (u,v). Pero ambos coinciden y son iguales a (xu, xv).

El nimero complejo (0, 1) lo representaremos por i y lo llamaremos unidad imagina-
ria. Con ello tenemos que

i2 = (071)(()’ 1) = (7170) =-1
Ahora podemos escribir
(x,y) = (x,0)+(0,y) = (x,0) + (0,1)(y,0) = x + iy

Se dice que x + iy es la expresién binémica del nimero complejo (x,y). Se dice que x es
la parte real e y es la parte imaginaria del nimero complejo x + iy. El producto ahora es
muy fécil de recordar pues

(x4 i) (u—+iv) = xu+i2yv +i(xv + yu) = xu— yv + i(xv + yu)

Es costumbre representar los niimeros complejos con las letras z y w y reservar las
letras x, y, u, v para representar nimeros reales. Una expresién de la forma z = x + iy se
interpreta como que z es el nimero complejo cuya parte real es x y cuya parte imaginaria
es y. Se escribe Re(z) e Im(z) para representar las partes real e imaginaria de z. Natural-
mente, dos nimeros complejos son iguales cuando tienen igual parte real e igual parte
imaginaria.

Observaciones

Acabamos de ver que i = —1 pero eso no nos permite escribir asi, sin m4s ni més, que
i = v/—1. Fijatelo que ocurre si ponemos i = v/—1 y manejamos ese simbolo con las reglas
alas que estamos acostumbrados:

2=—1=ii=vV=Iv=T=y/(=) (=) =VI=1
Luego 1 = —1. Por tanto, las matemadticas son contradictorias y aqui hemos acabado.

Naturalmente, el error procede de que estamos haciendo disparates. Fijate que en la
expresion v/—1 no puedes interpretar que —1 es el niimero real —1 (porque, como sabes,
los nimeros reales negativos no tienen raiz cuadrada real), sino que tienes que interpre-
tar —1 como el niimero complejo —1 (espero que ya tengas clara la diferencia). Resulta
asi que estamos usando raices de nimeros complejos sin haberlas definido y dando por
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1.2.2 Representacidon grafica. Complejo conjugado y médulo 5

supuesto que dichas raices verifican las mismas propiedades que las de los niimeros reales
pOsitivos.

Antes de escribir v/—1 hay que definir qué significa /z para z € C. Cuando lo hagamos
veremos jsorpresa! que la igualdad /z\/w = \/zw, vdlida cuando z,w€R™, no es cierta en
general cuando z,w e C.

Todavia mds disparatado es definir i = v/—1 sin ni siquiera haber definido antes los
ntimeros complejos. Sin embargo, y aunque parezca mentira, en muchos textos se define
(porque si, sin mas explicaciones) i = v/—1y a continuacion se dice que los nimeros de la
forma a +ib son los nimeros complejos. No es de extraiiar que luego resulte que 1 = —1.

No hay un orden en C compatible con la estructura algebraica

Al ampliar R a C ganamos mucho (te convencerds de eso en este curso) pero tam-
bién perdemos algo. Te recuerdo que R tiene dos estructuras: la algebraica y la de orden.
Ambas estructuras estdn armoniosamente relacionadas. Pues bien, en C no hay nada pa-
recido. Podemos definir relaciones de orden en C, pero no hay ninguna de ellas que sea
compatible con la estructura algebraica. En efecto, si suponemos que < es una relaciéon de
orden en C compatible con su estructura algebraica, como i # 0 habria de ser 0 < i = —1
(esto todavia no es contradictorio porque pudiera ocurrir que la relacién < no respetara el
orden de R). Pero también 0 < 12 = 1, luego 0 < 1 +(—1) = 0 y eso si que es contradictorio.

Por tanto, es imposible definir un concepto de nimero complejo positivo de forma
que la suma y el producto de complejos positivos sea positivo. Por ello no se define en
C ningtn orden. Asi que ya sabes: jmucho cuidado con no escribir desigualdades entre
niimeros complejos! Naturalmente, puedes escribir desigualdades entre las partes reales
o imaginarias de ntimeros complejos, porque tanto la parte real como la parte imaginaria
de un nimero complejo son nimeros reales.

1.2.2. Representacion grafica. Complejo conjugado y médulo de un nu-
mero complejo

Es usual interpretar el nimero complejo x + iy como el vector del plano (x,y) y, en ese
sentido, se habla del plano complejo. El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y el eje
vertical recibe el nombre de eje imaginario.

Si z = x+ iy es un nimero complejo (con x e y reales), entonces el conjugado de z se
define como:

z=x—1Iy

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



6 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

/
[SF=-====

Figura 1.1: Representacién de un niimero complejo

y el médulo o valor absoluto de z, se define como:

2] = /x*+y?

Observa que 4/ x% +y? estd definido sin ambigiiedad; es la raiz cuadrada del ntimero real
no negativo x> +y.

Geométricamente z es sencillamente la reflexién de z respecto al eje real, mientras que
|z| es la distancia euclidea del punto (x,y) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclidea
del vector (x,y) (ver figura 1.1). La distancia entre dos nlimeros complejos z y w se define
como |z —w|.

La representacion grafica de la suma puede verse en la figura 1.2. Dos nimeros com-
plejos z = x+iyyw = u+iv determinan un paralelogramo cuya diagonal es z+ w.

zZ+w

- il

S
\

|
|
Il
u x €T u

|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
Il
+
Figura 1.2: Suma de ntimeros complejos

Se comprueba facilmente que si z y w son niimeros complejos se verifica que 7 = z,
ZFw=z+WwWyIw=2w.
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1.2.2 Representacidon grafica. Complejo conjugado y médulo 7

Observa que siz =x+iy€C, se tiene que zz = x> +?, y si z # 0 entonces
1z xX—1iy X .y
x2+y?

= = = 1

2 2z x24+y? x24y?

También son de comprobacién inmediata las desigualdades

méx{|Rez|,|Imz|} < |z] < |Rez|+ |Imz] (1.1)
Cuyo significado geométrico es evidente.

La igualdad |z|* = zZ que se deduce directamente de la definicién de médulo de un
ntimero complejo, permite utilizar el producto complejo para trabajar con médulos y es
de gran utilidad. La usaremos para probar que para todos z,w € C se verifica que

a) |zw|=lz|lwl 'y b) [z+w|<[z|+][w]

a) Basta observar que |zw| ¥ |z||w| son nimeros positivos cuyos cuadrados coinciden,
pues
law]? = zwzw = zwzw = z2ww = |z |w]® = (2| [w])?

b) Es suficiente probar que |z +w|* < (Jz| + |w|)2. En efecto:
|z+w|2 =(z4+w)(z+w)=(z+w)(Z+wW) =zz+ww+zw+IWw =

= |z[>+ |w|* +2Re (zw) < [z|*+ [w|* + 2 |Re (zw)| <

<[zl + 1wl 4212w = [z >+ Wl + 22| [w] = 2> + [w]” + 22| [w] =

= (|z|+[wl)?
Deducimos también que se verifica la igualdad |z+w| = |z| + |w] si, y s6lo si, Re(zw) =
|zw|, esto es, si zwe R, o lo que es lo mismo zw = p donde p € R{. Esta igualdad, puede
escribirse de forma equivalente, multiplicando por w, como z |w\2 = pw, esto es, 7z = Aw

para algiin Ae R} lo que quiere decir que z y w estdn en una misma semirrecta a partir del
origen.

La desigualdad

lz+w| < |z] + W] (z,weC) (1.2)

se llama desigualdad triangular y se generaliza facilmente por induccién a n sumandos.

n

n
> <D 7]
=1

Jj=1

Hemos probado también que para z,we C\ {0} se verifica que:
lz4+w|=|z|+|w| <= z=Aw conA >0 (1.3)

|2+ w| < [2] + |w| <= % ¢ R* (1.4)
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8 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

1.2.3. Forma polar de un niimero complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los cdlculos con productos
de niimeros complejos. Para cualquier nimero complejo z = x + iy # 0 podemos escribir

7=z RAEa
lz| lz]

x . i . o
Como <— l) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en la forma

2] [z
Xy
—,~— ] = (cosV,sen?d)
( 2| |z] )
para algiin nimero ¢ € R. Resulta asi que

z=|z|(cos® +isend)

Esta forma de expresar un nimero complejo recibe el nombre de forma polar o forma
médulo-argumento cuya interpretacion grafica vemos en la figura 1.3.

Figura 1.3: Forma polar de un ntimero complejo

Es claro que, dado z € C, z # 0, hay infinitos nlimeros reales t € R que verifican la
igualdad z = |z|(cost +isent); cualquiera de ellos recibe el nombre de argumento de z. El
conjunto de todos los argumentos de un niimero complejo no nulo, z, se representa por

Arg(z).

Arg(z) = {reR:z=|z|(cost +isent)}

Observa que

cos(t) = cos(s)

s, t € Ar,
rengle) = { sin(¢) = sin(s)

} <= s=1+2kn paraalgin k€Z

Por tanto, conocido un argumento ¢, € Arg(z) cualquier otro es de la forma 7, + 2kn para
algun k€ Z, es decir, Arg(z) =1, +2nZ.
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1.2.3 Forma polar de un namero complejo 9

Es claro que dos ntimeros complejos no nulos, z, w, son iguales si, y sélo si, tienen el
mismo médulo y Argz = Argw.

De entre todos los argumentos de un nimero complejo z # 0 hay uno tnico que se
encuentra en el intervalo | — &, ], se representa por arg(z) y viene dado por

Imz . _
arg(z) = 2arctg ﬁ siz¢ R

< ‘

arg(z) =m size R~

A dicho argumento se le llama argumento principal de z.

La comprobacién de las anteriores afirmaciones es facil. Como —n/2 < arctgr < m/2, se
sigue que —7 < arg(z) < m. Siz=r€R~ es evidente que z = |¢| (cost+isenm). Y paraz ¢ R~
se tiene:

_ 1-tg’(arg(z)/2) _ (Jz|+Rez)* — (Imz)>  2Rez(|z|+Rez) Rez
cos(are(3) = {2 arg(2)/2) (k| +Rez)?  (mzf ~ 2]()c] +Rez) ~ ||
 tg(ag(d)/2) | 2Imx(fz|+Rex)  2Ima(c|+Rez) Imz
en(@r8(3) = T g2 arg(5)/2) ~ (F|+Rez)? + (maf ~ 2[(c] +Rez) — |

Donde se ha utilizado que |z|* = (Rez)? + (Imz)2.

No es dificil comprobar que el argumento principal de z = x + iy # 0 viene también
dado por:

arctg(y/x) —m siy<0,x<0
—n/2 siy<0,x=0

arg(z) = ¢ arctg(y/x) six>0

/2 siy>0,x=0

arctg(y/x)+m siy > 0,x<0

Esta tltima forma es la que se usa con mds frecuencia para los cdlculos.

Observaciones sobre la definicién del argumento principal

Puede parecer un poco extrafia la forma de elegir el argumento principal de un ntime-
ro complejo. La eleccién que hemos hecho supone que medimos dngulos desde —n a .
En el semiplano superior de 0 a ©y en el semiplano inferior de —m a 0.

Fijate que si tomas un nimero complejo z = x + iy que esté situado en el tercer cua-
drante (x < 0,y < 0) y supones que y es proximo a 0, su argumento principal estd préximo
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10 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

a —m, y si tomas un ntimero complejo que esté situado en el segundo cuadrante, w = x+iv
con x < 0,v > 0, y supones que v es proximo a 0, su argumento principal estd préximo a
7. Ademds, la distancia |w —z| = |[v —y| = v—y es tan pequefia como quieras. Esto nos dice
que el argumento principal tiene una discontinuidad en el eje real negativo: salta de —mw a
© cuando atravesamos dicho eje desde el tercer al segundo cuadrante.

Peor todavia dirds. Hasta cierto punto. Primero, la discontinuidad es inevitable. Si que-
remos elegir argumentos en un intervalo de longitud 2x, digamos [o, o + 2%[, entonces
dichos argumentos saltan de o a o+ 2n cuando atravesamos la semirrecta de ecuacion
(x,y) = p(cosa,sena), (p > 0). En particular, si tomamos argumentos en el intervalo [0,27]
(cosa que, a primera vista, parece lo razonable) nos encontramos con que entonces se
produce una discontinuidad de dichos argumentos en el eje real positivo. Bien, sucede
que la extensién a C de algunas funciones definidas en R* (el logaritmo, las raices) hace
intervenir el argumento principal. Naturalmente, queremos que dichas extensiones sigan
siendo continuas en R™ y ello justifica que tengamos que tomar argumentos principales
de la forma en que lo hemos hecho: porque preferimos introducir una discontinuidad en
R~ a perder la continuidad en R™.

Férmula de De Moivre

Veamos cémo la forma polar permite hacer facilmente productos de nlimeros com-
plejos. Consideremos dos niimeros complejos no nulos
z=z|(cos®+isend)
w=|w|(cos@+iseno)
Entonces
zw = |z||w| (cos O +isen®)(cos @+ isen@) =
= |zw|[(cosBcos @ —sen V¥ sen @) + i(senVcos 9+ cosVsen@)| =
= |zw|(cos (O + @) +isen (O +9))

Es decir: para multiplicar dos ntimeros complejos se multiplican sus médulos y se su-
man sus argumentos. Por ejemplo, para calcular (14i)* como |1 +i| =2 yarg(1+i) =n/4,
se sigue que (1+i)* = —4.

Asi pues, el producto de dos nimeros complejos es geométricamente un giro (pues
se suman los argumentos de los nliimeros que estamos multiplicando) seguido de una
homotecia (el producto de los médulos de ambos niimeros).

Acabamos de ver que si 0 € Arg(z) y ¢ € Arg(w), entonces 3+ ¢ € Arg(zw). Es ahora fAcil
demostrar mediante induccién la siguiente férmula, muy ttil, conocida como férmula de
De Moivre. Observa también que si ¢ € Arg(z) entonces —¢ € Arg(1/z).
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1.2.4 Raices de un nimero complejo 11

1.1 Férmula de De Moivre. Si z es un complejo no nulo, © es un argumento dez yn es
un numero entero, se verifica que nd € Arg(z"), es decir:

7" = |z|" (cosn® + isenn®) (zeC*,9€Arg(z),n€Z)

1.2.4. Raices de un numero complejo

Se trata ahora de resolver la ecuacién w" = z donde »n es un nimero natural, n > 2,y
z# 0 es un nimero complejo conocido. Escribamos w en forma polar:

w = |w|(cos@-+iseno)

Ahora, usando la férmula de De Moivre, podemos escribir la ecuacién w" = z en la forma
equivalente:
w" = |w|" (cosn®+isenn®) = |z| (cos O+ isen?)

Estaigualdad se da cuando |w|" = |z| y n¢ =9+ 2knt donde k € Z. Deducimos que |w| = {/|z|
(ojo: se trata de la raiz n—-€ésima de un nimero positivo, cosa ya conocida). Ahora bien, para
cualquier nimero ¢ de la forma ¢; = (9 + 2km)/n tenemos un niimero complejo

wr = v/|z](cos @ + isen @)

tal que (wy)" = z. Como una ecuacién polinémica de grado n no puede tener més de n
soluciones, se sigue que distintos valores de k deben dar lugar al mismo ntimero wy. Vea-
mos:

Wk =Wy < Q@ — @y =2mT & k—q =nm

Es decir, ky g dan el mismo resto al dividirlos por n. Deducimos que parak =0,1,2,...,n— 1
obtenemos wy distintos y cualquier otro w, es igual a uno de ellos. Por tanto hay » raices
n-ésimas distintas de z.

De entre todas las raices n-ésimas de z vamos a designar con el simbolo {/z a la raiz
n-ésima principal, que esta definida por

Vz=lz|'" (COS%Jrisen%)
n n

Observa que en el caso particular de que z sea un namero real positivo, entonces la raiz
principal de z (considerado como ntimero complejo) coincide con la raiz de z (considera-
do como nimero real positivo).
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12 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

Hemos obtenido que las raices n—ésimas de z vienen dadas por

argz + 2km argz+ 2km
Zk:|Z|I/n <Cos Bet +isen et
n n

) k=0,1,2,...,n—1

Observa que definiendo u = cos(2x/n) + isen(2x/n), los nimeros u® = 1, u, u?,...,u""! son
las raices n—ésimas de la unidad. Podemos escribir las raices n-ésimas de z en la forma
2 = zou*. Como multiplicar por u es un giro de amplitud 2r/n, deducimos que las  raices
de z se obtienen girando la raiz n—ésima principal, z¢, con giros sucesivos de amplitud
2n/n. Es decir, si representamos todas las raices n—ésimas de z obtenemos »n puntos sobre
una circunferencia de centro (0,0) y radio {/|z| que forman un poligono regular de n lados

(ver figura 1.4).

Figura 1.4: Raices séptimas de la unidad

En general no es cierto que dados dos niimeros complejos z y w entonces el producto
de las raices n-ésimas principales de z y de w sea igual a la raiz n-ésima principal de zw.
Lo que si es cierto es que el producto de dos raices n-ésimas cualesquiera de z y de w es
una raiz n-ésima de zw. Por tanto, {/z{/w, es una raiz n-ésima de zw pero no tiene por qué
ser la principal /zw. Veamos cudndo se verifica la igualdad /z/w = /zw.

Como los ntimeros {/z/w y {/zw tienen igual médulo, {/|zw|, laigualdad /z/w = /zw
equivale a que para algtn entero k se verifique que

arg(z) |, arg(w) _ arg(ew) -
n n n

es decir, arg(z) +arg(w) = arg(zw) + 2knn. Como n > 2 y —2% < arg(z) + arg(w) < 27, deduci-
mos que ha de ser k = 0 (pues, en otro caso, |2knm| > 41 y no puede darse la igualdad). Lue-
go, debe ocurrir que arg(z) +arg(w) = arg(zw) lo que equivale a que —7 < arg(z) +arg(w) < 7.
Hemos probado que

VzYw = w = —n < arg(z) +arg(w) < T

Por ejemplo, si los ntimeros z y w estdn en el semiplano de la derecha, es decir, Rez > 0,
Rew > 0, entonces —nt/2 < arg(z) < n/2y —mn/2 < arg(w) < m/2; por tanto arg(z) + arg(w) =
arg(zw) por lo que, en este caso, {/zy/w = {/zw.
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1.2.5 Ejercicios resueltos 13

En el caso en que n =2, z=w = —1, tenemos que

arg(—1)4arg(—1) =2n#A0=arg(l) = arg((fl)(fl))

y no se cumple la condicién anterior. En este caso

VEIV=T = =1 £ 1= VT = /(=D)(=1)

es decir v/—1y/—1 = —1 esunaraiz cuadradade 1 = (—1)(—1) pero no es la raiz cuadrada
principal de 1.

1.2.5. Ejercicios resueltos

‘ donde zeC.

Ejercicio resuelto |I| Calcula la parte real e imaginaria de T2
z

Solucién.
Todo lo que hay que hacer es realizar las operaciones indicadas. Pongamos para ello
z=x+1iy conx,y€cR. Tenemos que

. x—iy x—1iy B (x—iy)(14x% =y — 2xyi) _
1422 T+(+ip)?  14x2—y2 42y (1+x2—y?)2 +4x?y?
x+x0 =3xp? +i(—y = 3x%y +)°) X =3t —y= 34y
= = l
(1422 —y2)2 4 dx%y? 122y dx2y? (422 —y2)2 4 dady?
Luego

Re ( z 0\ x4 x> —3xy? Im( z \ _ —y—3xiy+)y’
1+22)  (14+x%—y?)2 +4x%y?’ 1422 (1+4x2—y?)2 +4x%y?
©

24iv5)(1+iV3)?
V5+iV3 '

Ejercicio resuelto Calcula

Solucién.

Como lo que nos piden es el médulo no es preciso realizar las operaciones indi-
cadas. Basta tener en cuenta que el médulo de un producto es el producto de los
modulos y, por tanto, el médulo de un cociente es el cociente de los mdédulos. En
consecuencia:

2+iV5)(1+iv3)?

_l2vivB[ieival
Vitiva | -

V3tiva| V2

©
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14 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

2z—1i

Ejercicio resuelto Calcula los nimeros complejos z tales que w = i es
iz

a) Un ntimero real;
b) Un ntimero imaginario puro.
Solucion.

Pongamos z = x+iy conx,y€R. Tenemos que

27—i  2x+i2y—1)  (2x+i2y—1)(2—y—ix) 3x+i(—2x>—2y*+5y—-2)
w = = = =

S 24z 2—y+ix (2—y)2 +x? (2—y)2 +x?

Por tanto, w es real si, y s6lo si
—2x? =2y +5y—2=0 < x>+ (y—5/4)>=9/16

Es decir, z estd en la circunferencia de centro (0,5/4) y radio 3/4.

Andlogamente, w es imaginario puro si, y s6lo si, x = 0, es decir, z estd en el eje ima-
ginario. ©
z—1—i

2+ 1+

Ejercicio resuelto E Calcula los nimeros complejos z tales que w =

a) Es un naimero real;
b) Tiene médulo 1.
Solucién.

Pongamos z = x+iy conx,y<R. Tenemos que

po il x4 —1) (= 14+iy—1)) (x+1—i(y+1))  x?+y2—2+i(2y—2x)
ozl x+14i(y+1) (x+1)2+(y+1)? T (D)2 (y+1)2

Por tanto, w es real si, y s6lo si, y = x, es decir, z estd en la bisectriz de los cuadrantes
primero y tercero.

Es claro que |w| = 1 si, y sélo si
lz—1—i|=|z+14i| = x=1)24+ -1 =@x+1)2+(+1)? <= x+y=0
Es decir, z estd en la bisectriz de los cuadrantes segundo y cuarto. ®)

Ejercicio resuelto IE Comprueba que el argumento principal de z =x+iy # 0 viene dado
por

arctg(y/x) —m siy<0,x<0

—n/2 siy<0,x=0

¥ = q arctg(y/x) six>0

n/2 siy>0,x=0

arctg(y/x)+m siy>0,x<0
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Solucién.

Teniendo en cuenta que parat <0es —m/2 < arctgt <Oypara0<tes0 < arctgt < /2,
se sigue que el numero ¥ definido por las igualdades anteriores verifica que
—n < ¥ < 7. Por tanto, para probar que 9 = arg(z) bastard que comprobemos la igual-
dad z = |z| (cos ¥ +isend), es decir, las igualdades x = |z|cos®, y = |z|sen®.

Para 9 =mw, 9 =n/2 y & = —n/2 dichas igualdades son evidentes.

Consideremos x > 0 en cuyo caso ¥ = arctg(y/x). En este caso, como —wn/2 < ¥ < 1/2,
tenemos que tg® = y/x y deducimos

2 22
:1+tgzﬁ:1+y—2:x —Zy — x2= (x> +y?)cos’® = x = |z|cos®
x x

cos2®
donde, en la dltima implicacion, hemos tenido en cuenta que x > 0y cos® > 0. De-
ducimos también que

y=xtgd= T send = |z|sen®
c

os¥
Consideremos x < 0 e y > 0. Tenemos que n/2 < ¥ = arctg(y/x) + T < 7, por lo que
—n/2 <% —mn <0,y deducimos tg¥ = tg(% — m) = y/x. Razonando como antes obte-
nemos que x> = (x2 +y?)cos?>®. Como x < 0y cos® < 0, se sigue que x = |z|cos 9. De
esta igualdad deducimos, al igual que antes, que y = |z|send.

Consideremos x < 0 e y < 0. Tenemos que —n < ¢ = arctg(y/x) -t < —x/2, por lo
que 0 < 8 +7 < /2,y deducimos tg® = tg(9+ ) = y/x. Razonando como en el caso
anterior volvemos a obtener las igualdades x = |z|cos ¥, y = |z|sen . @)

Ejercicio resuelto @ Expresa en forma polar los siguientes nimeros complejos.

—V3+i 1
a—-1+i b - C
) i b) 1+i )—1+i\/§

Solucién.
a) Tenemos que arg(—1+i) = arctg(—1) +n = 3n/4, por lo que

—1+i=v2(cos(3n/4) +isen(3m/4))
b) Tenemos que

arg(—V3+1i) = arctg(—1/V3) + 1= —arctg(1/V3)+n

—n/6+7=51/6

arg(1+i) =arctg(l) =n/4 = arg <1L+l) =—n/4

. St Im —V3+i
———-=-—€EA .P
deducimos que 6 1 126 rg( T ) or tanto
—4/3 /
I/;Tl = V2(cos(7m/12) +isen(7m/12))
1
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16 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

c) Tenemos que arg(—1+iv/3) = arctg(—+/3) + 1 = —arctg(v/3) + 1= —n/3+ 71 =27n/3,

porlo que arg ﬁ) = —2n/3. Por tanto
—1+i
1 1 .
Ti\/g = E(cos(fZTC/S) +lsen(72n/3))

Ejercicio resuelto Calcula arg(zw) y arg (E) supuestos conocidos argz y argw.
w
Solucién.
Sabemos que argz + argw € Arg(zw); ademds —2n < argz + argw < 2n. Tenemos las

siguientes posibilidades:

—2n<argztargw < - — O <argzt+argw+2n < T = arg(zw) = argz+argw + 2%
—T<argz-+argw < T = arg(zw) = argz+argw

T <argz+argw <20 = —T < argz+argw — 21 <0 = arg(zw) = argz + argw — 2%

z . .
Para calcular arg (—) se procede de forma andloga teniendo en cuenta ahora que
w

argz —argw € Arg (5) yque —27 < argz —argw < 2T. ©
w

2z—1

z—2

Ejercicio resuelto Calcula los nimeros complejos z tales que w =
a) Tiene argumento principal igual a /2;
b) Tiene argumento principal igual a —x/2.
Solucién.

Pongamos z =x+iy con x,y€R. Como

22—1  2x—1+42pi  (2x—142yi)(x—2—iy) 2x*+2y? —5x+2—3yi
=2 x=24iy (x—2)2+y? B (x—2)2+y2

deducimos que argw = /2 si, y s6lo si, 2x> +2y? —5x+2 =0 e y < 0. Como
262 42y2 —5x+2=0 < (x—5/4)* +y2>=9/16

deducimos que argw = n/2 cuando z estd en la semicircunferencia de centro (5/4,0)
y radio 3/4 que estd contenida en el semiplano superior. También deducimos que
argw = —m/2 cuando z estd en la semicircunferencia de centro (5/4,0) y radio 3/4
que esta contenida en el semiplano inferior. ®

Ejercicio resuelto @ Resuelve la ecuacién cuadratica az? + bz + ¢ = 0 donde a,b,c, son
ntmeros complejos conocidos y a # 0.
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Solucién.
Tenemos que

b b\’ b
az2+bz+c=0<:>z2+az+£=0<:> (z+—) +5-2 —0

a 2a a 4a?
e (o P\ PPt
T4 4a2
V) b2 —4 b\ Vb4
o [(er )P e (b VB dac]
2a 2a 2a 2a

b+ —4ac
= 2a

—b—+/b*—4ac

=
2a

Las dos soluciones obtenidas suelen abreviarse en la forma

—b++/b? —4ac
2a

Observa que hemos seguido el mismo procedimiento que en el caso real. En gene-
ral, para resolver ecuaciones con numeros complejos no es buena estrategia separar
la ecuacién en su parte real y su parte imaginaria y resolver éstas por separado, si-
no que debes trabajar con la variable compleja z. No olvides que con los ntimeros
complejos puedes hacer las mismas operaciones que con los niimeros reales y algu-
nas mas que no siempre puedes hacer con los ntimeros reales, como extraer raices

a? +bz+c=0 < 7=

y otras que pronto estudiaremos.
Ejercicio resuelto Calcula las soluciones de la ecuacion z* + (1+i)z> +5i = 0.
Ejercicio resuelto Prueba las desigualdades:
a) 2] = [w[[ < [z —wl
1 z w
b) |z+w| = = (|z]+ |w]) ’— + —’
2 Iz [wl
donde z, w son nimeros complejos no nulos. Estudia también cudndo se dala igual-
dad en cada una de dichas desigualdades.

Solucién. Una estrategia basica para probar desigualdades entre mddulos de nime-
ros complejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.

Ejercicio resuelto @ Expresa en forma binémica los niimeros

. 24
1+, (V3+i)Y, <1+l‘/§>

—1+i
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18 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

. e 2 . 21 ;
Ejercicio resuelto SeanncN,n > 2,y w=cos — +isen —. Dado un nimero entero,
n n
m € Z, calcula el valor de las expresiones:

a) 14+w" w2 ... fywl=Dm
b) 1 —Wm+w2m —t (_])”*lw(nfl)m'

Ejercicio resuelto Sea x un nimero real que no es multiplo entero de 2xn. Prueba las

igualdades
<n+1 )
sen X
n 2
a) 14cosx+cos2x—+---+cosnx = cos(—x) =
2 sen(—)
2
(n—i—l )
sen X
n 2
b) senx+sen2x-+---+sennx = sen(yc)—

()

Solucién. Si llamamos A a la primera suma y B a la segunda, podemos calcular
A+ iB haciendo uso de la férmula de De Moivre.

S . D N z—a
Ejercicio resuelto @ Dados dos niimeros complejos distintos a, b€C, justifica que P
7—

es real si, y solo si, z estéd en la recta que pasa por a y por b; y es real negativo si, y
sélo si, z estd en el segmento que une a con b.

Ejercicio resuelto Dados dos ntimeros complejos a, b y un nimero positivo p # 1,
justifica que el conjunto
{z eC: = p}

representa una circunferencia en el plano cuyo centro y radio debes calcular.

z—a
z—b

Ejercicio resuelto a) Sea |zi| = |z2] = |z3| = 1. Prueba que zj, z2, z3 son vértices de
un tridngulo equilatero si, y s6lo si, z; +z2 +2z3 =0.

b) Deduce de lo anterior que si el baricentro y el circuncentro de un tridngulo
coinciden, dicho tridngulo debe ser equilatero.

Ejercicio resuelto Indica condiciones que deben cumplir los nimeros complejos a,
by c para que las raices de la ecuacion az? + bz +c = 0 formen con el origen un
tridngulo equilatero.
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1.2.6. Ejercicios propuestos

1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultado en forma binémica.

) (7-20)(5+30) i) (i—1)7° i) A+)2+)B+i) iv) zf
l
(@-n-3) 2 vip LE2 2(1+1i)
V) e vi) (141i) vii) 5 viil) i*(1+1)

2. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:

VA= DLE=F 9pE=1 b=

1422 z—i
3. Calcula las siguientes cantidades.

4—3i

a) [(14+i)(2—i)| b) ‘m

O [(1+®] &) [V2+i(v2+1)

, . 14z
4. Calcula los nimeros complejos z tales que 1, ©s
-z
a) Un ntimero real; b) Un niimero imaginario puro.

5. Expresa en forma polar los siguientes nimeros complejos.

3 4 1+iV3

a) —V3—i b) —V3+i ¢ N (e

6. Expresa los siguientes niimeros complejos en forma binémica:

N5 . 6
a) (—14+iv3)! b)(1+l> c)(”lﬁ) d) (—V3+0)13

1—i 1—i
7. Supuesto que |z| = 1 yz # £1, prueba que

n/2 silmz>0

arg ([ —— | =
g(z+1> {—Tt/2 siImz <0

8. Seaz=ux+iy.Supuesto que |z| =1,z # 1,z # —i, prueba que
(z—1> n/4  si l—x+y>0

arg " =
Z+1 —3n/4 si 1—x+y<0
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9. Representa graficamente el conjunto de ntimeros complejos que verifican la igual-
dad |z| =n+argz.

10. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

aAl=1+i bf=i 02=—14+iV3 dP=1 eZ+V32iz—6i=0
11. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:
lz+ w4+ z=w? =2(|z2* +|w]*) (z,weC)

y explica su significado geométrico.
12. Dados dos numeros complejos a y b, calcula el minimo valor para z € C de la canti-

dad |z—a|* +|z—b|*.

Sugerencia: La igualdad del paralelogramo puede ser ttil.
13. Prueba que lz—_a ‘ <1 si,ysoélosi,|z] <1yla|<1obien|z| >1y]al > 1.

—az
14. Justifica que si zj, 22, ...,2, son nimeros complejos de mddulo 1 y tales que
lz1+z2+- 4z =n

entonces se verifica que todos son iguales z; =z, = -+ = z,.
15. Estudia para cada una de las igualdades siguientes si hay algtin niimero complejo

z€C con |z| = 1 que la verifica:

@ 2+22+1|=3 ) | -2z-i]=4 (0 [*+2+2|=4+[4+477
16. Haciendo uso de la férmula de De Moivre prueba que:
a) sen3¢@ =3 sen@ — 4 sen’@;
b) cos4@ = 8 cos*@ — 8 cos’Q + 1;
c) sen5¢ = 5sen@— 20 sen’*@ + 16 sen’@.

17. Representar graficamente los conjuntos de ntimeros complejos z que verifican:
lz—3] <3; 2<|z—i| <3; argz] <m/6; |z—i|+|z+i] =4
e—1|==2i; |=—|=2 Im(?)>6; |—i|=Imz+1

Z+2i
18. Prueba que
+ +w
FEEE 2W —Vzw|+ ‘ZTJF\/ZW

Sugerencia: la identidad del paralelogramo puede ser ttil.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

a) Prueba por induccién que
2
n n 5 n—1 n
D) =2l +2)] Y Rela)
Jj=1 j=1 k=1 j=k+1

b) Deduce, a partir de esta igualdad, la identidad de Lagrange

2

n n n

2 2 P 2
Yoawil = (Dol (Dol = D [z -z
j=1 Jj=1 Jj=1

1<k<j<n

¢) Deduce, a partir de esta igualdad, la desigualdad de Cauchy-Schwarz

2

n n 2 n 2
Yozl <Dl [ Do Iwil
=1 =1 =

Encuentra los vértices de un poligono regular de » lados si su centro se encuentra
en el punto z = 0 y uno de sus vértices z; es conocido.

Resuelve la ecuacién (z—1)" = (z+1)",dondez € CyneN,n > 2.

Prueba que tres nimeros complejos g, b, ¢ son los vértices de un tridngulo equildtero
si, y s6lo si, verifican la igualdad a4+ 5% +c2 =ab+bc+ca.

Indica condiciones que deben cumplir los ntimeros complejos a y b para que las
raices de la ecuacion z* +az? + bz + ¢ = 0 formen un tridngulo equilatero.

Sean A, B,C, D numeros reales tales que A> + B> +C? > D?. Prueba que la ecuacion:
A(z+7)+iB(z—z2)+C(zz—1)+D(zz+1) =0

en el caso de que sea C + D = 0, representa una recta en el plano; mientras que si
C+ D # 0, representa una circunferencia cuyo centro y radio se calcularédn.

1.3. Topologia del plano complejo

Como conjunto, C, no es otra cosa que R?, por tanto, dar una topologia en C es lo
mismo que dar una topologia en R?. Pues bien, consideraremos en C la topologia usual
en R?, es decir, la asociada a la norma euclidea. Escribiendo la norma en términos de C,
ésta viene dada por

2| = Vzz
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Mientras que la distancia euclidea en C viene dada por (z,w) — |z—w| z,w € C.
En C suele usarse la siguiente terminologia. Dados a € Cy r > 0, el conjunto
D(a,r)={z€C:|z—a|<r}

se llama disco abierto de centro a y radio r. Observa que un disco abierto no puede ser
vacio. Por convenio pondremos D(a,+o0) = C.

Dadosa € Cyr >0, el conjunto
D(a,r)={z€C:|z—a| <r}
se llama disco cerrado de centro a y radio r. Observa que D(a,0) = {a}.

Representaremos por C(a,r)* = {z€C: |z—a|] =r} la circunferencia de centro ac C y
radio r > 0.

Se dice que un conjunto A C C esté acotado si esta contenido en algiin disco centrado
en el origen, es decir, si existe M € R* tal que |z| < M para todo z € A.

Un conjunto abierto no vacio con la propiedad de que dos puntos cualesquiera del
mismo pueden unirse por una curva sin salirse del conjunto se llama un dominio. Una
definicién equivalente aunque menos intuitiva de dominio es la siguiente. Un dominio
es un conjunto abierto no vacio, Q, cuya tnica descomposicién en la forma Q = A UB,
donde A y B son conjuntos abiertos disjuntos, es la trivial, es decir, {A,B} = {0,Q}. Como
ya debes saber, en C todo conjunto abierto no vacio es unién numerable de dominios
disjuntos (sus componentes conexas).

Un conjunto K C C se llama compacto si de todo recubrimiento de K por abiertos se
puede extraer un subrecubrimiento finito. Esta es la definicion topolégica de compacidad
aunque para nosotros serdn mds utiles las siguientes caracterizaciones equivalentes.

1.2 Teorema. Sea K C C. Equivalen:
(a) K es compacto (definicion topoldégica).

(b) Todo subconjunto infinito de puntos de K tiene algiin punto de acumulacion en
K.

(c) Toda sucesién de puntos de K tiene alguna sucesion parcial que converge a un
punto deK.

(d) K es cerrado y acotado.

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



1.3.1 Sucesiones de nimeros complejos 23

1.3.1. Sucesiones de niimeros complejos

Una sucesiéon de nimeros complejos es una aplicaciéon del conjunto de los ntime-
ros naturales en C. Como de costumbre, representaremos por {z, } la sucesién dada por
n+— z, donde z, € C. La definicién de sucesién convergente es exactamente la misma que
para sucesiones reales.

1.3 Definicién. Se dice que una sucesién de nimeros complejos {z,} es convergente si
hay un nimero complejo z con la propiedad de que para todo € > 0 existe un ntimero
natural ng tal que para todo n > ng se verifica que |z, —z| < €. En tal caso dicho nimero z
es Unico y escribimos lim{z,} =z 0 {z,} — zy se dice que z es el limite de la sucesién {z,}.

Observa que {z,} — zsi, y s6lo si, |z, —z| — 0. Teniendo en cuenta la desigualdad (1.1)
tenemos que
|Rez, —Rez]

< |zn —z| < |[Rez, —Rez| + [Imz, — Imz|
[Imz, — Imz|

Deducimos que |z, —z| — 0 si, y s6lo si, |Rez, —Rez|] — 0y [Imz, — Imz| — 0. Hemos pro-
bado asi el siguiente resultado.

1.4 Proposicién. Una sucesion de niimeros complejos {z,} es convergente si, y sélo si,
las sucesiones de niimeros reales {Rez,} y {Imz,} son convergentes. Ademds en dicho
caso

lim{z,} =z<= Rez=Iim{Rez,} y Imz=I1im{Imz,}

Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de ntimeros complejos se reduce a
estudiar la convergencia de dos sucesiones de numeros reales.

Supongamos que {z, } es una sucesion tal que para todo K > 0 existe un niimero natu-
ral np € N de forma que sin > ng entonces |z,| > K. En dicho caso diremos que la sucesién
{zn} es divergente o que diverge y escribiremos {z,} — co. Observa que {z,} — oo es lo
mismo que {|z,|} — +oo.

Los resultados que conoces para sucesiones de nimeros reales en los que no inter-
viene el orden son también validos para sucesiones de nimeros complejos. Destacamos
entre ellos los mds importantes.
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1.5 Algebra de limites.

w Si{z,} =z y {wa} —w, entonces {z,+wn} — z+w y {z,w,} — zw. Ademds, si
z2p #0 paratodoneN y z #0, entonces {1/z,} — 1/z.

» Si{z,} divergey{w,} estd acotada entonces {z, +w,} diverge.

» Si{z,} divergey{w,} estd separada de 0, esto es, existep > 0 yno €N de forma que
paran > ng se cumple |w,| > p, entonces {z, w,} diverge.

1.6 Definicién. Una sucesién de niimeros complejos {z,,} se dice que es de Cauchy si para
cada niimero € > 0 existe un nimero natural ny € N de forma que si p,q > ny entonces
|Zp - Zq| <€

Repitiendo el mismo argumento anterior, deducimos que {z,} es una sucesién de
Cauchy si, y s6lo si, {Rez,} y {Imz,} son sucesiones de Cauchy. Puesto que R es com-
pleto, ser de Cauchy equivale a ser convergente, luego si {Rez,} y {Imz,} son de Cauchy
convergen y, por tanto, {z,} es convergente.

1.7 Teorema de complitud de C. Toda sucesion de Cauchy de niimeros complejos es
convergente.

Recuerda que una sucesién parcial de una sucesion {z,} es cualquier sucesién de la
forma {z(, } donde 6 : N — N es una aplicacion estrictamente creciente. Si {z,} — z, en-
tonces cualquier sucesion parcial de {z,} también converge a z.

Teniendo en cuenta que {z,} es una sucesién acotada si, y sé6lo si, {Rez,} y {Imz,}
son acotadas y que toda sucesion acotada de ntimeros reales tiene una sucesion parcial
convergente, se deduce facilmente el siguiente resultado.

1.8 Teorema de Bolzano -Weierstrass. Toda sucesion acotada de niimeros complejos
tiene alguna sucesion parcial convergente.
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1.3.2. Series de niimeros complejos

Dada una sucesion, {z,}, podemos formar a partir de ella otra sucesion, {S,}, cuyos
términos se obtienen sumando consecutivamente los términos de {z,}, es decir:

Si=z1,%=z21+22, S3=21+22+23,..., S =21 +22+- - +2a4,...

La sucesioén {S,} asi obtenida se llama serie de término general z,, y es costumbre repre-
sentarla por Zzn o, mas sencillamente, > z,,.
n>1
Ni que decir tiene que, siendo las series sucesiones, todos los conceptos y resultados
estudiados ya para sucesiones conservan su misma significacion cuando se aplican a series.
En particular, es innecesario volver a definir qué se entiende cuando se dice que una

serie es “convergente”. Si una serie E Z, €s convergente se usa el simbolo E Z, para
n>1 n=1

=)

representar el limite de la serie que suele llamarse suma de la serie. Naturalmente E Zn
n=1

es el niimero complejo definido por
oo n
> lim{s} = im >
n=1 k=1

Como caso particular de la proposicion 1.4, 1a serie E z, converge si, y solo si, las series
n>1

Re(Zzn> :ZRez,, y Im(Zz,,) = Zlmzn

n>1 n>1 n>1 n>1

son convergentes.

Conviene que recuerdes la condicién bdsica necesaria para la convergencia de una

n n—1
serie. Si la serie )z, converge entonces la sucesion z, = g Zj— g z; es diferencia de
=1 =l

dos sucesiones que convergen al mismo limite y por tanto converge a cero.

1.9 Proposicién. Condicion necesaria para que la serie > z,, converja es que {z,} — 0.

Para las series es posible definir otro tipo de convergencia, la convergencia absoluta.

1.10 Definicion. Se dice que una serie de ntimeros complejos » | z, converge absoluta-
mente si la serie de términos positivos >, -, z,| es convergente.
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1.11 Proposicién. Si una serie de ntimeros complejos >z, es absolutamente conver-
gente entonces dicha serie también es convergente.

n n
Demostraciéon. Pongamos S, = Zz iy An= Z |zj| y supongamos que la sucesion {A,} es
j=1 =1
convergente, es decir, Yz, es absolutamente convergente. Dado € > 0, la condicién de
Cauchy para {A, } nos dice que existe ng €N tal que
q
|Ag—Ap| = Z |ze] <€ paratodos p,qeN talesque g > p>ny
k=p+1
Deducimos que para todos p,q €N tales que ¢ > p >n, se verifica que
q
|Sq —Sp| - |Zp+] +Zp+2+ ° "+Zq| g Z |Zk| <€
k=p+1

Lo que prueba que la sucesion {S, }, es decir, la serie )z, cumple la condicién de Cauchy
y, por tanto, es convergente.

De hecho, el concepto de convergencia absoluta de una serie es mucho més fuerte
que el de convergencia como se pone de manifiesto en el siguiente resultado que no de-
mostraremos.

1.12 Teorema de Riemann. La serie Zzn converge absolutamente si, y sélo si, para
n>1
toda biyeccionn : N — N la serie ZZR(M es convergente. Ademds, en tal caso se verifica
n>1

ZZ” = Zzn(n)
n=1 n=1

que

Naturalmente, puedes usar los criterios de convergencia para series de niimeros reales
positivos, que ya debes conocer, para estudiar la convergencia absoluta de una serie de
ntmeros complejos. Pero, ;qué hacer cuando una serie no es absolutamente convergen-
te? Naturalmente, podemos intentar comprobar si la serie verifica la condicién de Cau-
chy, pero este procedimiento con frecuencia es dificil. Pues bien, los criterios que vamos
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a estudiar a continuacién proporcionan informacién sobre la convergencia no absolu-
ta. Probaremos, en primer lugar, una igualdad de la que se deducen con facilidad dichos

criterios.

1.13 Proposicién. (Suma por partes) Dadas dos sucesiones de niimeros complejos {a, }
k

y{bn}, pongamos A, = Za j. Para todo n €N se verifica entonces que:
=1

n

n
Zakbk = ZAk(bk —bii1) +Anbnti (1.5)
= =

Demostracion. Pongamos Ay = 0. Para todo ke N es a; = Ay — Ay_1, por lo que

Dabe =) (A=A )bi=) Abi—Y Ac b= Adi— Y Akt +Anbni1 =
k=1 k=1 k=1 k=2 k=1 k=1
= ZAk(bk - bk+] ) +Anbn+l
k=1

1.14 Criterio general de Dirichlet. Sean {a,} y {b,} sucesiones de niimeros complejos

¥ supongamos que:

i) Laserie Zan tiene sumas parciales acotadas, es decir, existe un ntimero M > 0 tal
n>1
que para todoneN es |a; +ay+ -+ +a,| <M.

ii) La serie Z |bn — byt1| es convergente.
n>1

iii) {by} — 0.

Se veriﬁca entonces que la serie Zan b, es convergente.
n>1

Demostracion. Sea A, = a; +ay + - - - +a,. Puesto que

|An’ ’bn - bn+1 | < M’bn - bn+1|
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deducimos, por el criterio de comparacién que la serie ZA,,(bn —b,+1) converge absolu-

n>1
n

tamente y, por tanto, es convergente, es decir, la sucesion ZAk(bk —by11) es convergente.
k=1

Como, ademas, la sucesién {An bn+1} converge a cero por ser producto de una sucesion

acotada por otra convergente a cero, deducimos, en virtud de la igualdad (1.5), que la se-

rie Zan b, es convergente.

n>1

1.15 Criterio general de Abel. Sean {a,} y {b,} sucesiones de ntimeros complejos y su-
pongamos que:

i) La serie E a, es convergente.
n>1

ii) La serie E |bn — bny1| s convergente.
n>1

Se veriﬁca entonces que la serie E a, b, es convergente.
n>1

Demostracion. La hipétesis i) nos dice que la sucesion {4, }= E a, es convergente; en

n>1
n

particular estd acotada, por lo que, al igual que antes, deducimos que ZAk(bk —byy1) €s
k=1
una sucesion convergente. Ademds, ii) implica que la serie Z(bn —bpt+1) es convergente

n>1
n

y, como dicha serie es la sucesiéon {Z(bj —bj41)} ={b1 —bus1}, obtenemos que {b,} es
=1
convergente. Resulta asi que la sucesion {A,b,;} converge por ser producto de suce-
siones convergentes y, en virtud de la igualdad (1.5), deducimos que la serie Zan b, es
n>1

convergente.
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1.16 Proposicion. Si {b,} es una sucesion de ntimeros reales monoétona y acotada, se

verifica que la serie Z'bﬂ — by+1| es convergente.
n>1

Demostracién. En efecto, basta tener en cuenta que {b,} es convergente y que

n

. Z(bj —bj41) =b1 —buy1, si{b,} esdecreciente;

Y lbj=bjal =173
j=1 Z(le —bj) =byy1 —by, si{b,} escreciente.
j=1

La proposition anterior permite particularizar los criterios de Dirichlet y de Abel de la
forma que sigue.

1.17 Criterio particular de Dirichlet. Sea {a,} una sucesién de niimeros complejos,
{b,} una sucesion de niimeros reales y supongamos que:

i) Laserie Zan tiene sumas parciales acotadas, es decir, existe un niimero M > 0 tal
n>1
que para todoneN es |a; +ay+ -+ +a,| <M.
ii) {b,} es monétonay{b,} — 0.

Se veriﬁca entonces que la serie Za,, b, es convergente.
n>1
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1.18 Criterio particular de Abel. Sean {a,} una sucesion de niimeros complejos, {b,}
una sucesion de ntimeros reales y supongamos que:

i) La serie Zan es convergente.
n>1

ii) {b,} es monétona y acotada.

Se veriﬁca entonces que la serie Zan b, es convergente.
n>1

1.3.3. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Sea {z,} una sucesién de complejos no nulos y paraneNsea ¢, €
Arg(z,). Supongamos que {@,} — @y {|z,|} — p.Justifica que {z,} — p(cosp+isen@).

2+i%\"
Ejercicio resuelto Calcula el limite de la sucesién z,, = (1 + L) .
n

Sugerencia: Expresa z, = |z,| (cos @, +isen®,) y usa el ejercicio anterior.

Ejercicio resuelto Prueba que la sucesion {z,} dada, para todo n€N, por:

Znﬁ<1+£)a

k=1
tiene como valores de adherencia todos los puntos de una cierta circunferencia.

Recuerda que, dada una sucesiéon de niimeros complejos, {z,}, se dice que un nu-
mero complejo, w, es un valor de adherencia de dicha sucesién, si hay alguna suce-
si6n parcial, {z4(, }, que converge a w.

Ejercicio resuelto La serie Zzn tiene la propiedad de que las cuatro partes suyas
n>1
formadas por los términos pertenecientes a un mismo cuadrante cerrado del plano

convergen. Demuéstrese que dicha serie es absolutamente convergente.

Ejercicio resuelto Serie geométrica. Dado z € C, estudia la convergencia de la serie

ZZ".

n=>0
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Ejercicio resuelto Estudia la convergencia de las series:

o 5 ()

n=2

2+i)" 1
(b) ;m;

1.3.4. Ejercicios propuestos

25. Estudia la convergencia de las sucesiones:

; . .. 2" in
) z=yn+ind' (a€R o <1) i) z,=—+
n
. 1 . 1 _ 1
iii) z,=+a+isen— (a>0) iv) z,=nsen—+5icos—
n n n
9 (I—H)" o) ( Lt >n
in = A Z, = R | —
A2 T\

26. Sea {z,} una sucesi6n de nimeros complejos no nulos que converge a un nimero
complejo no nulo z, y sea ¢ € Arg(z). Prueba que hay una sucesion {¢,} tal que para
todoneNes @, € Arg(z,) Y {0n} — ©.

Sugerencia: Considera en primer lugar el caso en que z = 1.

. ., n TC .
27. Calcula el limite de la sucesién z, =n (\/5 (cos » +isen ;) - 1).
n n

Sugerencia: Recuerda que el limite de la sucesion n (\”/5 —1) es bien conocido.

28. Seaz € C, con |z] =1, z # 1. Prueba que la sucesién {z"} no converge (;qué pasa si
supones que converge?). Deduce que si ¢ es un namero real que no es un multiplo
entero de w, las sucesiones {cos(n@)} y {sen(n¢)} no convergen.

29. Prueba que {z,} — oo si, y s6lo si, {z,} no tiene ningtin valor de adherencia en C.
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32 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

30. Estudia la convergencia de las series:

. 1 .. cosn+1isenn
1 —_— 11 P —
) n%%(l—i—i)” ) = n
cosn-+isenn . cos™ 4 isen?
iii) ZT iv) — "
n>1 n>1
T T . n!
V) Z (cos ) ~+isen ﬁ) vi) (in)"
n>1 n>1
n
-- (3+40)" 1 [(1+iV3
vii) _— viii) —
§21(4+3z)"+7 n>1‘/'_l 2

31. SeapeR con |p| < 1 y®eR. Calcula los limites Zp” cos(nd)y Zp” sen(n9).
n=0 n=0

. . , T
32. Prueba que si la serie ZZ" converge y hay un nimero 0 < o < 5 tal que para todo
n>1
neN se verifica que |arg(z,)| < o, entonces dicha serie converge absolutamente.

33. Supobn que las series ZZ" y Zzﬁ son convergentes y que Re(z,) > 0 paratodoneN.
n>1 n>1

Prueba que E |Zn|2 es Convergente.
n>1

1.4. Funciones complejas

Las funciones complejas no son mas que las funciones definidas en subconjuntos de
R? con valores en R? cuando en R? consideramos su estructura compleja. Dado un con-
junto A C C, a toda funcién compleja f: A — C se le asocian dos funciones reales: la
funcién u = Re f “parte real de f” y la funcién v = Im f “parte imaginaria de f” definidas
para todo (x,y) = x+iy € A por:

u(x,y) =Re f(x+iy), v(xy)=Imf(x+iy)
Naturalmente, f(z) = Re f(z) +i Im f(z).
La funcién conjugada de f es la funcién f dada por f(z) = Re f(z) —ilm f(z). La funcién
modulo de f es la funcién |f| dada por | f|(z) = | f(2)]-

1.4.1. Continuidad y limite funcional
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1.19 Definicién. Se dice que la funcién f: A — C es continua en un punto a € A si para
cada e > 0 existe un 8 > 0 tal que

Z€A
lz—al <8

}:>f(2)f(a)|<8-

Usando una vez mds las desigualdades
max{[Rez|, [Imz|} <|[z[ < [Rez|+[Imz]

se prueba facilmente que una funcién compleja f es continua en « si, y sélo si, las funcio-
nes Re f y Im f son continuas en a.

1.20 Definicién. Dado un punto a de acumulacién de A, se dice f: A — C tiene limite en
a si hay un namero complejo L< C con la propiedad de que para cada € > 0 existe un d > 0
tal que
Z€A
0<|z—al<?d

}:>|f(z)—L|<s.

Simbélicamente escribimos lim f(z) = L.

i—a
Usando las desigualdades anteriores y llamando ¢ = o+ i3, L = A+ iu tenemos

lim Ref(x,y)=A2A

h’mf(z) =L ()= (oB)
< lim T fx,y) =
(x,y)—(o,B)

Se dice que f: A — C tiene limite infinito en un punto ¢ de acumulacién de A si para
todo M > 0 existe & > 0 tal que

ZEA
0 < |z—a| <delta

}:>f(Z)|>M

Simbélicamente escribimos lim f(z) = oo.

Z—a
Si A no estd acotado, se dice que f: A — C tiene limite en infinito si hay un nimero

complejo L € C con la propiedad de que para cada e > 0 existeun K > 0talquesiz€Ay
|z] > K entonces | f(z) — L| < €. Simbdlicamente escribimos lim f(z) = L.
7—00

Si A no estd acotado, se dice que f: A — C tiene limite infinito en infinito si para todo
M > Oexiste K >0talquesiz€Ay |z]| > K entonces |f(z)| > M. Simbélicamente escribimos
lim f(z) = oo.
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34 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

Observa que hay una completa analogia formal entre las definiciones anteriores y las
correspondientes para funciones reales de una variable real. Por ello, las reglas de célculo
de limites conocidas para funciones de una variable real son también validas, con las
mismas demostraciones, para funciones de variable compleja.

El siguiente resultado, aunque elemental, es importante.

1.21 Continuidad del argumento principal. La funcién argumento principal es con-
tinua en C\ R, yes discontinuaenR~.

Demostracién. Como el conjunto C\ Rj es abierto y la restriccién del argumento princi-
pal a dicho conjunto viene dado por

darctg -
argz =2arctg ———
g fRezt |z]

deducimos, teniendo en cuenta el caracter local de la continuidad, que la funcién arco-
tangente es continua y que Rez+ |z| > 0 para z€ C\ R, que el argumento principal es
continuo en C\ Rj.

(=1)"

n

SeaacR™ ypongamosz, =a+i

. Claramente {z,} — a. Como
arg(zon) = arctg(l/na)+n — 7
arg(zop—1) = arctg(—1/na) — 1 — —x

Concluimos que la sucesion {arg(z,)} no converge y por tanto el argumento principal es
discontinuo en a.

De hecho, puedes probar facilmente que sia R~ se tiene

linaarg(a—i-it) =T y linaarg(a—&-it) =-T
10 1<0

1.4.2. Derivada de una funciéon compleja

1.22 Definicién. Sea f : A CC — Cya € ANA’. Se dice que f es derivable en a cuando

existe el limite
o 12— (@)

7—a z—a

eC
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1.4.2 Derivada de una funcién compleja 35

el valor de dicho limite se llama derivada de f en el punto a, y se representa por f'(a).

La tinica novedad de la definicion es que se estd utilizando el producto complejo y eso,
como veremos, hace que la condicién de derivabilidad en sentido complejo sea mucho
mas restrictiva que la derivabilidad para funciones reales.

Casos Particulares

= Cuando A C Ry f(A) C R, la definicién dada coincide con la conocida para una
funcién real de variable real

» Para funciones complejas de una variable real se tiene el siguiente resultado.

SeaA C Ry f:A— C.Entonces la funcién f es de la forma

S(t)=u(t)+iv(r)

donde u y v son funciones reales de variable real. En este caso tenemos:

t—a t—a t—a

fO) = fla) _ ult) —ula)  .v(r) —v(a)

y deducimos que f es derivable en « si, y sélo si, las funciones u y v son derivables
en a, en cuyo caso

f'(a) =u'(a)+iv'(a)

Observa que hay una completa analogia formal entre el concepto de funcién deriva-
ble para funciones de variable compleja y para funciones reales de una variable real. Por
ello, las reglas de derivacién conocidas para funciones de una variable real son también
validas, con las mismas demostraciones, para funciones de variable compleja.
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36 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

1.23 Reglas de derivacién. Sean dos funciones f,g: A — C conA CCyac ANA’. Su-
pongamos que f y g son derivables en a. Entonces:

» f+gesderivableenay(f+g)'(a)= f'(a)+g'(a).
= fg esderivableenay (fs)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(@).
» Sig(z) #0 paratodoz € A, entonces f/g es derivable en a

£Y, .« Flaela) - f@)s'(a)
(§>(“) 5(@)?

= Regladelacadena. Sean f :A — C yg: B — C tales que f(A) C B, y consideremos
la funcion compuestah =go f : A — C. Supongamos que f es derivableenacANA’
y g es derivable en f(a) € BNB'. entonces h es derivable ena y

h'(a) =g'(f(a))f'(a)

Probemos laregla de la cadena. Para ello pongamos b = f(a) y consideremos la aplicacién
¢ : B— C dada por

(w) —g(b)

g
o(w) = b

& we B\ {b}
o(b)=4¢'(b

Puesto que g es derivable en b, ¢ es continua en b. Ahora bien, nétese que para todo
z€A\ {a} se tiene que

)ﬂ@—fW)

Z—a Z—a Z—a

de donde se deduce el resultado sin mds que tomar limite para z — a.

1.4.3. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

El siguiente resultado pone de manifiesto que la derivabilidad compleja es mucho
mas restrictiva de lo que puede parecer a primera vista.
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1.4.3 Ecuaciones de Cauchy-Riemann 37

1.24 Relaci6n ente la derivabilidad compleja y la diferenciabilidad real. Sea Q c C
un conjunto abierto, a un punto de Q y f: Q — C una funcion de Q en C. Notemos
a=o+iB, u(x,y) =Re f(x+1iy), v(x,y) = Im f(x+iy). Equivalen las siguientes afirmacio-
nes:

i) f esderivable (en sentido complejo) en a.

ii) Las funcionesu(x,y) = Re f(x+iy), v(x,y) = Im f(x+ iy) son diferenciables en (o, )
y ademdis se verifican las condiciones de Cauchy—-Riemann:

ou Jdv
a(ae B)= a—y(OC-,B)
ou _@

5(0('7 B) = Bx(a’ B)

En caso de que se cumplan i) y ii) se tiene

71(@) = 20 )12 o0 B

Demostracion. Por definicion, f es derivable si, y solo si existe un nimero complejo, la
derivada de f ena, f'(a) = A+ iu que verifica
@)~ (@)~ (i) (= a)]

—a |z—al

=0.

Pongamos z = x+iy. Si tenemos en cuenta la igualdad

(A +ip)(z—a) = (A +ip) (x iy — o —iB) = Ax — o) — u(y = B) + i[u(x — ) +A(y = B)]

y el hecho de que el médulo de un complejo coincide con la norma euclidea (visto como
vector en R?), el limite anterior se escribe como sigue:

((x,y), v(x,y)) = (u(e, B), v(et, B)) = (M — &) —u(y — B), u(x — o) + My —B))|

lim I

ot ) 169 — (@Bl -°
o bien, como (A(x—a) —u(y —B),u(x— ) +A(y—PB)) = [( .17: _Z ) < );:(g )] '
—\u 1% - }\l o T t
o (ux,3),v(x,)) = (u(et, B), v(e,B)) K uoA ) ( y—B )] I
(v3)—(ap) 1Ge.) = (. B o
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38 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

La condicion anterior quiere decir que la aplicacion (x,y) — (u(x,y),v(x,y)) de Q C R? en
R? es diferenciable en el punto (o, B) y su diferencial es la aplicacion lineal dada por

e (7))

Por tanto ( A ) es la matriz jacobiana de la aplicacién (x,y) — (u(x,y),v(x,y)) en

—u
u A
(a,B), esto es

ou Ju v v
a(a,ﬁ) =2, a—y(a,ﬁ) =—q, a(%ﬁ) =4, 5(0%[3) =L
Finalmente
F(@) = /(- iB) = bt i = 2 (0, 8) + 12 (01 B)
- o = ox\™ ox"
vl
Observaciones

Este resultado explica por qué si eliges dos funciones u, v y defines una funcién com-
pleja porlaigualdad f(x+iy) = u(x,y)+iv(x,y), lo mds probable es que, a pesar de lo bue-
nas que puedan ser las funciones u y v, 1a funcién f asi definida no sea derivable pues las
funciones « y v no tienen por qué verificar las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Esto in-
dica (aunque esta es una idea dificil de precisar) que las funciones complejas derivables
son “auténticas funciones complejas” en el sentido de que sila funcién u(x,y) +iv(x,y) es
derivable entonces la expresién que se obtiene al sustituir en u(x,y) + iv(x,y) la variable x
por (z+7)/2 ey por (z—Z7)/2i debe depender tiinicamente de la variable z. Para formalizar

esta idea pongamos
F2) = u z2+z z—2 v z+z z—2
O\ T 2 i

Para que la funcién f(z) definida por estaigualdad dependa solamente de z yno dependa
de 7z es necesario que se verifique que

du  dv
of lodu 10ou .1dv .1adv ox 9y
% 2o 2oy 2o iy 0T )ow o
dy  ox

que son precisamente las ecuaciones de Cauchy — Riemann.

1.25 Ejemplos.

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



1.4.4 Primeras propiedades de las funciones holomorfas 39

= f(x+iy) =x no es derivable en ningtin punto.
» f(x+iy) = (x+iy) (x> +y?) s6lo es derivable en cero.
» f(x+iy) = 2xy+i(y*> —x?) es derivable en todo C.

» f(x+iy) =e"(cosy+iseny) es derivable en todo Cy f'(z) = f(z) paratodo z€C.

1.4.4. Primeras propiedades de las funciones holomorfas

1.26 Definicién. Sea Q un abierto no vacio de C. Una funcién f : Q — C se dice que es
holomorfa en Q si f es derivable en todo punto de Q. En tal caso la funcién definida para
zeQpor z+— f’(z) sellama funcion derivada de f. Notaremos por # () el conjunto de to-
das las funciones holomorfas en Q. Las funciones holomorfas en todo el plano complejo
se llaman funciones enteras.

Era costumbre hace afios llamar “funciones enteras” a las funciones polinémicas. Pre-
cisamente, la palabra “holomorfa” significa “de forma entera”, y veremos que efectiva-
mente las funciones holomorfas se comportan en algunos aspectos de forma parecida a
las funciones polinémicas.

1.27 Ejemplos.

= Las funciones polinomicas, es decir, las funciones de la forma
p(2) =cot+ciz+ea 4+ + el

donde ¢, € C para 0 < k < n, son funciones enteras. La funcién derivada de p viene
dada por

p'(2) =c1 42224332 + -+ nc," ! (zeQ)
P donde p(z)
. - o a) .
v ¢(z) son funciones polinémicas, son holomorfas en su dominio natural de defini-
cion Q = {zeC: ¢q(z) # 0}. La funcién derivada de R viene dada por

= Las funciones racionales, es decir, las funciones de la forma R(z) =

R = PWIRD @@ g

Como consecuencia de las reglas de derivacién tenemos el siguiente resultado.
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40 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

1.28 Proposicién. El conjunto H(Q) de las funciones holomorfas en un abierto Q con
la suma y el producto usual de funciones es un dlgebra.

1.29 Proposicién. Una funcion holomorfa en un dominio cuya derivada es nula en to-
do punto es constante.

Demostracion. Sea Q un dominio, f € H(Q) tal que f/(z) = 0 paratodo z € Q. Fijado zp € Q,
definimos

A={zeQ: f(z) = f(z0)}

A es no vacio y, por ser f continua, es un cerrado relativo de Q. Veamos que también es
abierto. Seaa € Ay como Q es abierto, existe r > 0 tal que D(a,r) C Q. Tomamos b € D(a,r)
y definimos ¢ : [0,1] — C por ¢(¢t) = f((1 —t)a+1tb). Como f es derivable, la regla de la
cadena nos dice que ¢ es derivable y

¢'(t) =f'((1-t)a+tb)(b—a)=0
Por ser ¢ una funcién compleja de variable real tenemos
¢'(t) = (Re@)'(1) +i(lmg) =0 (r€0,1])

Luego (Reo)'(r) =0y (Img)’(r) =0 para todot € [0, 1]. Puesto que Re ¢ y Im¢ son funciones
reales de variable real definidas en [0, 1], se sigue que son constantes. Luego ¢ es constante
y por tanto ¢(0) = f(a) = ¢(1) = f(b) luego b € A. Hemos probado que D(a,r) C A, luego A
es abierto. El hecho de que Q sea un dominio permite concluir que A = Q, es decir, f es
constante en Q.

1.30 Corolario. Si dos funciones holomorfas tienen la misma derivada sobre un domi-
nio y coinciden en un punto son iguales.

La siguiente proposicién vuelve a poner de manifiesto que la condicién de que una
funcién sea holomorfa es mucho mas restrictiva que la derivabilidad real.

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



1.4.4 Primeras propiedades de las funciones holomorfas 41

1.31 Proposicién. Sea Q un dominioy f € H(Q). Equivalen las siguientes afirmaciones:
(a) Re f es constante en Q

(b) Im f es constante en Q

(¢c) La funcién compleja conjugada de f, f, es holomorfa en Q

(d) f esconstante en Q

(e) |f| es constante en Q

Demostraciéon. Pongamos f = u+iv, con u = Re f, v = Im f. Es claro que la condicién (d)
implica todas las demss.

(a)=(d) Las ecuaciones de Cauchy-Riemann afirman que

P . Ou ou B )
f(z)_f(x+ly)_ax(x7y) lay(xvy) (Z—X+ly€Q)
Puesto que Re f es constante tenemos g—';(x, y) = %(x,y) =01lo que implica que f'(z) =0

para todo z € Q de donde deducimos (d) gracias a la proposicién anterior.

(b)=(d) Puesto que Im f = —Re(if) la implicacién (a)= (d) ya probada nos dice que la
funcién if es constante y, por lo tanto, f también lo es.

(c)=(d) Como f es holomorfa y f lo es por hipétesis tenemos que f+ f = 2Re f es
holomorfa. Puesto que Im(Re f) = 0 es constante, deducimos, por (b)=-(d), que Re f es
constante y por (a)=-(d) concluimos que f es constante.

(e)=(d) Si | f| = o entonces f(z)f(z) = &>. Si & = 0 entonces f es idénticamente nula 'y
hemos acabado. Si a # 0 entonces f no se anula en ningtin punto por lo que la funcién
2

— o .
flz)= 7@ es holomorfa en Q vy, por (¢)= (d), concluimos que f es constante.
z
Observemos que estas propiedades de las funciones holomorfas estdn muy lejos de
ser ciertas para funciones reales diferenciables. Por ejemplo, dada una funcién de R? en
R? diferenciable que no se anule nunca, dividiéndola por su norma obtenemos una fun-
cién diferenciable cuyo mdédulo es constante.

Hasta ahora s6lo conocemos como ejemplos de funciones holomorfas los polinomios
y las funciones racionales. Si queremos construir mds ejemplos ya no encontraremos mas
por métodos elementales. Veamos ahora cémo construir funciones holomorfas como li-
mite uniforme de funciones polinémicas.
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1.4.5. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Dado a €] —r, ] definamos para ze C* arg (z) = Arg(z) N[a, o+ 27,
es decir, arg,,(z) es el inico argumento de z que estd en el intervalo [a, 0.+ 2x[. Prueba
que la funcién z — arg,(z) es continua en el conjunto C\ {pcoso+ipsena:p > 0}.

Ejercicio resuelto Sea f: C — C la funcién dada por

3 N v3(1 —
f(z)zx(Hx’eriz(l £ siz=x+iy#0, f(0)=0

Estudia la continuidad y la derivabilidad de f.

Ejercicio resuelto Sea Qun abiertoy fe H(Q).Sean Q* = {z:z€Q}y f*: Q* —Cla

funcién definida por f*(z) = f(z) para todo z € Q*. Prueba que f* es holomorfa en
QF.

Ejercicio resuelto Sea f una funcién compleja definida en un abierto Q. Pongamos
u=Re f, v=1Im f y supongamos que u y v son diferenciables en un punto (a,b) € Q.
Sea zo = a+ib. Prueba que si existe el limite

lim
7—20

entonces f o f es derivable en z.

Ejercicio resuelto Calcula una funcion f € #(C) tal que Re f(x +iy) = x* — 6x2y? +y*
para todos x,y € R. Si se exige que sea f(0) = 0, entonces dicha funcién es tnica.

1.4.6. Ejercicios propuestos

34. Demuestra que si P(z) = ap +aiz+--- +anz" es una funcién polinémica de grado
n > 1, se verifica que lim P(z) = oco.

Z—o0

35. Estudia la derivabilidad de la funcion f(x+iy) = x* + 3xy? +i(y® + 3x2y).

=2
36. Consideremos la funcién dada para z # 0 por f(z) = <, y £(0) = 0. ;En qué puntos
z

verifica f las ecuaciones de Cauchy-Riemann? ;Es f derivable en z = 02.
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37. Escribe las ecuaciones de Cauchy-Riemann para
fx)=U(p,9) +iV(p,¥) donde z=p(cosd+isend)
Expresa la derivada de f por medio de las derivadas parcialesde U y V.

38. Sea Q un dominio y f una funcién holomorfa en Q. Supongamos que hay ntimeros
a,b,c €R con a®> +b* > 0, tales que aRe f(z) +bImf(z) = ¢ para todo z€ Q. Prueba
que f es constante en Q.

39. Encuentra una condicién necesaria y suficiente que deben cumplir los niimeros
reales a, b, c para que exista una funcién f € #H(C), verificando que

Re f(x+iy) = ax® 4+ bxy +cy*

para todos x,y€R. Determina, cuando dicha condicién se cumpla, todas las funcio-
nes enteras f cuya parte real es de la forma indicada.

40. Sea f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) una funcién holomorfa con derivada no nula. Prueba
que las curvas de nivel u(x,y) = ¢, v(x,y) = k son dos familias de trayectorias ortogo-
nales.

1.5. Sucesiones y series de funciones

Sucesiones de funciones

Una sucesion de funciones, como su nombre indica, es una sucesiéon cuyos elementos
son funciones. Formalmente, es una aplicacién que a cada nimero natural le asigna una
funcién, en nuestro caso una funcién compleja.

Consideremos una sucesién de funciones {f,} con f,, : A — C donde A C C.

Convergencia puntual Decimos que {f,} converge puntualmente en un puntoa € A sila
sucesion de nimeros complejos {f,(a)} converge.

Llamamos campo de convergencia puntual de la sucesion {f,} al conjunto
C={z€A: {fu(z)} converge}

y llamamos limite puntual ala funcién f : C — C definida por

f(z) =lim{f,(2)}
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Convergencia uniforme Se dice que {f,} converge uniformemente a una funcién f en un
conjunto B C A si

lim sup{|/f,(z) = f(2)] : z€B} =0

es decir, para todo € > 0 existe un nimero n € N tal que para todo n > ny se verifica
que |f,(z) — f(2)| < € para todo z€ B.

1.32 Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme. Una sucesion de funciones
{f»} converge uniformemente en B si, y sélo si,k verifica uniformemente en B la condi-
cion de Cauchy:

Ve>03ng €N: p,q>no= sup{|f,(z) — f4(z)| :2€ B} <e

Series de funciones

Dada una sucesi6n de funciones, { f,,}, podemos formar a partir de ella otra sucesion,
{F,}, cuyos términos se obtienen sumando consecutivamente los de la primera, esto es:

Fi=fi,h=fitfHh FB3=f+fHm+f... . Ei=fi+tfH++fo,

Dicha sucesion de funciones, {F,}, asi obtenida se llama serie de término general f, y la

representamos por Z f» 0, mds sencillamente, > f,.
n>1

Puesto que las series de funciones son sucesiones de funciones, los conceptos de con-
vergencia puntual, campo de convergencia puntual y convergencia uniforme para series
de funciones no precisan de nueva definicién. El siguiente resultado es de comprobacién
inmediata.

1.33 Proposicién. Condicién necesaria para que la serie Z fa converja puntualmente
n>1
(resp. uniformemente) en un conjunto A es que la sucesién { f,} converja puntualmente

(resp. uniformemente) a cero en A.
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La serie Z fa se dice que converge absolutamente en un punto a € A cuando la serie
n>1
de los mdédulos, Z | fn(a)|, converge. Se define el campo de convergencia absoluta como
n>1
el conjunto

{zeA: Z |fu(z)| converge}

n>1

Al igual que para series de nimeros complejos la convergencia absoluta de una serie
de funciones implica convergencia pero no al contrario.

El siguiente criterio que proporciona condiciones suficientes para la convergencia
uniforme y absoluta de una serie de funciones serd usado con frecuencia en lo que si-
gue.

1.34 Criterio de Weierstrass. Sea Z fn unaserie de funciones definidas en un conjunto
n>1
A C C. Supongamos que hay una sucesion {a,} de niimeros reales positivos tal que:

(@) |f.(z)| < o, para todo z € A.

(b) La serie Z o, es convergente.
n>1
Entonces la serie Z fn converge absolutamente y uniformemente en A.
n>1

Demostracion. Por el criterio de comparacion para series de términos positivos (@) y (b)
implican que la serie Z |fn(2)| converge para z € A.
n>1
Para probar la convergencia uniforme en A veamos que se cumple la condicién uni-
forme de Cauchy en A.

Como la serie Z o, converge cumple la condicién de Cauchy. Luego dado € > 0 existe
n>1
no € N tal que para p > g > ny se verifica

0@)+'ap—l‘k"'+‘aq+1 <€
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Deducimos que para p > g > no y para todo z € A se verifica

Y fiR) =Y fi@)| = @+ fo1 @)+t fen (@) <
j=1 j=1

<K@+ 1@+ + |fen ()] <
Sop+0, 1+--+0,1 <€

Como queriamos probar.

Observa que los conceptos de convergencia absoluta y de convergencia uniforme son
independientes: una serie puede ser uniformemente convergente en un conjunto A y no
ser absolutamente convergente en A. En tales casos se aplican los siguientes criterios de
convergencia no absoluta para series de funciones (ver ejercicios 47 y 48).

1.35 Proposicion. Sea {a,} una sucesién numéricay Z fn una serie de funciones defi-
n>1
nidas en un conjunto A.
Criterio de Dirichlet. Supongamos que:
a) {a,} es una sucesion de ntimeros reales mondtona y convergente a cero.
b) La serie Z fn tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A.
n>1
Entonces la serie de funciones Z anfu converge uniformemente enA.
n>1
Criterio de Abel. Supongamos que:
a) La serie Zan es convergente.
n>1
b) Para cadaz € A {f,(2)} es una sucesién de niimeros reales monotona y la sucesién de
funciones { f,,} estd uniformemente acotada en A.
Entonces la serie de funciones Z a, [, converge uniformemente enA.
n>1

1.5.1. Series de potencias complejas

Dada una sucesiéon de nimeros complejos {c, }»cn, y un niimero a € C consideremos
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la sucesién de funciones

fo(z) =co
(@) =cu(z—a)"  n>1

La serie definida por esta sucesion de funciones, es decir, la sucesién
{eoteciz—a)+erz—a) +- +eulz—a)"}
se representa por Z cn(z—a)" ysellama serie de potencias centrada en a. La sucesion {c, }

n>0
recibe el nombre de sucesién de coeficientes de la serie.

1.36 Lema de Abel. Sea p > 0 un niimero positivo tal que la sucesion {c,p"} estd aco-

tada. Entonces se verifica que la serie Z cn(z—a)" converge absolutamente en el disco
n=>0

D(a,p) y converge uniformemente en compactos K C D(a,p).

Demostraciéon. Tomemos un compacto K C D(a,p). Llamemos r = méx{|z—a| : z€ K} < p.
Puesto que {c,p"} estd acotada existe una constante M > 0 tal que |c,p"| < M para todo
ndmero natural n. Tenemos que

(z—a)"

cpp———>
P p

len(z—a)"| = .

o 22 <M<|z—a|> <(Z€K)<M<r>
p" P p

Consideramos ahora la sucesion {o,,} = {M(r/p)"} y aplicamos el criterio de Weiers-
trass para dicha sucesion. Ya que la serie Z o, converge por ser una serie geométrica de
n=>0
razén menor que 1, dicho criterio nos dice que la serie ch(z —a)" converge absoluta-
n=>0
mente y uniformemente en K.

Como la serie converge absolutamente en cualquier compacto contenido en D(a,p)
se sigue que converge absolutamente en todo el disco.

El lema anterior conduce de manera natural a considerar el mds grande p > 0 tal que
la sucesion {a,p”"} estd acotada. Introducimos para ello el conjunto

A={p>=0:{c,p"} estd acotada}

y definimos R = sup(A) € R} U{+oo}. Pueden presentarse los casos:
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= R = 0. Entonces A = {0}, luego si z # a la sucesién {c,(z —a)"} no esta acotada vy,

en particular, no converge a cero. Por tanto la serie de potencias Zc,, (z—a)" no
n=0

converge. En este caso se dice que la serie de potencias es trivial pues solamente

converge para z = a.

" 0 <R < +4o0.Sea K C D(a,R) compacto y r = méx{|z —al|: z € K} < R. Por definicién
de supremo existe p € A tal que r < p < R. Aplicando el lema de Abel para dicho

p deducimos que la serie Zc,,(z —a)" converge uniformemente y absolutamente
n>0
en K. Como K es un compacto arbitrario contenido en D(a,R), concluimos que la

serie converge absolutamente en D(a,R) y converge uniformemente en compactos
contenidos en dicho disco.

Si |z—a| > R entonces la sucesién {c,(z —a)"} no esta acotada y, por tanto, la serie
no converge.

Nada puede afirmarse en general del comportamiento de la serie en la frontera del
disco D(a,R).

= Si R = 400 el argumento anterior es valido para cualquier compacto K con lo cual
la serie converge absolutamente en C y uniformemente en compactos.

Al niimero R se le llama radio de convergencia de la serie. Notese que R s6lo depende
de la sucesion {c,} de coeficientes de la serie y no del centro de la serie. Dada una serie
de potencias no trivial, Y ¢,(z — a)", llamaremos dominio de convergencia de la serie al
conjunto D(a,R) donde R es el radio de convergencia de la serie (recuerda que si R = +o0
entonces D(a,+o0) = C).

Los siguientes criterios permiten en muchos casos calcular el radio de convergencia.

1.37 Criterio del cociente o de D’Alembert. Dada una sucesién de niimeros complejos
{cn} supuesto que

= ¢, # 0 para todo n a partir de un indice en adelante, y que

|Cn+1|

|eal

— LeRf U{+oo}

entonces R = 1/L con los convenios:R =0 siL =+oco yR = +oo siL=0.

Demostraciéon. Para obtener este resultado basta aplicar el criterio del cociente a la serie
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Z |cu(z—a)"|. Tenemos

n=0

|Cn+1 (Z—a)n+1| _ Cntl

|Cn(Z—Cl)n| cn |Z*a‘—>L|Z*a|

Deducimos que:

= SiL|z—al| < 1laserie converge.

» SiL|z—a| > 1laserie no converge.

5]

y concluimos que R = 1/L con los convenios anteriores.

De forma andloga se obtiene el siguiente resultado.

1.38 Criterio de la raiz o de Cauchy. Si {{/|c,|} — L € Rj U{+oo} entoncesR =1/L
con los mismos convenios anteriores.

Los criterios anteriores son en realidad bastante restrictivos. Por ejemplo ninguno de
ellos puede aplicarse para estudiar la convergencia de una serie de potencias cuyos co-
eficientes vienen dados por cz,—1 = 1/2", ¢z, = 1/3". El siguiente resultado proporciona
un método general para calcular el radio de convergencia. Recuerda que si {x,} es una
sucesion de nimeros positivos mayorada se define el limite superior de dicha sucesion,
limsup{x,}, como el limite de la sucesién {s,} donde s, = sup{x; : k > n}. Si {x,} no esta
mayorada se define su limite superior igual a 4-co.

1.39 Férmula de Cauchy-Hadamard. E!l radio de convergencia R de una serie de po-
tencias Z cn(z—a)" viene dado por
n=>0

1
R=—
limsup {/|cy|

con los convenios usuales.
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Demostraci6én. Llamemos L = limsup{{/|c,|} € Rj U{+o0}.

Supongamos que L = +oo lo que equivale a que {/|c,| no estd acotada. En tal caso
veamos que {c,p"} no esta acotada para ningtn p > 0. En caso contrario existirian M > 1
y p > O tales que |c,|p” < M para todo natural n. Luego

Vlen| € g < % paratodon € N

v {{/|cn|} estaria acotada en contra de la hip6tesis. Deducimos que R = 0.

Supongamos que L € R}. Vamos a probar las implicaciones
pPL<1=pcA=pLL]

Supuesto probadas, si L = 0 cualquier p > 0 cumple lo anterior luego Rj C Ay R = +oo.
Si0 < L < +oo entonces [0,1/L[C A C[0,1/L] de donde R = 1/L.

Probemos la primera implicacion. Pongamos b, = sup{<{/Jci| : k > n}. Por definicion de
limite superior es L = 1im{b,}. Supongamos que pL < 1 entonces existe ny € N tal que
pb,, < 1 de donde p{/|c,| < 1 para todo n > ny, elevando a n tenemos p"|c,| < 1 para cada
n > ny. De lo anterior concluimos que la sucesioén {|c,|p"} estd acotada y, por tanto, que
p EA.

Veamos la segunda implicacién. Supongamos que p € A luego {|c,|p"} estd acotada,
esto es, existe una constante positiva M > 1 de forma que |c,|p" < M para todo n € N.
Extrayendo raices de orden n se tiene

\/n |Cn‘ < g

Fijemos ¢ € N arbitrario, la desigualdad anterior es cierta para cada n € N, en particular lo
es para cadan > ¢. Con lo cual

VM
by =sup{{/|cn| : n 2 q} < Y

donde hemos usado que para M > 1 la sucesién {/M} es decreciente. Acabamos de pro-
bar que pb, < /M para cualquier g. Tomando limite en ¢ deducimos que pL < 1

El siguiente lema nos dice que derivando término a término una serie de potencias
obtenemos otra serie de potencias con el mismo radio de convergencia que la serie de
partida.
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1.40 Lema. Las series de potencias

ch(z—a)" chn(z—a)n_1

n=0 n>1

tienen igual radio de convergencia.

Demostracion. La serie E nea(z—a)" 'y

n>1

(z— a)chn(z— a)"_l = chn(z —a)"

n>1 n>1

convergen para los mismos valores de z y, por tanto, tienen igual radio de convergencia.
La fé6rmula de Cauchy-Hadamard nos dice que el radio de convergencia de dicha serie
viene dado por

limsup{/n|cn|}

Para probar el resultado basta justificar la igualdad
limsup{/n|c,|} = limsup{{/|ca|}
Llamemos
by =sup{/|c| : k=n} B =sup{/kle| - k=n}
Teniendo en cuenta que la sucesién {/n} es decreciente, resulta que
by < By < /nby

y como lim {{/n} = 1, concluimos que lim B, = limb,,.
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1.41 Teorema de derivacion de una serie de potencias. Sea a € C, E cn(z—a)" una
n=0
serie de potencias no trivial y Q su dominio de convergencia. Sea f : Q — C la funcion

suma de la serie, esto es,
f(z)chn(z—a)” ZEQ
n=0
Entonces f es indefinidamente derivable en Q y, para cadak € N su derivada k-ésima se
obtiene derivando k veces la serie término a término, esto es:

f(k>(z):i”(nf1)"'(”*k+1)cn(zfa)”_k €0
n=k

En particular f ¥ (a) = k'¢x 0, lo que es lo mismo

~ f%a)

a para todo ke NU{0}

Demostracién. En primer lugar, no es restrictivo suponer que a = 0, puesto que en caso
contrario podemos considerar la funcién

g(z) = chz" 7€Q
n=0
conlo que f(z) = g(z—a). Luego si g es derivable también f es derivable y las derivadas de
f enason las derivadas de g en 0.

Sea, pues, f(z) = chz" para z € Q. Tomemos un punto b € Qyparaz € Q, z # b sea
n=0

o

o)=L 5 TS )
n=1

z z—Db

n
donde p,(z) = ¢p Zz”’j b’~!. Lo que queremos probar es que dicho cociente tiene limite
=1
en b, esto es, que f es derivable en b.
Puesto que Q es un abierto podemos tomar D(b,8) C Q para algin 8 > 0. Paraz € D(b, )
se cumple que |z| < |b| + 3 y, evidentemente, |b| < |b| + 3, con lo cual

1pn(2)| < |ealn(|b] +8)"! para todo z € D(b,8) (1.6)
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Vamos a aplicar el criterio de la mayorante de Weierstrass a la serie de funciones Z Dn-
n=>0
Para ello veamos que la serie Zn |ca| (|b] +8)"~! es convergente.
n>1

Pero esto ultimo es claro ya que sabemos, por el lema anterior, que chnwn_1 tiene
n>1
el mismo radio de convergencia que Z c,w", y esta dltima converge en Q. Como el disco
n=0
D(b,8) estd contenido en Q y en dicho disco hay puntos de médulo igual a |b| + & (por
ejemplo wy = b+ SW) y las series de potencias convergen absolutamente en su dominio
de convergencia, concluimos que la serie

> nleal (1b]+8)""

n>1

es convergente. Ahora, por las desigualdad 1.6, el criterio de Weierstrass nos dice que la

serie Z pn converge uniformemente en el disco D(b,d) y, por tanto, la funcién suma de
n=>0
dicha serie es continua en dicho disco. En particular tenemos que

tim 7O =SB 0(z) = 1fn%z Pa(2) =Y pa(b) = _ncyb"!
. n=0 n=1

—b — —b
= Z = "0

es decir, hemos probado que f es derivableen by
f1(b) =Y neyb"!
n=1
Puesto que b es un punto arbitrario de Q obtenemos que
)= chn(z —a)"! para todo z € Q
n=1
Una sencilla induccién prueba que f tiene derivadas de todos los 6rdenes en Qy

fO@) = nn—1)---(n—k+1)cy(z—a)"*  paratodozeQ
n=k

En dicha igualdad haciendo z = a obtenemos

f®(a)
k!

= para todo ke NU {0}
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1.42 Definicién. Sea f una funcién indefinidamente derivable en un abierto Q@ C Cy sea
a€ Q. La serie de potencias

() (4
Zf ‘( )(Z_a)n

n
n>0

se llama serie de Taylor de f en el punto a.

1.43 Corolario. Las unicas series de potencias no triviales son series de Taylor (de su
funcion suma).

El resultado anterior nos lleva a definir el concepto de funcion analitica.

1.44 Definicién. Sea Q C C un abierto, se dice que una funcién compleja f: Q@ — C es
analitica en Q cuando localmente puede representarse como la funcién suma de una serie
de potencias. Es decir, para cada punto b € Q hay un disco abierto D(b,p;) C Q y una serie

de potencias
Z ) (z—Db)"

n>0
cuyo dominio de convergencia contiene a D(b,p;) tal que

oo

1) = ch(f’) (z—b)"  paratodo z € D(b,p))
n=0

En virtud del teorema anterior, deducimos que una funcién analitica f en Q es indefi-
nidamente derivable en Q y todas sus derivadas son también analiticas. Ademads se tiene
que

Equivalentemente, una funcién f es analitica en un abierto Q si es indefinidamente deri-
vable en dicho abierto y para cada punto b € Q la serie de Taylor de f en b converge y su
suma es igual a f en algtn disco abierto centrado en » y contenido en Q.

El siguiente resultado es muy util para calcular la suma de una serie de potencias en
puntos de la frontera de su disco de convergencia.
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1.45 Continuidad radial. Sea ) c¢,z" una serie de potencias con radio de convergencia
0 <R< +o00. Sea f:D(0,R) — C la funcion suma de la serie y supongamos que la serie
es convergente en un punto z de la frontera del disco D(0,R). Entonces se verifica que

lim f(rzo) = E cnZp
r—1
n=0

0<r<1

Demostracién. Para r € [0, 1] la sucesién {"} es mondtona decreciente y estd uniforme-
mente acotada en [0, 1] y la serie )  ¢,z) es convergente por hipotesis. Por tanto el criterio
de Abel (proposicién 1.35) nos dice que la serie

Z cnl(rzo) = Z ent"'2

n>0 n>0

converge uniformemente para r € [0,1] y por tanto su suma es una funcién continua en
dicho intervalo y, en particular, es continua en » = 1, es decir

lim ch(rz())" = chzg
r—1

0<r<1 n=0 n=0

como queriamos demostrar.

1.5.2. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Calcula la funcién limite puntual de la sucesién de funciones
fu(2) =n(yz-1)
donde (/z indica la raiz n-ésima principal de z.
Ejercicio resuelto Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones

Si(5) e

n>1

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.
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n

>l

formemente en compactos contenidos en D(0,1) y en compactos contenidos en
C\ D(0,1). Calcula la suma de dicha serie.

converge absoluta y uni-

. . 1
Ejercicio resuelto Justifica que la serie E (—1)n+! i converge puntualmente en
ZTn
n>1

C\ Z~.Indica conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

Ejercicio resuelto Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de po-
tencias:

2
a) Z <1+%> " b) Z(n+an)z” c) ang"z"

n>1 n>0 n>1

Ejercicio resuelto Los radios de convergencia de las series Zanz”, anz” son res-
n=0 n=0
pectivamente R, R, con 0 < Ry, Ry < +00. ;Qué se puede decir de los radios de con-

vergencia de las series E (an+bn)z"y E anbuz™?
n=0 n=0

Ejercicio resuelto Sabiendo que el radio de convergencia de la serie chz” es R,

n=>0
0 < R < 400, calcular el radio de convergencia de las series:

a) Y nfe," (keN) b)z L2 0)) ke (keN) d) Y (1+d")eas" (a€C)

n=0 n>0 n>0 n>0

Ejercicio resuelto Estudia el comportamiento en la frontera del disco de convergen-
cia de las series de potencias:

D CE LI [N o (FRE SR SR i
49 n?) \/n 23 n)n

n=1 n>1
1 -1
Ejercicio resueltoE Justifica que la serie Zanz donde a3» = —, ap3n = —,ya, =0
n n
n=>0
en otro caso, converge en todo punto del conjunto A = ( ) meN, keZ

(2k+1)mi

y no converge en ningin punto de B = {exp ( 3

) :meN ke Z}. Justifica

que Ay B son densos en la circunferencia unidad.
2.3n

Sugerencia: Calcula en cada caso Zakzk.
k=1
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Ejercicio resuelto Expresa

como suma de una serie de potencias.

|
(I—2)3

Ejercicio resuelto Sea f(z) = chz" una funcién inyectiva en D(0, 1). Prueba que,
n=0
para0 < r < 1, el &rea del conjunto A(r) = f(D(0,r)) esigualan Zn leal? P

n=1

1.5.3. Ejercicios propuestos

n
41. Calcula la funcién limite puntual de la sucesién de funciones f,(z) = (1 + E) .
n
Sugerencia: escribe f,(z) = px (cos ©, +isen (p,,).
42. Estudia la convergencia puntual de las sucesiones de funciones { f,,} donde:

1 "

15 on b) fn(z): 1o c)

a) fn(z) =

43. Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones
\ 7

> (E—Jrg (z#1)
nx1

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.
44. Estudia la convergencia puntual de la serie de funciones

! C\N

gm (zeC\N)

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.
45. Estudia la convergencia puntual y uniforme de la serie de funciones

1 1
Zﬁ (Zn+ Z_")

n>1

. . 7" .
46. Justifica que la serie E 3o converge uniformemente y absolutamente en todo
Z
n=0

compacto contenido en D(0,1) y en todo compacto contenido en {z€C: |z]| > 1}.
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47.

48.

49.

Criterio general de Dirichlet. Sea Q un conjunto no vacio, { f,,} y {g.} sucesiones de
funciones de Q en C. Sea A un subconjunto no vacio de Q y supongamos que:

i) La sucesion {F,} de las sumas parciales de la serie }_ f, estd uniformemente aco-
tada en A.
ii) La serie 3 |g, — g»+1| converge uniformemente en A.
iii) La sucesion {g,} converge uniformemente a cero en A.
Probar que la serie ) f,g, converge uniformemente en A.
Indicacién:
p P

an+kgn+k = ZFn+k(gn+k - gn+k+1) + Fntp8ntp+1 — Fugnti

k=1 k=1
Casos particulares. a) Si para cada x € Q {g,(x)} es una sucesiéon de niimeros reales
mondtona entonces la condicién ii) es consecuencia de iii).

b) Si {g,} es una sucesién de funciones constantes en €, es decir, {g,} = {a,} donde
{a,} es una sucesién mondtona convergente a cero de niimeros reales, entonces las
condiciones ii) y iii) se verifican trivialmente en todo subconjunto de C.

Criterio general de Abel. Sea Q un conjunto no vacio, {f,} vy {g.} sucesiones de
funciones de Q en C. Sea A un subconjunto no vacio de Q y supongamos que:

i) La serie 3 f,, converge uniformemente en A.

ii) La sucesion de sumas parciales de la serie |g; | + Z |gn — gn+1| estd uniformemente
n>1
acotadaen A.

Probar que la serie ) f,g, converge uniformemente en A.
Indicacion:sea F =37 | f, y F, = > ', fj, entonces

P P
an+kgn+k = Z(Fn+k —F)(gntk — 8ntk+1) + (Fn+p _F)gn+p+l — (Fn—F)gnt1
k=1

k=1
Casos particulares. a) Si para cada x € Q {g,(x)} es una sucesién de niimeros reales
mondtona y la sucesion {g,} estd uniformemente acotada en A entonces se verifica
la condicion ii).

b) Si )" f, es una serie de funciones constantes en Q, es decir, > f, = > a, donde
> a, es una serie convergente de ntimeros complejos, entonces la condicién i) se ve-
rifica trivialmente en todo subconjunto de C.

Sea {a,} una sucesi6on de ntmeros reales decreciente a cero. Para cada ntimero
8€]0,1[,seads={z€ C:|7] <1, [z— 1] > 8}. Justifica que la serie > _a,z" converge
uniformemente en Az. Deduce que dicha serie converge en todo punto de la circun-
ferencia unidad salvo, eventualmente, en el punto 1.
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50. Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:
2n

. 2n+3\" , . . z
) ;(5n+6) am ) o

n>1 n>1
2

. 7" .
IV) ZW V) Z[3+ (—l)n]”zn Vl) Zanzzn

n>1 ’ n=0 n=0
.. | (2n)! . (2n)!n?"

W Trew Rl w Si
n=>0 n=0 n=0

51. Estudia el comportamiento en la frontera del disco de convergencia de las series:

n n _ 1) 3. (2n— 4
a) ) 2" b) Z% ©) Z% d) Z(loglzz ! e)Z<1 23'4“(.2(2”)1))211 (PER)

n>1 n>1 n>1 n>2 n>1

=)

52. Sea f(z) = Zz"! (lz2] < 1).Dado zo= exp(§2m‘) (p,q€Z), pruebaque })151 |f(pzo0)| = +o0.

n=0 p<l
53. Calcula la suma de las series
DY B Y
n>1 n>1

1 . . ..
54. Expresa — como suma de una serie de potencias centrada en un punto « # 0 e indica

Z

en dénde es valida dicha igualdad.

55. Sea Q un abierto en Cy f€ #(Q). Supongamos que f’ es analitica en Q. Justifica que
también f es analitica en Q.

56. Justifica que toda funcién analitica tiene localmente primitivas.

57. Sea f(z) = Zanz” paraz€D(0,p) y supongamos que |a;| > Zn|an|p”*1. Prueba que
n=0 n=2
f esinyectiva en el disco D(0,p).
Deduce que una funcién anélitica en un abierto Q, cuya derivada no se anula en
ningln punto de Q, es localmente inyectiva en Q. ;Puede asegurarse que una tal
funcioén es inyectiva en Q2.

58. Supongamos que la serie chz" tiene radio de convergencia R € R*. Justifica que
n>0

la serie Z n.n tiene radio de convergencia +oo. Sea f(z) = Z n.n . Prueba que
n>0 n! n=0 n!
para cada p €]0, 1] hay una constante M(p) tal que

[f ()] <M(p)exp(lz[ /pR)  (z€C)
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1.6. Funciones complejas elementales

1.6.1. Exponencial compleja

. . z" . . . Cnt1
Consideremos la serie E = Aplicando el criterio del cociente obtenemos | |”+| |
n. C,
n=0 n
luego la serie converge para todo z € C. Llamamos exponencial compleja a la funcién

— 0,

oo

exp(z) = Z %Z” (zeC)

n=0

Propiedades

(1) exp’(z) = exp(z) paratodo zeC.
(2) exp(0)=1

(3) exp(x) para x € R coincide con la exponencial real, esto es, la exponencial compleja
extiende a la exponencial real. Esto justifica el uso de la notacién exp(z) = e?.

(4) Las propiedades (1) y (2) caracterizan a la funcién exponencial, esto es, si ¢ € #(C) es
tal que 9'(z) = 9(z) para cadaz € Cy ¢(0) = 1 entonces ¢(z) = exp(z).

(5) Teorema de adicion: exp(z+w) = exp(z) exp(w)

(6) Férmula de Euler: Dado 7 € R se cumple exp(it) = cost +isenz. En particular tenemos
la igualdad
e™+1=0

(7) Dado z =Re(z) +iIm(z) € C entonces

e = &R (cos(Imz) +isen(Imz))

Por tanto | [e?| = "¢, Imz € Arg(e?) |.

(8) La exponencial compleja no se anula nunca.

(9) La exponencial compleja es una funcién periédica de periodo 2mi. Concretamente
e* =e¢" si,ysoblosi, z—we2miZ.

(10) Laexponencial compleja es una funcién analitica.
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Demostracion.

(1) Puesto que la exponencial estd definida en términos de una serie de potencias con-
vergente basta derivar término a término la serie para obtener la derivada de la expo-
nencial. Asi

/() = Y B = S et =Y
RS |

n=1 n=0

(2) Evidentemente al hacer z = 0 en la serie que define a la exponencial se anulan todos
los términos menos el primero que es 1.

=

1
(3) Parax € R sabemos que e* = Z —
n

(4) Tomemos a € Cy llamemos /(z) = ¢(a —z) exp(z), luego

h'(z) = —¢'(a—z)exp(z) +9(a —z)exp(z) =0

luego & es constante, en particular, 2(0) = i(a), es decir, ¢(a) = exp(a). Puesto que a es
un nimero complejo arbitrario la igualdad es valida para todoa € C

(5) Sea a € C y consideremos la funcién H(z) = exp(a — z)exp(z). Si derivamos resulta
H'(z) = 0 luego H es constante y H(0) = H(z), esto es, exp(a) = exp(a —z) exp(z) para
todo a € C. Sustituyendo a = z+ w obtenemos que

exp(z+w) = exp(z) exp(w)

(6) De la definicién de la exponencial compleja se sigue que

oo 2n+1
1
expztzglﬁzt —nlgrolog .zt —1m§ k‘lt
n=
] ~(=DF (D" i
=1 t —t =
P (;; (26)! +lk2:£(2k+l)!

= cost +isent

(7) Seaz=Rez+ilmzun nimero complejo cualquiera. Tenemos

expz = exp(Re(z) +ilm(z)) = e*@ exp(ilm(z)) = &R (cos(Imz) +isen(Imz))

(8) Consecuencia de que |exp z| = eRez > Q.
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(9) Seaze Cunnumero complejo cualquiera

exp(z+2mi) = eREH 2 (cosIm(z + 2mi) + isenIm(z + 2mi)) =
— "0 (cos(Imz +2m) +isen(Imz +21)) =
— eRe(@) (cos(Imz) +isen(Imz)) =

= exp(z)

(10) Tomemos a € C, por el teorema de adicion exp(z) = exp(a) exp(z — a), esto es,

(z—a)" ed
n

exp(z) =exp(a) ) | ——

n=0 n=0

= —,(Z—a)"

5]

paratodoz e C

1.6.2. Logaritmos complejos

El comportamiento periédico de la exponencial compleja se va a traducir, como va-
mos a ver enseguida, en que la ecuacién e” = z, donde z es un nimero complejo no cero,
va a tener infinitas soluciones w € C. Como

eV — eRew(

cos (Imw) + isen (Imw))
Para que ¢” = z es necesario y suficiente que:

1. |e¥|=|z|, esto es, eRe"” =|z|, es decir, Rew = log |z| (logaritmo natural del nimero real
positivo |z|).

2. Arg(e") = Arg(z), esto es, Imw € Argz y esto se cumple si, y s6lo si Imw = arg(z) + 2k,

conkeZ.

Hemos probado que
{weC:e" =z} = {log|z| +i(arg(z) + 2kn),k€ Z}

Por tanto, existen infinitos nimeros complejos w que satisfacen la ecuacién e” = z. Cual-
quiera de ellos se llama un logaritmo de z. El conjunto de todos ellos lo representaremos
por Logz.

Logz = {log|z| +i(arg(z) + 2kn), k€ Z} = log|z| +iArg(z) (zeC")
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De entre todos ellos elegimos uno, llamado logaritmo principal, definido por

logz =log|z|+iarg(z) (zeC¥)

Observa que cualquier otro logaritmo de z es de la forma logz + i2km para algin entero k.
Ademas, para z€ R" el logaritmo principal, logz, coincide con el logaritmo natural de z.

También es importante que observes que la igualdad
logzw =logz+logw

que es valida para los logaritmos de los ntimeros reales positivos, no es siempre cierta
cierta para nimeros complejos. Por ejemplo:
. .2m . 5m
log(—1+iV3) = log2+z?, log(—V3+i) = log2+1€
log((—14iv3)(—V3+i)) = log(—4i) = log4 — ig

Sn 3n
— =logd+i—

b 2n
logd —i~ #log2+i— +log2+i
og zz#og +13+og +z6 5

Lo que estd claro es que| logz+1logw € Log(zw) |, es decir, logz + logw es un logaritmo
de zw pero no tiene por qué ser el logaritmo principal de zw.

1.46 Definicién. Sea f : A — C*, con A C C un subconjunto no vacio de C.

» Cualquier funcién g : A — C tal que g(z) €Log f(z) para todo z €A se llama un logarit-
mo de f en A. Cuando f es la identidad se dice simplemente que g es un logaritmo
enA.

= Cualquier funcién ¢ : A — R tal que 8(z) € Arg f(z) para todo z €A se llama un argu-
mento de f en A. Cuando f es la identidad se dice simplemente que ¥ es un argu-
mento en A.

En este curso estaremos interesados en el siguiente problema: Dada una funcién ho-
lomorfa que no se anula en un abierto Q, ;existen logaritmos holomorfos de f en Q? Res-
puestas cada vez mds precisas de este problema se irdn obteniendo a lo largo del curso.

El siguiente resultado nos dice que un logaritmo continuo de una funcién holomorfa
es automdticamente un logaritmo holomorfo.
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64 Capitulo 1. Niumeros complejos. Funciones complejas elementales

1.47 Proposicién. Sea f : A — C*, conA CCyac ANA'. Seag: A — C un logaritmo de
f enA. Supongamos ademds que f es derivable en a y que g es continua en a. Entonces g
es derivableenay

f'(a)

f(a)

En consecuencia, si f € H(Q),0¢ f(Q) yg: Q — C es continuaenQ y tal quees? = f(z)
f'(z)
f(@)

g'(a) =

para cada z € Q entonces g € H(Q) cong'(z) =

paratodoz € Q.

Demostracion. Llamemos b = g(a) y consideremos la aplicacién

Z__ b
0@ =" b
o(b) =¢

Claramente ¢ es continua en b. Ademas

— fla 3(2) _ esla) —o(a
f(z),f( ) _ e —e :(P(g(z))g(z;g( )

Z—a Z—a a

Puesto que por hipétesis g es continua en a, y ¢ es continua en g(a) = b tenemos que
9(g(z)) es continua en z = a y ¢(g(a)) = e” # 0. Por continuidad existe § > 0 de forma que
siz € D(a,8)NA, z # a entonces ¢(g(z)) # 0. Despejando de la expresién anterior tenemos
s@-gle) 1 _fE)=fa) paraz € D(a,8)NA, z#a
z—a 0(¢(z) z-a

Como lim¢(g(z)) = e’ = f(a) deducimos que

—a

g(z) —gla)  f'(a)
z—a f(a)

Iim
Z—a

1.48 Corolario. El logaritmo principal es una funcién holomorfa en C\ R y su deriva-

da viene dada por log'(z) = ! para todo ze C\Rj.
z

Demostracién. Basta aplicar el resultado anterior para las funciones f(z) = z, g(z) = logz.
Puesto que el logaritmo principal es continuo en C\ R, y f € H(C) obtenemos que el
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logaritmo principal es holomorfo en C\ R y su derivada viene dada para todo z € C\ R,

porlog/(z) = ];((ZZ)) = %

1.49 Teorema. Sea Q C C un conjunto abierto y f : Q — C* una funcién holomorfa.
Equivalen las siguientes afirmaciones:

(a) f tiene argumentos continuos en Q, es decir, existe una funcién continua 4 : Q — R
tal qued(z) € Arg(f(z)) paraz € Q.

(b) f tiene logaritmos continuos en L, es decir, existe una funcién continua g : Q — C
tal queg(z) € Log f(z) paraz € Q.

(¢) f tienelogaritmos holomorfos enQ, es decir, existe una funcién holomorfa g: Q — C
tal que g(z) € Log f(z) paraz € Q.

(d) Lafuncion ];/((ZZ;

para todo z € Q.

f'(2)
()

tiene primitivas en Q, es decir, existe € H(Q) tal que @’(z) =

Demostracion.
(a) = (b) Si¥esunargumento continuo entonces la aplicacion g(z) =log|f(z)| +i0(z) es
un logaritmo continuo de f.

(b) = (a) Si g esun logaritmo continuo de f entonces Img(z) es un argumento continuo
de f.

(b) = (¢) Es consecuencia de la proposicién anterior
(¢) = (d) Esconsecuencia de la proposicién anterior

(d) = (b) Consideremos i(z) = exp(—9(z))f(z). Tenemos que

! A (z) _f/(Z) / _
h'(z)=e? o) f@+f(z)] =0

y, en consecuencia, / es constante en cada componente conexa de Q. Sea A(z) una
funcién constante en cada componente conexa — y por tanto continua en Q — que
verifique e*?) = h(z) para todo z € Q. Resulta asi que

DM = £(7) (zeQ)

Hemos probado entonces que ¢(z) +A(z) es un logaritmo continuo de f(z) en Q.
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1.50 Proposicién. En cualquier disco que no contenga al origen hay logaritmos holo-
morfos. Concretamente, sia € C*, entonces en el disco D(a, |a|) hay logaritmos holomor-

fos.

Demostracion. El apartado (d) de la proposicién anterior (con f(z) = z) nos dice que de-
L 1 L1
bemos buscar una primitiva de — en D(a, |a|). Para ello vamos a expresar la funcién —
z z

como suma de una serie de potencias centrada en a.

1 1 1 1 |z—al
- = =- —_ = | cuando <1
2 atz—a aqg % |a|

e () = E -y
n=0 n=0
z—ad

ja

La anterior igualdad es valida cuando

< 1, estoes, z € D(a,|al). Definimos la funcién

oo

00 =3 € Dlafa)

=
El teorema de derivacién afirma que la funcién ¢ es derivable y su derivada se obtiene
derivando la serie término a término, esto es, ¢'(z) = 1 Por la demostracion de la pro-
posicion anterior sabemos que, para un valor conveniente de A, ¢(z) + A es un logaritmo
holomorfo en D(a,|al|), es decir,

e? I =7 zeD(a,la])

Haciendo z = a y teniendo en cuenta que ¢(a) = 0 resulta e* = g, luego A ha de ser un
logaritmo de a. Por comodidad podemos tomar el logaritmo principal, A = log(a). En con-
clusion, la funciéon

D(z) :loga—l-z:ﬁ(z—a)’”rl z€D(a,lal)
n=0

es un logaritmo holomorfo en D(a, |a|)

Inevitablemente surge la pregunta de sila funcién ® coincide con el logaritmo princi-
pal en D(a,|a|). Sabemos que

()= =log() v Pla)=log(a)
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1
Laigualdad @'(z) = — = log/(z) es cierta siempre que ambas funciones, ® y log, sean deri-
z

vables. Como sabemos log es holomorfo en C\ R, lo que nos lleva a distinguir los casos:

= SiRe(a) > 0, esto es, a se encuentra en el semiplano de la derecha, entonces tene-
mos que D(a,|a|]) NR, = @y, por tanto, logz es holomorfo en todo el disco D(a, |a]).
Puesto que ambas funciones tienen la misma derivada y coinciden en un punto son
la misma funcién (ya que el disco es un dominio)

» SiRea < 0ya¢R™ entonces D(a,|a|) NR, # @ luego logz no es continua en todo
el disco D(a,|al) y, evidentemente, las funciones @ y log no pueden coincidir pues-
to que una es continua pero la otra no. Aunque en el disco completo es imposible
que coincidan no asi en el disco D(a, |Imal), puesto que dicho disco no cortaa R y
el logaritmo principal si es holomorfo ahi. Es més, las dos funciones coinciden en
una regién mayor que dicho disco, a saber, en la componente conexa en que que-
da dividido el disco D(qa,|a|) por el semieje R, donde se encuentra el punto a (ver
figura 1.5).

D(a, |al)

Figura 1.5: Analiticidad del logaritmo
Hemos justificado la siguiente igualdad

o _qyn

logz = loga—&-zjm(z—a)”+1 (1.7
n=0

paraa € C*\R™ yz € D(a,p,) con

|a| si Rea >0
p =
¢ Ima| siRea<0

lo que prueba que el logaritmo es una funcién analitica en C\ Rj.
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1.51 Proposicién. Sea A un subconjunto conexo de C*, y supongamos que hay un ar-
gumento continuo, @, en A. Entonces cualquier otro argumento continuo en A es de la
forma ¢+ 2kn para algiin entero k.

‘s . L z) —0(z
Demostracién. Sea 9 : A — R otro argumento continuo en A. La funcién z — Ln()
es continua en A y toma valores enteros. Como A es conexo concluimos que dicha funcién
es constante.

1.52 Proposicién. Sea C un subconjunto de C* que contiene a una circunferencia cen-
trada en cero entonces en C no hay ningun argumento continuo. En particular, en C* no
hay argumentos continuos.

Demostracién. Supongamos que ¢ es un argumento continuo en C. Sea C(0,p)* una cir-
cunferencia contenida en C. La restriccién de ¢ a C(0,p)* \ {—p} es un argumento con-
tinuo. Como el argumento principal también es un argumento continuo en dicho con-
junto que es conexo deducimos, por la proposicién anterior, que hay un entero & tal que
arg(z) = ¢(z) +2kn para todo zeC(0,p)*\ {—p}. Como ¢ es continua en C(0,p)*, laigualdad
anterior implica que existe el limite 1im arg(z) lo que, a su vez, implica que

——p
|lz|=p
lim arg(pe’’)= lim t=n= 1im arg(pe!’)= lim r=-=
1—T g(p ) 1—T I——T g(p ) I——T
O<r<m O<r<m —n<t<0 —n<t<0
lo que es contradictorio.

1.53 Definicién. Dados una funcién compleja, f, definida en un subconjunto A de C y un
ntmero natural n>>2, cualquier funcién, 4 : A — C, tal que (h(z))" = f(z) paratodo z€A, se
llama una (funcién) raiz de orden »n de f en A. Una raiz de orden n de la funcién identidad
en A se llama, simplemente, una raiz de orden n en A. Como de costumbre las (funciones)
raices de orden 2 se llaman raices cuadradas. Las expresiones “raiz de orden n continua”
o “raiz de orden n holomorfa” se entienden por si mismas.
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1.54 Proposicién. Sea f una funcién holomorfa y que no se anula en un abierto Q. Si
f tiene un logaritmo holomorfo en Q entonces, para todon €N, f también tiene raices
n-ésimas holomorfas en Q.

Demostracion. Si g H(Q) es tal que exp(g(z)) = f(z) para todo z€ Q, entonces la funcién
h(z) = exp(g(z)/n) es holomorfa en Qy (h(z))" = f(z) para todo z€ Q.

1.6.3. Potencias complejas

Recuerda que dados dos nimeros reales a > 0 y b € R, la potencia de base a y expo-
nente b se define como a” = ¢/1°¢¢, Ahora, dados a,b € C, con a # 0, sabemos que hay
infinitos logaritmos de q, todos ellos son de la forma loga + i 2km, con k € Z. Por ello, cual-
quier niimero complejo de la forma ”(°2**%") donde k € Z, es una potencia de base a y
exponente b. Representaremos por [¢”] el conjunto de todas ellas.

[a”] = exp(bLog(a)) = {exp(bw) : w € Log(a)}

De entre las potencias de base a y exponente b se destaca una:

b _ eb loga

a

y dicho ntimero se llama valor principal de la potencia de base a y exponente 5. Observa
que sib = 1/ndonde neN, entonces

[a"/"] = {exp<%(log|a| +iarg(a)+2kni)) ke Z} =

_ {eXpGloga') exp(é (arg(a)+2kn)> ke Z} _

2 2
= {1’1/|a|(cosw+isenarg(a)—+m) : kEZ}
n

n

Es decir, [a!/"] es el conjunto de las raices n-ésimas de a. Ademads

1 1
a'/" = exp <—loga) = exp (ﬂ +i@) = |a|1/" (cos@ +isen@)
n n n n n

es el valor principal de la raiz n-ésima de a que antes hemos notado por /a.
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La definicién anterior da lugar a las funciones exponenciales complejas de base q,
z+— d*, definidas por a* = exp(zloga) que son holomorfas en todo el plano.

Por otro lado la funcion potencia compleja de exponente b, es la funcion z — z%, dada
por z” = exp(blogz) es holomorfa en C \ Rj.

Las funciones exponenciales cumplen evidentemente la igualdad a*™ = a* +a" pe-
ro las funciones potencias no cumplen, en general como vimos al estudiar las raices, la
propiedad (zw)? = zbwP”. Esta igualdad se da en el caso de que

exp(blog(zw)) = exp(blogz+ blogw)

equivalentemente, puesto que la funcién exp es periédica de periodo 2ni, cuando verifi-
que que
blog(zw) = blogz+ blogw + 2kmi, paraalgink € Z

Como caso particular, cuando z y w pertenecen al primer cuadrante sabemos que la igual-
dad log(zw) = logz + logw es cierta con lo cual lo anterior se cumple para k = 0. Por los
mismos motivos la igualdad (z?)¢ = 7 no es cierta en general.

1.6.4. Funciones trigonométricas complejas
Seno y coseno complejos

Sustituyendo en la formula de Euler e’ = cost +isent, t por —t tenemos
e " = cos(—t)+isen(—t) = cost — isent

y despejando obtenemos las llamadas “ecuaciones de Euler”:

eil 4 it
cost = ————, sent = ———
2 21

Estas igualdades, vélidas para todo 7 € R, también tienen sentido para nimeros comple-
jos. Por ello, para todo z € C definimos el coseno y el seno complejos por:

elZ + e*l(’ el:’, . e*lZ
cosz = — senz = T
i

Es inmediato que el seno y coseno complejos extienden a las funciones seno y coseno
reales.

Puesto que el coseno y el seno complejos estd definidos como combinacién de expo-
nenciales sus propiedades se deducen facilmente a partir de las propiedades de la expo-
nencial.
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(1) Identidad fundamental cos?z+sen?z = 1
(2) cos(—z) =cos(z), sen(—z) = —sen(z)
(3) Férmulas de adicién
sen(z+w) = senz cosw +cosz senw

cos(z+w) = cosz cosw — senz senw

(4) Las funciones seno y coseno son enteras y analiticas en Cy

oo

—1)" —1)"
COSZZZ( )12" SCHZZZ—( ) 2!

=

s (2n)! e 2n+1)1"
para todo z € C.
(5) Relacion con las funciones hiperbélicas
coshx = cos(ix) senh(x) = isen(ix)

(6) Paratodo z = x+ iy se cumplen las igualdades
senz = senx coshy+icosx senhy

c0sz = cosx coshy —isenx senhy

(7) Lasfunciones senoy coseno complejos no estdn acotadas en C aunque silo estdn en
bandas horizontales de anchura acotada.

(8) Las funciones seno y coseno complejas no tienen mds ceros que los reales, esto es,
senz = 0 si, y s6lo si, z es real de la forma 2k y cosz = 0 si, y s6lo si, z es real de la forma

b
— + k.
2+n

Demostracién. Las propiedades (1) a (4) son inmediatas a partir de la definicién.

(5) Recordemos que el seno y coseno hiperbélico estan definidos para todo xR por:

X —Xx X _ a—X
coshx = ete senhx = e-¢
2
luego
i(ix) —i(ix) X —x
cos(ix) = ¢ +Ze ¢ +26 = coshx
i(ix) _ a—i(ix) X _ a—X
sen(ix) = ¢ 21,6 = 2e = isenhx
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(6) Sea z = x+ iy un nimero complejo cualquiera. Usando la férmula de adicién (3)
tenemos

senz = sen(x + iy) = senx cos(iy) + cosx sen(iy) = (usando las igualdades (5))
=senx coshy+icosx senhy
cosz = cos(x+iy) = cosx cos(iy) + senx sen(iy) = (de nuevo usando (5))

= cosx coshy —isenx senhy

(7) Usando la propiedad anterior resulta

2 x cosh®y + cos? senh®y =

senz|® = sen
= sen’x(1 +senh?y) + cos® x senh?y =
= sen’x+senh’y
|cosz|* = (de forma analoga) = cos®x+ senh?y
y puesto que senh no estd acotado se sigue que el coseno y el seno tampoco lo estan.
Ahora bien si acotamos la variable y entonces senhy estd acotado y, por tanto, las
funciones seno y coseno estan acotadas en bandas horizontales de anchura acota-
da.

(8) De lasigualdades
|cosz|* = cos®x+senh’y senz|* = sen® x4 senh’y

se deduce que |cosz| =0 (equivalentemente cosz = 0) si, y s6lo si, cosx =0y senhy = 0.
Pero senhy = 0 s6lo en el caso en que y = 0. Con lo cual el coseno complejo se anula
en los puntos z = x+iy con y =0, x = /2 + kx con k € Z. El razonamiento para el
seno es analogo.

Tangente compleja

Por analogia con la tangente real definimos la funcién tangente compleja como

s€nz
tgz = —— C 24+km:keZ
8= o (zeC\{n/2+kn:keZ})

Puesto que el seno y el coseno son funciones enteras la tangente compleja es una funcién
holomorfa en su dominio de definicién C\ {z: cosz =0} =C\ {n/2+kn: keZ}.

Las propiedades de la tangente se deducen con facilidad de las propiedades del seno
y el coseno. Por ejemplo, puedes comprobar que

tgz+tgw
tg(z+w) = T—tgzigw
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1.6.5. Funciones trigonométricas inversas
Arcocoseno complejo

Dado un ntimero complejo z € C se trata de calcular los complejos w tales que cosw = z.

elW + e—lW

5 =7 <= e"4e ™_2;=0

puesto que exp(w) # 0 para cualquier w, podemos multiplicar por e™ la expresion anterior
e2iw _zzeiw +1 — O
Poniendo u = e™, la ecuacién anterior podemos escribirla u?> —2zu+ 1 = 0, cuyas raices

son
u=z+vVz2—1=z+iv/1-72

Observa que dichas raices son distintas de 0, de hecho una es inversa de la otra pues su
producto es igual a 1. Hemos obtenido que:

exp(iw) = z£iV1 —z? <= iw € Log(z+ iV 1 —7?) <= cosw =7

Naturalmente, hay infinitos valores de w que verifican la igualdad anterior. El conjunto
de todos ellos se representa por Arccosz.

1
Arccosz = —Log(z+iV1—2z%)
i

De todos ellos elegimos el que corresponde al logaritmo principal y le llamamos valor
principal de Arccosz que estd definido por:

1
arccosz = —log(z+iv'1—2z?)
l

Veamos que el arccosz extiende al arcocoseno real. En efecto, para z = x€[—1, 1] tenemos
que:

%log(ﬁiv 1—x?) = %(log‘x+i\/1 —x2 ‘ +iarg(x+iv1—-x%)) =
= l,(logl +iarg(x+iV'1 _xz)) = arg(x+ iy /1 —x2)

l
Observemos que (x, /1 —x?) es un punto de la mitad superior de la circunferencia uni-
dad y una medida del éngulo que forma el nimero complejo x +iv/ 1 —x2 con el eje real
positivo es precisamente el arco cuyo coseno es x. Ademads, para x € [—1,1] se tiene que
0 < arccosx < w. Deducimos que arg(x+iv/ 1 —x2) = arccosx.
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Teniendo en cuenta que \/1—z> = exp(4log(1 —z%)), y que el logaritmo principal es
holomorfo en C\ R, deducimos, por la regla de la cadena, que la funcién z — 1 —z2 es
holomorfa en el conjunto

Q={zeC:1-2¢ Ry} =C\(]—o00,~1]U[l,+00|)
Anélogamente log(z+iv'1 —z?) es derivable en el conjunto

le{ZEC:z+i\/1—z2¢Rg}

Como z+iv1—272 yz—iv1—z% son inversos, tenemos que

zeR™
7+iVI—722eER, = z—iV1—-72€R, = =z €]—o00,—1]
? ? V1-z2€iR

deducimos que Q; = C\| — 0o, —1] D Q. Luego el arcocoseno es holomorfo en Q. La regla
de la cadena nos permite calcular su derivada
1 + i;z
V1-22 1 Vi-z2—iz  —1

arccos 'z = — =

i rivi-2 V-2 ie-Vi-2 V12

Arcoseno complejo

Dado un ntmero complejo z queremos calcular los complejos w tales que senw = z. El
conjunto de tales ntimeros lo representaremos por Arcsenz. Aunque podemos repetir el
mismo proceso anterior, podemos aprovechar lo ya hecho y observar que

senw = COS(% 7W)

1
luego senw = z si, y s6lo si, g —we€ ~Log(z+iv/1—z%). Es decir
l

Arcsenz = g+iLog(zﬁ:i\/ 1-22)

El valor principal del arcoseno, que notaremos por arcsenz, se define eligiendo el loga-
ritmo principal:

T
arcsenz:5+ilog(z+i' 1—z?%) zeC

y es una funcién holomorfa en C\ (] — co, —1]U[1, +oo|).

Arcotangente compleja
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. senw
Dado z€ C queremos calcular los complejos w tales que z =tgw, esto es,z= —— 0, 1o
cosw

que es lo mismo, zcosw = senw. El conjunto de todos ellos lo representaremos por Arctgz.
Escribiendo la definicién de seno y coseno

2i 2
Si z = +i la ecuacion anterior no tiene solucién por lo que consideramos z # +i. Multipli-

cando por ¢ = u la expresion anterior resulta

W —1=iz® +1)=> (1 —iz) = 1+iz

. . I+iz
puesto que z # —i podemos escribir u? = 1T 5 esto es,
—iz

2iw .
= <~ we —L 7é:|:
© 1—iz Y 2i o8 <1—i2> (Z l)

Por tanto

1 I+iz .
Arctgz = 2—iLog (1 lz) (z# +i)

Definimos el valor principal de Arctgz por:

1 1+
arctgz = — log : l,Z (z # +i)
2i 1—iz

Puedes probar ahora que la funcién arctgz es holomorfaen C\ {ip : p € R, |p| > 1}

Es facil probar que la funcién arcotangente compleja, al igual que ocurre con las de-
mas funciones trigonométricas complejas, extiende a la funcién arcotangente real.

1.6.6. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Calcula el médulo y el argumento principal de los nlimeros
14+ 1—e® —gei®

donde [9| <mya > 0.

Ejercicio resuelto Calcula logzy Logz cuando z es uno de los ntimeros siguientes
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—1—i
Ejercicio resuelto Calcula log(—1—1i) —logiylog ( - l).
1

Ejercicio resuelto Calcula [(—4)7], 3", ((=i))), (1+i)'H.

Ejercicio resuelto a) Estudia, para ze C* yneN, las igualdades:

a) log(exp(z)) =z; b) exp(log(z))=z; c¢) log (é) = —log(z);

d) log(¥/z) = @; e) log(z") = nlog(z).

b) Prueba que el logaritmo principal establece una biyeccién entre los conjuntos
C\R, y Q={zeC*: —n <Im(z) < }.

Ejercicio resuelto Con una interpretacién adecuada de la suma justifica que:

Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w)  Log(zw) = Log(z) +Log(w)

Ejercicio resuelto Estudia, interpretdandolas convenientemente cuando sea necesa-
rio, las siguientes igualdades:

a) Log[a’] = bLog(a) b) logla’] = bLog(a) c) log(a®) = bloga

Ejercicio resuelto Sean a € Cy {z,} una sucesién de complejos no nulos verificando
que {|z,|} — +oo. Justifica que

{(1+§)Z"} —expla)i {m(aF 1))} —logla) (a£0)

n

Ejercicio resuelto Prueba que

> (71 n+1
log(1+72) :Z

n=1

" D(0,1
PR vz e D(0,1)

a) Deduce que para todo 6 €] — &, 7| se tiene:
* (71 n+1

® (_1\n+1
Z n) cos(nB) = log (2005 g) ; Z% sen(nd) = g

n=1

n=1

b) Cambiando z por —z, deduce que para todo 6 €]0,2xn] se tiene:

=

Zcos(ne) ~ log <2 sen9>  ~sen(nb) _n—6
5) .

n n 2
n=1 n=1
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Ejercicio resuelto Justifica que la funcién f: C — C dada por:
f(2) =2z —(1+2)log(1+2) + (1 —z)log(1 —2) (z#*1),

y f(1) =2—-2log(2) = —f(—1), es holomorfaen Q@ = C\ {xeR: |x| > 1} y, para todo

* 2n+1
z€ D(0,1), se verifica que f(z) Z Calcula, en particular, la suma de la
l’l
n=1

serie

Z 2n +

n>1
Solucion.

Teniendo en cuenta que la suma, producto y composicién de funciones holomorfas
también es una funcién holomorfa, y que la funcién logaritmo principal es holo-
morfa en C\ Ry, se sigue que f es holomorfa en el conjunto

A={zeC:1+z¢R,,1—z¢ R}
Como, evidentemente, 1+z <Ry si, ysolo si, ze Ry z <—1, es decir, z€]—,—1]; y

1—z€Ry si, ysolosi, ze Ryz>1, es decir, z€[1,+oo; resulta que 4= Q.
Como N
—=> (=" (<)
n=0
Deducimos que la funcién

5

n=0

(2] <1)

1
es holomorfa en D(0,1) y ¢/(z) = oz Como la funcién z — log(1 + z) también es
z

holomorfa en D(0, 1), tiene la misma derivada que ¢ y ¢(0) = log(1+ 0) = 0, se sigue
que ¢(z) = log(1 +z) paratodo z€ D(0,1). Hemos probado que

2 (k<)

oo =3 n+l

log(1+72) :Z

n=0 n=1

Se sigue que, para |z| < 1, es:

f(2) 2z —log(1+2z) +log(1 —z) —z(log(1 +z) +1log(l —z)) =
1

“(=1)"—1 —1) 1
n=1 n=

oo =

> 2n+1

_ =2 a1 1 2n+1 _ 1 2 n+1 _ <
N ;bﬂ-lz +;nz _Z n 2n+1)° _;n(Zn—i-l).

n=1
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Por otra parte, como la serie Z

n>1
2n+1

(2n+1)

1 S .
———— es convergente, el criterio de Weierstrass
n(2n+1)

implica que la serie Z converge uniformemente en D(0, 1) y, por tanto, la
1"

¢ - definid had ZZrH—l

i6n #:D(0,1) — C i )= —
uncion (0,1) — C definida por A(z) ;n(le_l)
para todo z € D(0,1) es h(z) = f(z), si justificamos que f es continua en D(0,1), se
deduciré que h(z) = f(z) para todo z€ D(0, 1). Ahora bien, puesto que D(0,1)\{£1} C
Q, bastard probar que f es continua en 1 y en —1. Teniendo en cuenta que

es continuaen D(0,1). Como

[1—z[[log(1 —2)| < |1 —z[ flog([1 —z[)[ +[1 —z|n

y que h’mologt: 0, se sigue que h’n} f(z)=f(1).Igualmente hm1 f(z) = f(-1).
— 7—

t>0

Finalmente:
i (=" I (@) 2i—(14d)log(1+i) 4+ (1—i)log(1—i)
“—n(2n+1 - inzln(2n+1)_ i N

2i—(1+i)(log\/§+i§)+(1—i)(logx/ﬁ—i%) _

i

2i—2ilogv2—i%
_ 22 g\/— i5 :2—log2—g.
i

©

Ejercicio resuelto Supongamos que la serie Z cpz" tiene radio de convergencia R €
n=0
R*. Sea f la funcién suma de la serie. Prueba que para cada r €]0,R| se verifica la
igualdad

21

1 2 2
E‘Oﬂ re' |dt Z|c\ "

1.6.7. Ejercicios propuestos

59. Expresalos ocho ntimeros +14i, +v/3+i enlaformare'®.

60. CalculalogzyLogz cuando z es uno de los nimeros siguientes

i, —i,e 3, 4, —5e, 1+i
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61

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Calcula log(3i) +log(—1+iv/3) y log (3i(—1 +iV/3)).
Calcula
[(71-)1‘}7 l-—31'7 [iZ/EL [l-i]7 12i’ (3—1’)1/37 ((71-)1/2)1', (1 7i)1+i

2

Indica el error en los razonamientos siguientes: (—z)> = z%; por tanto 2Log(—z) =

2Log(z) v, por consiguiente, Log(—z) = Log(z).
Explica con detalle dénde estd el error en las igualdades siguientes:

i=(=1)"2= (1) P = ()P =P =i

SeaacC*y B = arga. Prueba que Re(ze~®) > 0 para todo z€ D(a, |a|). Deduce que en
todo disco que no contiene el origen hay argumentos continuos y por tanto logarit-
mos holomorfos.

Calcula la imagen por la funcién exponencial de:

i) Una recta paralela a uno de los ejes coordenados.

ii) Una banda horizontal de anchura menor que 2.

iii) Un rectdngulo de lados paralelos a los ejes coordenados.

iv) El conjunto {z€C: |z| > r}.

;Tiene la funcién exponencial limite en infinito? Dado w€ C con |w| = 1, estudia la
existencia del limite 11’111 exp(rw).
r— o0

Sea f : C — C una funcién verificando
flz+w)=f(2)f(w), Vz,weC.

Probar que si f es derivable en un punto entonces f es entera. Encontrar todas
las funciones enteras que verifiquen la condicién anterior. Dar un ejemplo de una
funcién que verifique dicha propiedad y no sea entera.

Sea f una funcién holomorfa en un abierto Q y supongamos que f tiene argumentos
continuos en Q. Justifica que f tiene raices holomorfas en Q de cualquier orden.

Justifica que en ningtin conjunto A que contenga a una circunferencia centrada en
cero puede haber (funciones) raices cuadradas continuas.

Da condiciones necesarias y suficientes para que el conjunto [¢”] de las potencias
de base a y exponente b sea finito.

Estudia qué relacion hay entre los conjuntos [¢"/"] y [(@™)!/"], donde a € C*, m,n e
N,n>2. ;Qué puede afirmarse, en particular, cuando m y n son primos entre si?.
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73.

74.

75.

76.

77.

78.

Sean p > 0, a < B tales que pa, pB, o, B € [—n,n]. Prueba que z — zP es una biyeccién
de Q; = {zeC*:a < argz < B} sobre Q; = {z€C*: pa < argz < pB}.

Calcula las partes real e imaginaria de los ntimeros
sen(1+4), cos(1—i), tg(l+2i)

Indica los conjuntos de puntos z € C donde las funciones €%, senz, cosz, tgz, arcsenz,
arctgz toman:

a) Valores reales.

b) Valores imaginarios puros.
Calcula Arcsen(1 + i), Arctg(1 — i), arcseni, arctg2i.

Estudia la convergencia puntual de las series de funciones:

a) Zexp(—nz) b) Zser;(nnz) c) Zexp(—nzz) d) anexp(—nzz)

n=0 n=0 n=0 n=0

Describe conjuntos en los que hay convergencia uniforme.

Consideremos la funcién f definida por f(z) = log <¥) VzeC\{1,—1}. Prueba
-z

que f es holomorfaen C\ {x € R: |x| > 1} y, en particular, en D(0, 1). Prueba también
. 2n+1

que f(z) =2 E R , Vz€ D(0,1) y aplica este resultado para calcular la suma de
= 2n+1

las series

2n+1)0 2n+1)0

ZCOS( n+1) Zsen( n+1) 0<6<m)
2n+1 2n+1

n=0 n=>0
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Capitulo 2

Teoria de Cauchy Elemental

2.1. Introduccion

En este capitulo estaremos interesados en el problema de la existencia de primitivas
lo cual esté estrechamente relacionado, ver teorema 1.49, con la existencia de logaritmos
holomorfos.

El Teorema Fundamental del Célculo nos dice que toda funcién real de variable real
continua en un intervalo tiene primitivas en dicho intervalo. La situacién es muy distinta
para funciones complejas de variable compleja. Ni siquiera el hecho de que una funcién
sea holomorfa en un dominio garantiza que tenga primitivas en dicho dominio.

1
2.1 Ejemplo. La funcién f(z) = — es holomorfa en el dominio C* y no tiene primitivas en
z

dicho dominio.

En efecto, en virtud del teorema 1.49, la existencia de primitivas en C* de la funcién

f(z) = — equivale ala existencia de argumentos continuos en C* y, por la proposicién 1.52,
Z

sabemos que no hay argumentos continuos en C*.

A pesar de este resultado, en este capitulo probaremos que toda funcién holomorfa en
un disco tiene primitivas en dicho disco. Es decir, toda funcién holomorfa en un abierto
tienen localmente primitivas en dicho abierto.

Como ya debes saber, la herramienta que se usa para la construccién de primitivas
es la integraciéon. No debe extrafarte por ello que en este capitulo nuestra herramienta

81
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bésica sea la integraciéon de funciones complejas. Uno de los resultados mds importantes
que obtendremos es lallamada “f6rmula de Cauchy para una circunferencia” que permite
representar los valores que una funcién holomorfa toma en un disco por medio de una
integral en la que solamente intervienen los valores de dicha funcién en la circunferencia
frontera del disco. De dicha férmula se deduce sin dificultad uno de los resultados mas
importantes y sorprendentes de la teoria de funciones holomotrfas, el teorema de Taylor
que afirma que toda funcién holomorfa es analitica.

También obtendremos en este capitulo el teorema de Liouville estableciendo que toda
funcién entera y acotada es constante y, como consecuencia, el Teorema Fundamental
del Algebra afirmando que C es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Lo mads llamativo de todo es que estos resultados los vamos a obtener con facilidad y
con una herramienta muy elemental: la integral de Riemann de funciones continuas.

2.2. Integral de Riemann para funciones de variable real
con valores complejos

Diremos que una funcién ¢ : [a,b] — C es integrable Riemann en el intervalo [a,b], y
escribiremos ¢ € % ([a, b)), si las funciones Re(¢) y Im(@) son integrables Riemann en [a, ]
(en el sentido que conocemos, ya que son funciones reales de variable real definidas en
un intervalo) en cuyo caso definimos la integral de ¢ en [a, 5] como el nimero complejo

fb(p(t) dr = bee(p(t)dt +ifb1m(p(t)dt

Es claro que una condicidn necesaria para la integrabilidad de ¢ es la acotacion. La
integrabilidad se puede caracterizar en los siguientes términos:

2.2 Criterio de integrabilidad de Lebesgue. Sea ¢ : [a,b] — C una funcion acotada.
Entonces ¢ € R ([a,b]) si, y sélo si, ¢ es continua casi por doquier en [a,b]. En particular,
toda funcion acotada y continua salvo en un niimero finito de puntos es integrable.

En lo sucesivo la expresion “f es integrable” se entendera como “f es integrable Rie-
mann”. Indicamos a continuacién las propiedades principales de la integral de Riemann
de funciones de variable real con valores complejos. Todas ellas se deducen con facilidad
de las propiedades correspondientes de la integral de Riemann de funciones reales de
variable real que suponemos conocidas.

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



2.2 Integral de Riemann para funciones reales con valores complejos 83

Propiedades

b
1. Elconjunto R ([a,b]) es un espacio vectorial complejo y la aplicacién ¢ — f(p esuna

a
forma lineal. Ademas, el producto de funciones integrables Riemann en [a, 5] es in-

tegrable Riemann en [q, b].

2. Acotacién basica Si ¢ € R ([a,b]) se verifica que |@| € R ([a,D]) y

b

[ o(t)dr

b
< [ lo()]dr < sup{jo(r)| :a <t <b}(b—a) (2.1)

a

La segunda desigualdad es conocida. La estrategia para probar la primera parte de

esta desigualdad consiste en reducirla a la conocida desigualdad andloga para fun-
b

ciones reales. Para ello, pongamos o = j(p(t)dt. Si o = 0 no hay nada que probar.
Sea, pues, o # 0y sea f = @/|a|. Tenemos que

b

f(p(t)dt

a

b

b
= |a| =Ba=B [ e()d = [ Bo(r)di

a

Esta igualdad nos dice que la dltima integral es un niimero real positivo pues es
igual a |a, luego

b b

b b b
[Bo()dr = [Re (Bo(r))dr < [ |Re (Bo(r))| dr < [ [Bo(r)] dr = [ ()] dr

a a

3. Si{@,} es una sucesion de funciones integrables en [a,b] que converge uniforme-
b b

mente a @ en [a,b], entonces @ es integrable y lfmf(pn = f(p. En particular, si Z I

a a n>1
es una serie de funciones integrables que converge uniformemente en [a, b], enton-

ces la funcién ¢ — Z fa(2) es integrable en [a,b] ¥

n=1

b oo o b
f (an(r)> dr = ffn(t)dt
a n=1a

n=1

En efecto, que la funcién ¢ es integrable es consecuencia de que la convergencia
uniforme conservala continuidad y la acotacién. Por la desigualdad bésica, se tiene
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que

b b

f(pn(t) dr — f(p(t) dr

< (b—a)sup{|@a(t) —@(1)] - a <1< b}

a

b
[ (@u(t) —9()) s

Y, por definicién de convergencia uniforme, sup {|9,(z) —¢(#)|:a <t < b} — 0.

4. Aditividad respecto al intervalo. Sia < ¢ < by ¢ € R ([a,b]) entonces ¢ € R ([a,c]) y

o€ R([e,b]) y , ,
Jo=Jo+]o

5. Teorema fundamental del célculo. Si ¢ € R ([a,b]), entonces la funcién dada por

t

G(t) = [(s)ds (1 € [a,b])

a

es continua. Si, ademads, @ es continua, entonces G es una primitiva de ¢ en [a, b].

6. Reglade Barrow. SiF : [a,b] — C es derivable en [a,b] y F' € R ([a,b]), entonces

7. Férmula del cambio de variable Sea A : [c,d] — R una funcién estrictamente cre-
ciente con derivada continua. Supongamos que ¢ es integrable en [A(c),A(d)]. En-

tonces
Aa) d
f @(s)ds = j<p(x(z))x(t) dt
Ae) c

2.3. Curvas en el plano

Una curva en C es una aplicacién continua y: [a,b] — C. Hay que distinguir entre la
curvay suimagen (también llamada traza o soporte), que notaremos por y* =y([a,b]). Es
claro que y* es un conjunto compacto y conexo. Al punto y(a) se le llama punto inicial de
la curva yyay(b) punto final. Ambos reciben el nombre de extremos de la curva.

Se dice que v es una curva cerrada cuando sus extremos coinciden, esto es, y(a) =y(b).

Diremos que una curva es regular! sila aplicacion que la define es derivable con de-
rivada continua, esto es, es de clase C'.

1En Geometria por curva regular se entiende una curva con derivada continua cuyo vector derivada no se
anula en ningtin punto.
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2.3 Curvas regulares a trozos o caminos. Una curva y: [a,b] — C es regular a trozos, y la
llamaremos un camino, si hay una particién a =1 <t < -+ <ty <t, = b de [a,b] de
manera que Yy, , ] €S regular paral <k <n.

Operaciones con las curvas

Curva opuesta dey

Llamaremos curva opuesta de una daday: [a,b] — C, yla notaremos por —y: [a,b] — C,
ala curva definida por

(—V)(@)=y(b+a—1)

Se trata de una curva que tiene la misma traza que y pero la recorre en sentido contrario,

esto es, el punto inicial de —y es el punto final de v y viceversa.

Yuxtaposicion de curvas

Dadas dos curvas y: [a,b] - Cy o : [c,d] — C con y(b) = o(c), definimos una nueva

curva que llamaremos yuxtaposicién de v y ¢ o también suma de v y o, y la notaremos
por Y+ 6, como

v(t) a<t<b
6(c—b+t) b<t<b

: <1<
(Y+G)(t)={ e

+d—c

Geométricamente se trata de “pegar” las trazas de yy 6, de ahi que se exija que y(b) = 6(¢),
esto es, que podamos pegarlas de forma continua. Evidentemente en los puntos de unién
entre una curva y otra puede que no haya derivabilidad. Es fécil probar que (y+c6)* =
Y Uo*.

Observa que la yuxtaposicién de dos caminos también es un camino.
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Caminos mas usuales

= Segmento de origen 7 y extremo w. Es la curvay: [0, 1] — C definida por
Yt) =1 —=1t)z+tw

Notaremos a esta curva como y = [z,w|. Resaltemos que no se trata de un intervalo
en C ya que en C no hemos definido ningtin orden.

Es facil comprobar que —[z,w] = [w, ]
= Circunferencias de centro a y radio r. Es la curva y: [-n,n] — C definida por
() =a+re"

La vamos a representar por el simbolo C(a,r). No hay que confundir a la curva con
su imagen, que en este caso es una circunferencia y que notamos como C(a,r)* C C.

= Poligonal de vértices zy,z,...,z,. Esla curva

[z0,21] + [z1,22) + - + [2n—1,24]

y la representaremos por [zo,z1,..-,2,|. La poligonal es un camino, es decir, es una
curva regular a trozos.

2.4 Longitud de un camino. Si y: [¢,b] — C es un camino, entonces y’ estd definida y
es continua en [a,b] excepto en un conjunto finito de puntos de ]a,b[ en los cuales tiene
limites laterales distintos, dandole a Y’ en cada uno de esos puntos el valor del limite por
la izquierda (aunque esto es totalmente irrelevante, podemos darle cualquier valor) es
claro que Y’ es acotada en [a,b] y tiene un nimero finito de discontinuidades, luego es
integrable en [a,b]. Se define la longitud de y por

b
()= [ @) dr

2.5 Curvas equivalentes. Dos curvas y: [a,b] — Cy 6 : [¢,d] — C se dice que son equiva-
lentes cuando existe una aplicacién ¢ : [¢,d] — R cumpliendo

= ¢ C([e,d])
» ¢'(u) >0 paratodou € [c,d]
= 9(c)=a,¢(d)=b

y tal que Yo @ = 6. En tal caso se dice también que ¢ es una reparametrizacién de v.

Dos curvas equivalentes tienen la misma traza, mismo punto inicial y mismo punto
final.
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2.4. Integral curvilinea

Seay: [a,b] — Cun caminoy f:y* — C una aplicacién continua. Definimos la integral
de f a lo largo del caminoy como el nimero complejo

b
[ F@ydz = [ rly)v'(yar
Y a

Observemos que ¢ — f(y(r))y’(¢) es una funcién de variable real con valores complejos
que estd acotada y solamente puede tener un nimero finito de discontinuidades, luego
la integral de la derecha es la integral que ya hemos definido antes.

En lo que sigue notaremos C(y*) el espacio vectorial complejo de las funciones com-
plejas continuas en y*.

Propiedades

1. Siy:[a,b] = Cyo:[c,d] — C son caminos equivalentes y f € C(v*) se verifica que

[ r@dz = [ r(x)az
v c

En efecto, puesto que y* = ¢* la integral de f alo largo de ¢ esta definida. Por hip6tesis
existe una aplicacion ¢ € C!([c,d]) con derivada positiva que transforma [c,d] en [a, b]
y tal que Yo ¢ = ¢. Tenemos asi que

b
_ / _ = (P(S) o
[0 = [ronrow =, 750, |-
o' (b)
= f ('Y((P(S)))Y/((P(S))(P/(s) ds =
9~ 1(a)

2. Dados dos caminos v, 6 y una funcién compleja f continua en y* Uc* se cumple

f f(z)dz = ff(Z)dz +ff(Z)dz
. Y c
Y+o
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En efecto, por las definiciones dadas

b+d—c . .
[ r@dz= [ flrto)) o) (r)d =
Yo ¢
b+d—c

b
= [r@)Yd+ [ flolt—b+e)o'(t—b+c)dr =
a b

s=t—b+c b ) d /
o AR OO [ s(oto)oisnas =

3. f flz)dz =— f f(z)dz. Es de comprobacion inmediata.
. Y
Y

4. Acotacion basica

J F@de| < max{lf()| 2 € vy e

Y

En efecto

b
[ rr)v')a

a

jf(z) dz

Y

b
<f|f(v(f))| ly/(1)] dr <

b
<mix{|f(2)]: z€ 7"} [ Iy'(0)] dr = max{|f ()| z€ ¥ }e(W)

5. Linealidad. Se verifica que la aplicacién f+—— fv f del espacio vectorial C(y*) en C es
una forma lineal.

6. Permutacién del limite uniforme y la integral. Si {f,} es una sucesién de funciones
continuas en y* que converge uniformemente en y* a una funcion f, se verifica que f
es continuaen y*y

ll’mjfn(z) dz = ff(z) dz
Y Y

En particular

f <ifu(z)) dz = if.fn(Z) dz
n=1

Y n=1vYy

siempre que la serie converja uniformemente en y*.
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Esto es consecuencia inmediata de la desigualdad

[ a2 = £2)) a2

Y

[ ful@)dz = [ f(z)dz <mix{| fu(2) = F(2)|: z€ Y1)
b Y

El célculo de una integral curvilinea es inmediato si se conoce una primitiva de la
funcién que integramos.

2.6 Regla de Barrow para integrales curvilineas. Sea Q C C un abierto, f una funcién
continua en Q y supongamos que hay una funcion F € H(Q) tal que F'(z) = f(z) para
todoz € Q. Sea y: [a,b] — C un camino cualquiera en Q (esto es, Y* C Q), entonces

[ £@)dz = F(v(8)) = F (v(a))
Y

Demostraciéon. Supongamos en primer lugar que y es un camino regular, es decir, y tiene
derivada continua en [a,b]. En tal caso la funcién A(¢) = (F o)(¢) es derivable en [a,b] con

W) =F'(y()v'(e) = fF(y0O))y'(t)  (t€la,b])

Por lo que

Supongamos ahora que 7y es regular a trozos. Entonces existe una particiéon del intervalo
[a,b],a=1y <t <-- <ty <1, =b de forma que y; = Yl
C'. Teniendo en cuenta lo antes visto resulta que

n_1,,] €8 una aplicacion de clase

jf(z)dz = zn:ff(z) dz = Zn: (F (v(t)) = F (v(te-1)) ) =

k=17 k=1
n

=Y (F(y(w) = F (v(11))) = F (v(b)) = F (¥(a))

k=1

como pretendiamos demostrar.
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2.4.1. Existencia de primitivas

De la regla de Barrow se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

2.7 Condicién necesaria para la existencia de primitivas. Si una funcién continua f
en un abierto Q admite una primitiva en Q, entonces la integral curvilinea de f es la
misma para todos los caminos en Q que tienen los mismos puntos inicial y final. En
particular, para todo camino cerradoy en Q se verifica que fy Fw)dw=0.

2.8 Proposicion. La funcién suma de una serie de potencias no trivial tiene primitivas
en el dominio de convergencia de la serie. En consecuencia, una funcién analitica en un
abierto tiene localmente primitivas.

Demostracién. Supongamos que ), -,c,(z —a)" es una serie de potencias no trivial. Sea

Q su dominio de convergencia y para z € Q sea ¢(z) = E cn(z—a)" la funcién suma.
n=0

C . .z s
"_(;—a)""! tiene también como dominio de

Se deduce del lema 1.40 que la serie Z
n=0
convergencia Q. El teorema de derivacion de series de potencias nos dice que la funcién

F(z)=> nf: 1 (z—a)"*! es una primitiva de ¢ en Q.

n+1

Volviendo al ejemplo del principio del capitulo, sea f(z) = ! para z € C*. Tenemos que
Z

T
j f(z)dz = j %ie” dr =2mi #0
-

c(0,1)

luego f no tiene primitiva en C* (cosa que ya sabiamos). Pero vimos en el Capitulo I que f
es analitica en C* con lo cual f tiene primitivas localmente. Esto pone de manifiesto que
el problema de existencia de primitivas es un problema global no local.

El anterior corolario nos dio una condicidn necesaria para la existencia de primitiva
de una funcién. Esta condicién es también suficiente. El siguiente lema es de interés.
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2.9 Lema. Dos puntos cualesquiera de un dominio se pueden unir mediante una poli-
gonal contenida en el dominio.

Demostracion. Sea Q un dominio. Fijemos un punto a € Q y sea W el conjunto de los
puntos z € Q que pueden unirse con a por medio de una poligonal en Q. Evidentemente,
aceW.SibeW yD(b,r) C Q,esclaro que D(b,r) C W; puessizeD(b,r) podemos afiadir a una
poligonal en Q que une a con b el segmento [b,z] (Que estd contenido en el disco D(b,r) y,
por tanto, en Q) y obtenemos asi una poligonal en Q que une «a con z. Esto prueba que W
es abierto. Veamos que también es cerrado relativo a Q. Sea cce WNQ. Como c€Q tiene que
haber un p > 0 tal que D(c,p) C Q. Como c€W tiene que haber un punto zo€D(c,p/2)NW.
Entonces tenemos que D(z9,p/2) C D(c,p) luego D(z0,p/2) C Q 'y, por lo antes visto, se
sigue que D(zp,p/2) C Wy, como c € D(z9,p/2), concluimos que c € W lo que prueba que
W =W nNQ, es decir, W es cerrado relativo a Q. Por conexion concluimos que W = Q.

2.10 Caracterizacion de existencia de primitivas. Sea f una funcion continua en un
abierto Q. Se verifica que f tiene primitivas en Q si, y s6lo si, la integral de f sobre todo
camino cerrado en Q es nula.

Demostracion. Basta ver la condicién suficiente. Supongamos que la integral de f sobre
todo camino cerrado en Q es nula. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que Q
es un dominio.

Fijamos un punto z € Q. Dado z € Q, sea v, cualquier camino en € cuyo punto inicial
sea zo y cuyo punto final sea z (dicho camino existe en virtud del lema anterior).

Definimos F(z) = f f(w)dw. Veamos que estd bien definida, esto es, no depende del

Yz
camino v,. Sea ¢, otro camino en Q con punto inicial z¢ y punto final z. Consideremos

I =7.+(—0.) =v. — .. " asi definido es un camino cerrado en Q. La hipétesis afirma que
0= ff(w)dw = ff(w)dw + f Sw)dw = ff(w)dw - jf(w)dw
r Yz . Yz Gz
.

con lo cual f Sw)dw = f f(w)dw y F estd bien definida.
Yz O
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Seaa € Q. Dado € > 0, por continuidad de f existe 6 > 0 de forma que D(a,8) C Qy para
w € D(a,d) se cumple que |f(w) — f(a)| < &.

Paraz e D(a,8)\ {a} tenemos que [a,z]* C D(a,8)y I =7, +[z,a] -7, es un camino cerra-
do en Q por lo que I f(w)dw =0, de donde se deduce que
r

ff(w)dw—ff(w)dw = j f(w)dw
Y. Ya [

a,z]

Asi, paraz € D(a,d) \ {a} tenemos que

Jromdw = [ 0wy dw — fla)(z —a)
Yz Ya

Z—a Z—a
[ fwyaw—f@@-a) [ fonydw— [ fl@dw [ (F(w) = f(a))dw
[a,2] _lad] [a,Z] _lad]
o Z—a - Z—a o Z—a

Y como [a,z]* C D(a,8) deducimos que

o |z —al <méx{|f(w) — f(a)|: w € [a,2]"} < ¢

F(z) —F(a)
T_f(a)

a

De lo anterior se sigue que F es derivable en a y F'(a) = f(a), esto es, F es una primitiva

de fen Q.

2.4.2. FEjercicios resueltos

1
Ejercicio resuelto Calcula j —=dz.
c(o,1) &

Ejercicio resuelto Calcula f logz dz.
c(0.1)

Ejercicio resuelto Dado aeC, calcula f z%logz dz.
c(0,1)
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Ejercicio resuelto@ Calcula j P(z)dz donde P(z) es una funcién polinémica no

C(a,R)
constante.

Ejercicio resuelto Sea A, ={z€C:0<|z—a|<ra<arg(z—a) <P} (<o <P<Ln).
Supongamos que f es continua en A, y que lim(z—a)f(z) = L € C. Pongamos para
€A,
a<t<B, v, (t) =a+re’’. Prueba que

lim Yj f(z) dz = i(B— o)L

Ejercicio resuelto Sea f continua en el semiplano superior y tal que ZILTEL f(z)=0.
Imz>0
Prueba que si A > 0y I'r es la semicircunferencia de centro 0 y radio R contenida en

el semiplano superior, entonces
lim [e™f(z)dz =0

R— o0
I

Ejercicio resuelto Sean a € C y g una funcién continuaen {z€ C:r < |z—a| <R},
donde 0 < r < R.Sea {r,} — Rconr < r, <R.Prueba que

lim g(z)dz = f g(z) dz.

n—oo

C(a,rn) C(a,R)

Ejercicio resuelto Integrando la funcién #: C — C dada por:

et —1 N .
h(z) = Z vz e C*, h(0) =i

alo largo del camino formado por la yuxtaposicién del segmento [—r, 7] y de la semi-
circunferencia v, de centro 0 y radio r contenida en el semiplano superior, deduce
que para todo r > 0 se verifica que:

r

senx
[
X

T
< =
r

—r

2.4.3. Ejercicios propuestos
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79. Calcula IZ dz siendo y: [0,2] — C el camino dado por:
Y

a)y(t)=r*+it; b)y(t)=2u+it; c y(t):{

80. Calcula jRe(z) dz siendo v: [0,1] — C el camino dado por:
Y

a)y(t)=t+it; b)y(r)=exp(2mir)

81. Calcula fzzdz siendoy=[i,1+1i,3+3i].
Y

82. Calcula f|z |zdz siendo y el camino formado por la mitad superior de la circunfe-

Y
rencia unidad y el segmento [—1,1].

83. Sea y: [a,b] — C un camino y y el camino conjugado de y. Prueba que:

[f@a = [F@da (recwr)
v Y

Deduce que si f es continua en la circunferencia unidad, se verifica que

VN —d
Jroe=-[To3
(0,1) €(0,1)

84. Sean Q C C abierto, f € () y yun camino cerrado en Q. Prueba que j f(2)f'(z)dz

v
es un nimero imaginario puro.

j log(1+72)
z

85. Prueba que para 0 < r < 1, se tiene que dz = 0. Deduce que

C(0,r)

2n
flog(1 +12 4+ 2rcos®)dd =0
0

86. Sea f holomorfa en un abierto Q@ C Cyverificando que |f(z) — 1| <1 Vz € Q.]Justifica

!/
que jf () dz =0 para todo camino cerrado yen Q.

4 /(@)
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1
87. Sean Q=C\{i,—i} v f(z) = ——, Vz € Q.Justifica que f no admite una primitiva

1422’
en Q.

88. Sea f una funcién compleja continua definida en un abierto Q. Pongamos u = Re f
yv=Im f. Supongamos que u y v son diferenciables en un punto (a,b) € Q. Justifica

1
que f es derivable en zo = a+ib si, y sélo si, [l)f_r% TE_p2 j f(z)dz =0.

C(207p)

2.4.4. Version elemental del teorema de Cauchy

La utilidad del teorema anterior para probar la existencia de primitivas es dudosa
puesto que para justificar que una funcién tiene primitivas en un cierto dominio Q se-
ria necesario comprobar que su integral a lo largo de fodo camino cerrado en Q es cero,
lo que no parece nada facil en la practica. Afortunadamente hay teoremas que garantizan
que bajo ciertas condiciones la integral de una funcién a lo largo de cualquier camino
cerrado es nula. Estos teoremas reciben el nombre de teoremas de Cauchy. En ellos se
considera un abierto Q y un camino cerrado y en Q. Se suponen hipétesis adicionales
sobre Q o sobre y para concluir que f f(w)dw = 0 para toda funcién f € H(Q).

Y

Entonces

2.11 Teorema de Cauchy-Goursat (1904). Sea f una funcion holomorfa en un abierto
Q C CyseaA(a,b,c) un tridngulo de vértices a, b, c contenido en Q, esto es,

Ala,b,c) ={ua+Ab+yc:u+A+y=1: yu,A,y>20} CQ

Demostracion. La demostracién que sigue fue dada por Pringsheim en 1934.

Llamemos y= [a,b,c,a], A= Aa,b,c) e I = jf(w) dw. El objetivo es probar que I = 0. Para

¥
esto consideremos los puntos medios de los lados

J = b+c b a+c o a-+b

2 2 2
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Podemos escribir / en la forma

Izjf(w)dw: jf(w)dw—&— ff(w)dw—l— Jf(w)dw—i— f Flw)dw
Y

la,c’ b’ d] [c\b,a’c"] la\e,b’a’] [b\c’ab"]

Esta igualdad es cierta ya que hay caminos (los interiores al tridngulo) que estan recorri-
dos en direcciones opuestas luego las respectivas integrales se anulan (ver figura 2.1).

Figura 2.1: Esquema del camino de integracion

Sillamamos Ji,J2,J3,J4 @ estas cuatro integrales, I; a la integral de mayor médulo de entre
ellasyy, = [a1,b1,c¢1,a1] al camino de I; tenemos

] <4|h]

Repitiendo el mismo argumento para el tridngulo A; = A(ay,b1,c;) obtenemos una suce-
siones de tridngulos A, = A(ay, by, c,) y poligonales v, = [an, by, cp,a,] con la propiedad de
que An C Anfl y

1 1
didmetro(A,) = Ediémetro(An_l) = 2—ndiémetro(A)

1 1
L0m) = 5L0h-1) = 5,€07)
1] < 4|1

Sea o € (),_; A, (existe puesto que estamos considerando la interseccién de una su-
cesion decreciente de cerrados no vacios en un espacio métrico completo). Claramente,
o€ A(a,b,c) C Q. Pongamos p(z) = f(a) + f'(a)(z — o) que es una funcién polinémica y
por tanto tiene primitiva; luego jp(z) dz = 0. Podemos escribir por tanto

Y

I= [ f@)dz = [(f(2) = (@)~ /(o) (z — @) dz
Yn

Tn
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Dado € > 0, por la derivabilidad de f(z) en o existe 8 > 0 de forma que D(c.,8) C Qy
para z € D(a,d) se cumple que

f(2) = (o) = (o) (z— o) < gz —af
Si didmetro(A,) < & entonces A, C D(a.,d). Tenemos por tanto

] < 4" |1, < 4" €(y,) max{| f(z) — f(a) + f'(a)(z— )| : z €7, } <
4" 0(y)emax{|z—al:ze vy, } <
4

"el(y,)didmetro(A,) =

NN N

L1 1, B
=4"¢ > 2(y) > didmetro(A) =
= e/(y) didmetro(A)

de donde se deduce que |/| = 0 sin més que hacer tender € a cero. Por tanto / = 0 como
querfamos probar.

Un abierto Q es un dominio estrellado respecto de un punto zo € Q si el segmento que
une z( con cualquier otro punto de Q se queda dentro de Q, esto es, [z¢,z]* C Q para todo
z € Q. Por ejemplo un disco es un dominio estrellado respecto cualquiera de sus puntos.

Por supuesto, cualquier conjunto convexo es un dominio estrellado respecto de cual-
quiera de sus puntos, pero hay dominios estrellados que no son convexos (por ejemplo el
poligono que se muestra en la figura 2.2).

2.12 Teorema de Cauchy para dominios estrellados. Toda funcién holomorfa en un
dominio estrellado tiene primitivas en dicho dominio.

Demostracién. Sea f € #(Q) con Q un dominio estrellado respecto de zo. Buscamos una
primitiva de f y la forma mads intuitiva de definirla es

F)= [ flw)dw
]

[z0.z

Vamos a probar que F asi definida es ciertamente una primitiva de f en Q. Puesto que
Q es un dominio estrellado en z( la funcién F esta bien definida. Seaa € Q y p > 0 tal
que D(a,p) C Q. Tomemos un punto z € D(a,p). Como todos los puntos del segmento [a, 7]
estdn contenidos en Q el segmento que une z( con cualquiera de estos puntos también
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%

20

Figura 2.2: Dominio estrellado

estard contenido en Q por ser este estrellado. Por tanto el tridngulo A(zy,q,z) esta total-
mente contenido en Q (ver figura 2.2).

Ahora el teorema de Cauchy-Goursat afirma que

f f(w)dw =0
]

[z0,2,4,20

Esta integral podemos escribirla como

[ fovydw+ [ foydw+ [ flw)dw =0

[z0.2] [z.4] [a.zo]
esto es

F(z)—F(a) = J‘f(w)dwf f Fw)dw = ff(w)dw
] [z0.4] [

[z0:2 20,4 a.z]

A partir de esta dltima igualdad, siguiendo el mismo razonamiento que utilizamos en
la demostraciéon de la caracterizacion de existencia de primitivas (ver teorema 2.10), se
prueba que F es derivable en a y F'(a) = f(a) lo que concluye la demostracién.

El teorema de Cauchy-Goursat y el teorema de Cauchy para dominios estrellados per-
manecen vélidos si suponemos que f es continua en Q y es derivable en Q salvo en algin
punto a de Q. Aunque este resultado pueda parecer una generalizacién de estos dos teo-
remas en realidad no es asi, pues mds adelante probaremos que si f es continua en Q y
holomorfa en Q\ {a} entonces f también es derivable en o.

2.13 Teorema. Sea Q un abierto, € Q y f una funcion continua en Q y holomorfa en
Q\{a}. SeaA(a,b,c) un tridngulo contenido en Q, entonces j fw)ydw =0.

[a,byc.d]
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Demostracion.

Caso 1. a. & A(a,b,c). En tal caso A(a,b,c) C Q\ {a} y se aplica el teorema de Cauchy—
Goursat a la funcién f en el abierto Q\ {a}.

Caso 2. El punto o es un vértice del tridngulo. Por comodidad supondremos que o = a.
Tomamos los puntos ¢y = (1 —p)a+ pb, by = (1 —p)a+ pc parap €]0, 1. En este caso

[ ryaw="[ fowmaw+ [ fodw+ [ fovyaw= | f

la,b,c,d) [a,cptbp,a] [epsb,c,cp] [e,bp,cp,c] la,cp,bp,a

ya que las dos ultimas integrales son nulas por el caso 1. Tomando médulos y acotando
tenemos

j Fw)dw| = j flw <Kp(la—bl+|b—c|+]|c—al)

[a.b,c,a] la,cp,bp.a]

donde K = méax{|f(z)| : z € A(a,b,c)}. Esta acotacion es valida para todo p luego haciendo
p — 0 obtenemos el resultado.

Caso 3. o estd en un lado del tridngulo. Por comodidad supongamos que se encuentra
en el lado de extremos a y b. Consideramos los tridngulos A(a, b,¢) y A(a, ¢,a), ambos se
encuentran en el caso 2 luego la integral sobre su frontera es nula y, por tanto, la integral
en la frontera del tridngulo A(a, b, c) es también nula.

Caso 4. o estd en el interior del tridngulo. Unimos o con alguno de los vértices y obtene-

mos dos tridngulos que estadn en el caso 3.
C C c
b /5 @ D
4 s o
a= c b a b a b
Figura 2.3: Caso 2 Figura 2.4: Caso 3 Figura 2.5: Caso 4

Puesto que el teorema de Cauchy-Goursat es cierto suprimiendo la derivabilidad de
f enun punto o y el teorema de Cauchy para dominios estrellados se deduce de aquél,
podemos enunciar también la siguiente versién del teorema de Cauchy para dominios
estrellados.
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2.14 Teorema. Sea Q un dominio estrellado, a. un punto de Q y f una funcion continua
en Q y holomorfa en Q\ {o.}. Entonces f tiene primitivas en Q.

2.15 Lema. Se verifica que

1 _
@ | ——dw =0 siz¢D(a.p).
C(a,p)

0) j 1 4w =2mi sizeD(a,p).
cap) " ©

Demostracién. Para el apartado (a) consideremos un semiplano abierto H que contiene

a D(a,p) y no contiene al punto z. La funcién w — es holomorfa en H y ademds H

es un dominio estrellado. El teorema de Cauchy para dominios estrellados afirma que
la aplicacion tiene primitivas en H; luego su integral a lo largo de un camino cerrado
contenido en H, como es la circunferencia C(«a,p), es nula.

(b) Escribimos
1 1 1 1 . |z—al
— = = | si <1l|=
w—z w—a—(z—a) w—a,_ 274 [w—al
w—a
I =(z-a)" <= (z—a)
= = -~ T 2.2
W—az<w—a) (w—a)rt! (22)
n=0 n=0

Fijamos un punto z € D(a,p) y tomamos w € C(a,p)* arbitrario. Se cumple por tanto

lz—al |z—d]
lw—al p

g—a" 1 (Iz—a|>" —u
lw—al""" P p "
y Zoc,, converge por ser una serie geométrica de razén |z —a| /p < 1, deducimos, por el

n=>0
criterio de Weierstrass, que la serie 2.2 converge uniformemente en C(a,p)*. Podemos

<1

Puesto que
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permutar por tanto la integral y la suma de la serie con lo que obtenemos

oo

J Wizdw:Z(z—a)” f de

C(a,p) n=0 C(a,p)

L 1 . o
La funciéon w — -——— es holomorfa en C\ {a} y tiene primitiva (w—a)~**! para

(w—a) —k+1
1
cualquier k € Z con k # 1. Luego la integral f waf dw =0 parak > 1. Con lo cual
w—a
C(a,p)
1 - 0 1 B 1 _
f w—de = Z(Z—a) f oyt dw = f w—adW =
Clap) n=0 Clap) Clap)
r 1
= j ———pie'’ dr =2mi
a+pe'’—a
—T
como queriamos probar.

2.4.5. Analiticidad de las funciones holomorfas

El siguiente resultado es la clave para probar que todo funcién holomorfa es analitica.

2.16 Férmula de Cauchy para una circunferencia. Sea f una funcion holomorfa en
un abierto Q y supongamos que el disco cerrado D(a,R) estd contenido en Q. Entonces
se verifica que

Ldw  (z€D(a,R))

Antes de ver la demostracién observemos que esta es una “férmula de representacién”
pues representa los valores de una funcién holomorfa f en todo un disco mediante una
integral que depende tinicamente de los valores de la funcién en la frontera de ese disco.
Destaquemos ademds que el radio R que tomamos es cualquiera que cumpla la condicién
D(a,R) C Q, esto es, la formula no depende de la circunferencia que tomemos.

Demostracién. Como D(a,R) C Q, podemos tomar p > R tal que D(a,p) C Q. Seaz € D(a,R)
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fijo en lo que sigue. Definimos la funcién g : D(a,p) — C por

g(w) = f(wvi:f(z) w#z
8(2)=f"(z)

Claramente g es continua en D(a,p) ya que f es derivable en z. Ademas g es derivable
en todo el disco D(a,p) salvo quizé en el punto z. Podemos, pues, aplicar a g en el do-
minio D(a,p) la versién generalizada del teorema de Cauchy para dominios estrellados,
teorema 2.14, con lo que obtenemos que g tiene primitiva en D(a,p) y, en particular,

f g(w)dw = 0. Teniendo en cuenta el lema anterior, deducimos que para z€ D(a,R) es
C(a,R)

) _
ar) VTR car ¢ C(a,R)

o= [ fW=F@,, _ f de—f(z) f 1w =
e

= | FO) G — f(yomi
w—2z
C(a,R)

y despejando f(z) en esta igualdad obtenemos la formula de Cauchy.

Observacion

Observa que si z ¢ D(a,R) entonces podemos tomar p > R tal que D(0,p) C Qy ademas
fw)
w—z
dominios estrellados implica que

z ¢ D(0,p). La funcién w — es holomorfa en D(0,p) y el teorema de Cauchy para
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2.17 Teorema de Taylor. Sea Q un abierto enC, f una funcion holomorfaenQ y a un
punto de Q. Sea

pa = dist(a,C\ Q) =inf{|z—a| : z€C\ Q} (pg =400 5iQ=C)

Para0 < R < p, definamos

_ ! f(w)
Cn_z_’"qu gt (1ENU{0}) 2.3)

Entonces para todo z € D(a,p,) Se verifica que
flz)= ch(z—a)" (2.4)

En consecuencia la funcién f es analiticaen Q y

C(a,R)

donde la integral no depende de R.

Demostracion. Es suficiente probar que se verifica la igualdad (2.4) con los coeficientes
¢, dados por (2.3) en cualquier disco D(a,R) C Q con 0 < R < p,. Sea, pues, 0 < R < p, con
lo que D(a,R) C Q. En virtud de la férmula de Cauchy para una circunferencia tenemos
que

1
f(z):% j v{}(—ividw z€ D(a,R)
C(a,R)

Tomamos z € D(a,R), fijo en lo que sigue, y escribimos

A L

w—z w—a—(z—a) w—a_ w—dl
Slw - —al' e fw ;
w(_ig(h) ’;#(20) 2.6)

Sea K = max{|f(w)| : weC(a,R)*}. Tenemos que

LSl

|W _ a|n+1

K _ n
|za|"<E<|ZRa|) =a, paratodow € C(a,R)*
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al

n
. Z— . s
Como la serie Z <T) es convergente puesto que se trata de una serie geométrica
n=>0
de raz6n menor que 1, el criterio de Weierstrass afirma que la serie 2.6 converge unifor-

memente en C(a,R)*, luego podemos permutar la suma con la integral obteniendo

IR IO D =S 0
10 =55 w—zdw—ﬁc(f (ZW(Z“”)‘M‘

C(a,R) a,R) \n=0

lo que concluye la demostracién ya que z era un punto fijo pero arbitrario en D(a,R).

Observa que el teorema anterior nos dice que la serie de Taylor de f converge por lo
menos en el disco mds grande centrado en a y contenido en Q y que su suma en dicho
disco es f. Por tanto, el radio de convergencia, R, de la serie de Taylor de f en a es mayor
o igual que p, (R = +o0 si p, = +00), pero puede ocurrir que R > p,.

2.18 Corolario. Sea f una funcion entera. Entonces la serie de Taylor de f centrada en
cualquier punto converge en todo C y su suma es igual a f.

El teorema de Taylor pone de manifiesto la gran diferencia que hay entre la deriva-
bilidad en el campo real y en el campo complejo. En el campo real podemos tener una
funcién que sea continua pero no derivable; continua y derivable pero sin derivada con-
tinua; de clase ! pero no dos veces derivable, etc. Esto es, con notacién que se explica
por si sola

CH 2D 2 () 2D 2C3(1) 2 2 C7(1) 2 FA()
En variable compleja esta cadena de conjuntos se reduce a dos C(Q) y H(Q) = FA(Q).

En particular, este resultado nos dice que si una funcién f tiene primitiva entonces
dicha funcién f es holomorfa puesto que es la derivada de una funcién holomorfa. Por
tanto, para que una funcién compleja tenga primitiva debemos exigir que sea holomorfa,
no s6lo continua como ocurria en el caso real, aunque por supuesto esta condicién no
garantiza que la funcién tenga primitiva.

El siguiente resultado es un reciproco del teorema de Cauchy-Goursat para un tridn-
gulo.

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



2.4.6 Ejercicios resueltos 105

2.19 Teorema de Morera. Sea Q un abierto y f una funcion compleja continua en Q.
Equivalen:

(a) f es holomorfa en Q.

(b) j f(w)dw = 0 siempre que el tridngulo A(a, b, c) esté contenido en Q.

la,b,c,d]

Demostracién. La implicacién (a) = (b) es el teorema de Cauchy-Goursat. Veamos en-
tonces que (b) = (a).

Seazp € QyR >0 tal que D(zo,R) C Q. El disco es un dominio estrellado y ademads la
integral sobre cualquier tridngulo contenido en él es cero. Esto nos permite construir una
primitiva

F(z) = j fw)dw  paraze D(zo,R)
[z0.7]

20,2

F esuna primitiva de f en D(z¢,R), es decir, F'(z) = f(z) paratodo z € D(zo,R) (la prueba de
esto es idéntica a la demostracion de la existencia de primitivas en dominios estrellados,
ver teorema 2.12). Luego f es en el disco D(z¢, R) la derivada de una funcién holomorfay,
por tanto, es ella misma holomorfa en dicho disco; en particular, f es derivable en z¢. De
la arbitrariedad de zo obtenemos que f es holomorfa en Q.

2.4.6. Ejercicios resueltos

z+1

Ejercicio resuelto Calcula la integral f )
z(z

C(0,r)

dz donde r > 0, r £ 2.

Z
Ejercicio resuelto Calcula f i e“cosz

+2%)senz
C(2+i,V2)

Ejercicio resuelto Dado a€C, |a| # 1, calcula la integralC(Ofl) @ 1)20_52 @51 dz.

Ejercicio resuelto Calcula las integrales:
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eZ
a | e (@>0)
C(0,2a)
2n

b) [logla+re|d 0<r<ld
0

Ejercicio resuelto Sea f una funcién holomorfa en un disco de centro cero y radio
R > 1. Calcula

1 f(w)

(0,1)

Ejercicio resuelto Desarrollo limitado de Taylor. Sea f una funcién holomorfa en
un abierto que contenga a D(a,r). Prueba que para todo z€ D(a,r) y todo n€N es:

n (k) a —g)"t! w
f2) = Zf k!( )(Z_a)k+ < 21t)i j (W—Z)Jz(wza)'”rl dW
k=0 C(a,r)

Ejercicio resuelto Serie binomial de Newton. Sea a € C*. Justifica que

(l—i—z)“:1+§:a(a_l)"l'1'(a_n+l)z" (]2l < 1)
n=1 ’

Ejercicio resuelto Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado en el origen
de la funcién f, y calcular el radio de convergencia de la serie resultante en cada
uno de los siguientes casos:

a) f(z) =log(z*> —3z+2).
b) f(z) = arcsenz.
©) f(z) =log(1+1+22).

Ejercicio resuelto Sean a,b € C, a # b. Definamos f(z) = log <%) para todo z €
—
C\{a,b}.

a) Justifica que f es una funcién holomorfa en Q = C\[a,]*.

b) Justifica que para todo camino cerrado yen Q se verifica que
1 1
jz_adz —fz—_bdz
Y Y

¢) Sia =1i,b =1, calcula la serie de Taylor de f en z = 0. Calcula el radio de conver-
gencia de dicha serie e indica donde su suma es igual a f.
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Ejercicio resuelto Sea f una funcién holomorfa en un abierto Q. Dado a€Q, justifica
que hay un disco D(a,p) C Q tal que

2n+

hoi _ 1
f(2) Zf(a)‘FZ%f(ZH])(HTa) para todo z€D(a,p)
n=0 :

Ejercicio resuelto Integrales tipo Cauchy. Sea y un caminoen Cy ¢ : y* — C una
funcién continua. Prueba que la funcién f: C\y* — C definida por:

_ (9)
fl2) = JW—ZdW gquad(z€ C\Y")
es analitica y sus derivadas vienen dadas por:

dw  (zeC\y",keN).

) _ et
(

k! w—z)ktl
Y

2.4.7. Ejercicios propuestos

d .
89. Calcula IH—ZZ , donde 7(t) = cost + 5 sent, Vi € [T, 7.
z
Y

dz

90. Sea y=C(a,r) y b,c € C\ y*. Calcula todos los posibles valores de IW
z—b)(z—c

Y
dependiendo de la posicién relativa de los puntos b y ¢ respecto de .

91. Calculala integral f C;)j_z dz, para’y=C(0,2), y=C(0,1/2), y=C(i/2,1).
2+z
Y

92. Sean f una funcién entera, a,b € C con a # by R > mdx{|al,|b|}. Prueba que

[ /0 ()
COR) (z—a)(z—b) —a
Deduce que toda funcién entera y acotada es constante.

93. Paratodo z€C, z # —i, definamos f(z) = log(i+z) (logaritmo principal).
a) Justifica que f es discontinua en los puntos de la forma p — i, con p < 0, y holo-
morfaenQ=C\{p—i:p <0}

b) Halla la serie de Taylor de f centrada en zo = —1 +i. Sea ¢ la funcién suma de
dicha serie definida, naturalmente, en su disco de convergencia. Indica para qué
valores de z€ Q se verifica que f(z) = ¢(z).
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94.

95.

96.

97.

98.

99.

Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado en el origen de la funcién f, y
calcular el radio de convergencia de la serie resultante en cada uno de los siguientes
casos:

Z2

a) f(Z)_ Z+1)2‘

b) f(z) = cos’(z)
¢) f(z) =arctgz.

Sea a.e C*. Justifica que hay una tinica funcién f holomorfa en D(0, 1) tal que

1
'@ +af(z)=-—,  (z€D(0,1))
I+z
Justifica que hay una tnica funcién fe€ #H(D(0,1)) tal que exp(—zf'(z)) = 1 —z para
todo zeD(0,1),y f(0) = 0. Calcula la serie de Taylor de f centrada en 0.

Prueba que los coeficientes ¢, de la serie de Taylor de f(z) = centrada en

1—z—22
z = 0 satisfacen las igualdades: co = c; = 1, ¢y+2 = ¢u+1 + ¢, para todo n > 0. Calcula
dichos coeficientes de forma explicita descomponiendo la fraccién dada en fraccio-

nes simples. Calcula el radio de convergencia de la serie Z cpz". Lasucesion {c,} se
n=0
llama sucesi6én de Fibonacci.

En cada uno de los siguientes casos, determinar si hay una funcién f € #(Q) tal
que para todo n €N se tenga que f () (0) = ay. En caso afirmativo, encontrar todas
las funciones f que verifiquen las condiciones pedidas.

a) Q=C a,=n

b) Q=C a,=(n+1)!

c) Q=D(0,1) a,=2"n!

d Q=D0,1) a,=n"

Considera las funciones complejas dadas para todo ze C\ {—i,i} por:

f(z) =log (%) ; 8(z) =log(z—i) —log(z+1i)

a) Estudia dénde son holomorfas las funciones fy g.
b) ;Dénde coinciden fy g?
c) Calcula el desarrollo de Taylor de g centrado en z = 1.

it (10" = (1 =0)"

d) Justifica que la serie » (1) —

n=1

converge (absolutamente) y

calcula su suma.
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2 2
100. Definimos F(z) =¢* j e " dw paratodo zeC. Prueba que F es una funcién entera

[0.2]
y que F'(z) = 1+ 2zF(z) paratodo zeC.

101. Paraz# —1sea f(z) = é(ez——> y f(0) =0.

a) Justifica que f es holomorfa en el abierto C\ {—1}.

b) Integra dicha funcién a lo largo de la frontera de la parte del disco D(0,R) que
queda en el primer cuadrante para calcular el valor de la integral

o

senx
[ren g
X

102. Sea f una funcioén holomorfa en un abierto Q, y supongamos que D(a,R) C Q. Prue-
ba que

f@=— [ enaey)
D(a,R)

2.5. Desigualdades de Cauchy. Teoremas de Liouville y de
Morera

2.20 Desigualdades de Cauchy. Sea Q C C un abierto, f una funcién holomorfa en Q,
a un punto cualquiera deQ y R > 0 tal que D(a,R) C Q. Entonces para todo ke NU {0} se
verifica que

donde M(R) = max{|f(w)|: we C(a,R)*}.

Demostraciéon. Sabemos que
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para a € Q siempre que D(a,R) C Q. Pues bien, tomando médulos y usando la acotacién
basica para integrales obtenemos

fw)

‘we C(a,R)*}ZnR: %méx{|f(w)| wecaRr) =2

Es interesante comparar este resultado con el teorema del valor medio para funciones
reales. El teorema del valor medio nos dice que conociendo una cota, M, de la derivada
de una funcién 2 podemos acotar el incremento de la funcién, esto es,

[h(x) = h(y)| < M |x—y|

En el caso complejo, las desigualdades de Cauchy nos dicen que conociendo una cota de
la funcién podemos acotar a sus derivadas. Veremos pronto que estas desigualdades son
las principales responsables de que la convergencia uniforme de sucesiones de funciones
holomorfas implique que la sucesion de sus derivadas también converja uniformemente.

A partir de las desigualdades de Cauchy es fécil probar el siguiente resultado conocido
como teorema de Liouville, aunque fue Cauchy el primero en establecerlo

2.21 Teorema de Liouville. Toda funcion entera y acotada es constante.

Demostracion. Sea f una funcién entera acotada. Entonces existe una constante positiva
M de forma que |f(z)| < M para todo namero complejo z € C. El teorema de Taylor afirma
que la serie de Taylor de f converge a f en todo C.

n:

2. fn)
flz) = Z f ‘(0) 7" paratodoz e C
n=0

Puesto que para todo R > 0 el disco D(0,R) esta contenido en C, las desigualdades de
Cauchy para a = 0 con R > 0 arbitrario nos dicen que

n! R gﬁ

Tomando limite ahora cuando R — +oo obtenemos f")(0) = 0 para cualquier n > 1. Con
lo cual la serie de Taylor de f centrada en 0 se reduce al término f(0). Luego f(z) = f(0)
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para todo z€C, esto es, f es constante.

Este resultado permite demostrar de forma sencilla el que se conoce como Teorema
Fundamental del Algebra cuya primera demostracién diera Gauss en 1799.

2.22 Teorema Fundamental del Algebra. C es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Demostracion. Sea p(z) un polinomio con coeficientes complejos no constante. Quere-
mos ver que p(z) tiene alguna raiz en C. Razonamos por reduccién al absurdo, suponga-

mos que p(z) # 0 para cualquier z € C. Consideremos en dicho caso la funcién f(z) = FEk
p(z

Dicha funcién es evidentemente entera y acotada puesto que lim;_.. f(z) = 0. En estas
condiciones el teorema de Liouville afirma que f es constante, es decir, p es constante.

Esta contradiccién nos dice que p(z) tiene que anularse para algtn z € C.

2.23 Teorema. La imagen de una funcién entera no constante es densa en el plano. Sim-

bolicamente, si f € H(C) es no constante entonces f(C) = C.

Demostraciéon. Supongamos que existe un punto a € C de forma que o ¢ f(C). Por defi-
nicion existe p > 0 de manera que D(a,p) N f(C) = @, o dicho de otra forma, |f(z) —a| > p

. . L 1
para cualquier z € C. Construimos la aplicacién g(z) = F) —g Pz € C.Esclaro que g

f(z)
es una funcién entera y ademads estd acotada puesto que
1 1
18 = —=—— <~
[fe)—al "p
para cualquier z € C. El teorema de Liouville afirma que g es constante, luego ha de serlo
también f en contradiccién con la hipétesis.

2.24 Corolario. Las funciones parte real y parte imaginaria de una funcién entera no
constante no estdn mayoradas ni minoradas.
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2.25 Teorema de extension de Riemann. Sean Q C C un abierto, o.€ Q y supongamos
que f es holomorfa en Q\ {a}. Equivalen:

(@) f tiene una extension holomorfa a Q, es decir, existe una funcién g € H(Q) tal que
g(z) = f(z) para cualquier punto dez € Q, 7 # O.

(b) f tiene una extension continua en Q, esto es, existeh € C(Q) tal que h(z) = f(z) para

cadaz € Q\ {a}. Equivalentemente existe el limite ]frI&f(Z).
i

(¢c) f estd acotada en un entorno reducido de o.

(d) lim(z—a)f(z) =0.

=0

Demostracion. Es claro que (a) = (b) = (c) = (d). Probemos, por tanto, que (d) = (a). Sea
F(z) = (z— a)?f(z) paraz # o, F(o) = 0. La hip6tesis nos dice que F € #(Q\ {a}). Como

P —Flo) _
lim— =~ lime—0f)=0
deducimos que F es derivable en a con lo cual F € #H(Q) y F'(a) = 0. Sea D(a,p) C Q
aplicando el teorema de Taylor y teniendo en cuenta que F(a) = F'(a) = 0 tenemos

=

F(z)= Z F(a) (z—a)" para todo z € D(a,p)

n!

n=

2

Sacando factor comun (z — o)~ en la serie anterior, resulta que

=

F() = (- a2 Y ene— )2 = (- 0 S (e — o)
n=0

n=2

Fl(a)

igualdad vélida para z € D(a, p) C Q donde hemos notado ¢, = U De lo anterior se

deduce que para z € D(a.,p), z # o
@)= cnalz—a)"
n=0
Definimos la funcién g : Q — C de la forma

g(z)=f(z)  parazeQ\{a}

Evidentemente g es derivable en D(a, p), pues g es suma de una serie de potencias con-
vergente en dicho disco, en particular, g es derivable en a y, por tanto, es una extension
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derivable de f como pretendiamos probar.

Por supuesto, este resultado puede enunciarse para una funcién derivable en Q ex-
cepto en un nimero finito de puntos de Q.

Observa que este resultado implica que si una funcién es derivable en un abierto ex-
cepto en un conjunto finito de puntos del mismo, dicha funcién no puede ser continua
en dichos puntos, ni siquiera puede estar acotada en un entorno de cualquiera de ellos.

2.26 Corolario. Si una funcion compleja es continua en un abierto Q y es derivable en
Q\ {a} entonces dicha funcién es holomorfaen Q.

2.27 Férmula de Cauchy para las derivadas. Sean Q C C un abierto, f una funcion
holomorfa en Q y D(a,R) C Q. Entonces para cadaneNU {0} se verifica que

) _ 1 f f(w)

i (w—z)n]

= dw para todo z € D(a,R)

n! 27
C(a,R)

Demostracion. Para cada z€ D(a,R) y weC(a,R)* tenemos que

1 1 1 1 lz—al = 1
= = = 1) = — (z—a)"
w—z W_a_(z_a) w_aliz_a <|W_a|< ) Z(W—a)"""l(z a)

n=0
w—a

Derivando k veces respecto a z esta serie de potencias y multiplicando por f(w) tenemos
que

k “nn—1)(n-2)--(n—
f(w)did_zk (L) :f(W)% :f(w)z ( 1)((W_zl)n+(l k+ 1) (Z_a)nfk —

w=z (W_Z n=k

)nfk

- n! —a
=2 (n—k)! (<vzva)”+1f(w)

n=k

Por un razonamiento ya varias veces repetido, para cada z € D(q,R) fijo, la serie anterior
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es uniformemente convergente para w < C(a,R)* por lo que podemos permutar la integral
con la suma obteniendo

L. f f(—w l Zm f (f&dw (z—a)"*

(w—2) k+1 k)! w—a)t

Por otra parte, derivando k veces la serie de Taylor de f centrada en a tenemos que para
todo zeD(a,R) es

8

fw) n—
01 | 2xi j ( dw | (z—a)"*

w— a)n+1
n= Cla.R)

lo que concluye la demostracion.

2.28 Teorema de convergencia de Weierstrass. Sea Q C C un abierto, y{f,} una suce-
sion de funciones holomorfas en Q. Supongamos que {f,} converge uniformemente en
subconjuntos compactos de Q. Sea f : Q — C la funcién limite puntual

f@)=1lim{f,(2)} (z€Q)

n—o0

Entonces

(i) f es holomorfaen Q.

(ii) Para cada natural k la sucesién de las derivadas k-ésimas { f,,(k)} converge uniforme-
mente en subconjuntos compactos de Q a la derivada k-ésima f© de la funcién limite.

Demostracion.

(i) Las hipétesis implican que f es continua en Q. Sea A(a,b,c) C Q, puesto que la
integral respeta la convergencia uniforme y [a,b,¢,a]* C Q es un compacto

[ f@d— [ r@ad

la,b,c,d] la,b,c,q

Ahora bien j fa(z)dz =0 ya que, por hipétesis, f, € H(Q) para cualquier natural n.
la,b,c.d]
Luego
f(z)dz =0
la,b,c,d]
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para cualquier tridngulo A(a, b, c) contenido en Q. El teorema de Morera nos asegura que
f es holomorfa en Q.

(i1) Sea K C Q un compacto. Elijjamos 0 < p < dist(K,FrQ) y sea
H={zeC:dist(z,K) < p}

Por la forma de definirlo es claro que H es un compactoy K C H C Q. Tomemos un punto
cualquiera a € K, entonces D(a,p) C H C Q.

Sea keN. Aplicando las desigualdades de Cauchy a la funcion f,(z) — f(z) en el disco D(a, p)
tenemos

® 0] < K _ CweCla )t <
fo (@) = fPa)| < oF max{|f(w) — f(w)|: we C(a,p)"} <
k'
S o max{|fu(w) = fw)]: w € H}
La convergencia uniforme de {f,} en H nos dice que dado € > 0 existe un natural np € N

de forma que para n > ny se cumple max{|f,(w) — f(w)| : w € H} < €. Deducimos que para
n=ng

#9@ =) < e
Desigualdad que es vdlida para cualquier punto a €K con lo cual

!

max{ fn(k)(a)—f(k)(a)’ ra€K} < %8

N

De donde se deduce que la sucesion { f,fk) } converge uniformemente en K a £ ).

2.5.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Sea f una funcién entera tal que:
[f(z2)] <A+B|z|*  paratodozeCcon|z| > M

donde A, B, o, M son constantes no negativas. Prueba que f es una funcién poliné-
mica de grado menor o igual que a.

Ejercicio resuelto Sea f una funcién entera no constante. Dado w € C, justifiquese
que se cumple alguna de las dos siguientes afirmaciones:

a) Laecuacion f(z) =w tiene solucion.
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b) Existe una sucesion {z,} — < talque {f(z,)} — w.

Ejercicio resuelto ;Puede existir una funciéon f< #(C*) tal que |f(z)| > T para
z
todo ze C*?

c .. sen(2z)
Ejercicio resuelto| 74 | Calcula dz.

: - = et

c(0,1)
Ejercicio resuelto Calcula f _dw donde meNy |b| < r <]al.
(w—a)(w=>b)"

C(0,r)
Ejercicio resuelto Sea f una funcién entera. Para r > 1 se define

_ logM(r)

Mr) logr

donde M(r) = max{|f(z)| : |z| = r}. Demuestra que f es una funcién polinémica si, y
sélo si, A tiene limite finito en +oo.

Solucién.
Supongamos que h’rf Mr)=aeR], ysea>a. Por definicion de limite, existe K >0,
r— o0

tal que A(r) < P siempre que r > K, y por tanto logM(r) < Blogr =1log(r?), es decir
M(r) <r®. Como f es una funcién entera, el teorema de Taylor nos dice que, para

—~/"(0) , - -
todo z€C, f(z) = E — Y teniendo en cuenta las desigualdades de Cauchy
n:
n=0

(n M
f_('()) < #, vélidas, por ser f entera, para todo r>0; deducimos que
n'! r
(n) B
AON (r>K)
n! r

y, tomando limites para r — +oo, se sigue que £"(0) =0 para todo n > By, por tanto,
f esuna funcién polinémica.
Supongamos ahora que f es un polinomio de grado n, y sea a, # 0 su coeficiente

. . <
lider. Entonces, como lim f2)
7—00 anzn

=1, se sigue, por definicion de limite, que existe K >0

(@)

n

1
tal que, paratodo ze C con|z] >K, es = <

3
5 <5 de donde se sigue que:

n<

log(|an|/2) +nlog|z| <log|f(z)| <log(3lan|/2)+nloglz]
y deducimos que, para |z| =r>mdx{K, 1}, es

log(|an|/2) +nlogr < logM(r) < log(3|a,|/2) +nlogr.
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Dividiendo por logr > 0, obtenemos:

log(lanl/2) | o) - leeGlanl/)
logr logr
lo que implica que lfrf Mr) = n. ®)

Ejercicio resuelto Prueba que la serie Ze*" sen(nz) converge uniformemente en

n>1
subconjuntos compactos de Q = {z€C: |[Imz| < 1} y calcula su suma.

Ejercicio resuelto Prueba que la serie

1+Z 222+ 1) (22 +22%) - (22 +n?)

= [(n+1)!1)?

es convergente para todo z y su suma es una funcion entera.

2.5.2. Ejercicios propuestos

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

Prueba que toda funcion entera que no tome valores reales es constante.
Sea f una funcién entera verificando:

f@)=f(z+1)=f(z+i), VzeC.
Prueba que f es constante.

Sean f y g dos funciones enteras cuya composicion es constante. ;Qué se puede
afirmar sobre fy g?.

Sea f € H(D(0,1)) tal que |f(z)| <
paratodoneN.

%H (j2] < 1). Prueba que | (0)] < e(n + 1)!
—|IZ

Sea f unafuncién entera tal que f(z) = f(f(z)) paratodo zeC. ;Qué puede afirmarse
de f?

Calcula la integral f 5 paray=C(1/4,1/2), y=C(1,1/2), y=C(2,3).

)

Calcula la integral fczo(sizdz paray=C(0,1/3), y=C(1,1/3), y=C(0,2).
5 (z—
Y

)

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



118

Capitulo 2. Teoria de Cauchy Elemental

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

Dado n € N, calcula las siguientes integrales:

senz ef—et logz
j Z_n dZ ; j o dZ N j o0 dZ
c(0,1) c(0,1) c(1,3)

. . . 1 .
Se considera la sucesién de funciones dada por f,(z) = — sen(nz). Justifica que {f,}
n
converge uniformemente en R pero no converge uniformemente en ningtin sub-
conjunto abierto de C.

Zn

1—2z"

Probar que la serie Z converge en D(0,1) y que su suma es una funcién ho-

n>1
lomorfa.

Sea E fa una serie de funciones holomorfas en el disco D(0,1) que converge uni-
n>1
formemente en conjuntos compactos. Sea

fn(Z) = Zcmkzk (|Z| < 1)
k=0

Justifica que

n=1 \k=0 k=0 \n=1

k
Prueba que para cada ntimero natural k la serie de potencias — 7" tie-
quep p gokn(n—i-l)—i—lZ
ne radio de convergencia 1. Sea f; la funcién suma de dicha serie. Prueba que la
sucesion { f; } converge uniformemente en D(0, 1) y calcula la serie de Taylor centra-

da en 0 de la funcion limite.

Sean Q un abierto en C, { f,,} una sucesién de funciones continuas de Q en Cy f una
funcién continua en Q. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) {f,} converge a f uniformemente en subconjuntos compactos de Q.

b) Para toda sucesion {z,} de puntos de Q convergente a un punto z de Q, la su-
cesion {f,(z,)} converge a f(z).

Sean Q un abierto en C, {f,} una sucesién de funciones continuas de Q en C que
converge a una funcion f uniformemente en subconjuntos compactos de Q. Sea g
una funcién continua en C. Prueba que la sucesién {go f,} converge uniformemen-
te en subconjuntos compactos de Q a la funcién go f.

Sean Q un abierto en Cy {f,} una sucesién de funciones de Q en C. Prueba que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
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a) {f»} converge uniformemente en cada compacto de Q.

b) Cada punto de Q posee un entorno en el que { f,, } converge uniformemente.
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Capitulo 3

Propiedades locales de las funciones holomorfas

3.1. Introduccion

En este capitulo vamos a ver que en algunos aspectos las funciones holomorfas se
comportan localmente de forma parecida a las funciones polinémicas. Ello se debe, na-
turalmente, a que las funciones holomorfas son analiticas y, por tanto, localmente, son li-
mites uniformes de sucesiones de funciones polinémicas (sus polinomios de Taylor). Los
resultados principales de este capitulo son generalizaciones para funciones holomorfas
de resultados conocidos para funciones polinémicas. Por ejemplo, es sabido que si dos
funciones polinémicas de grado n coinciden en un punto junto con sus derivadas hasta
la de orden n inclusive, entonces dichas funciones son idénticas. La generalizacion para
funciones holomorfas de este resultado afirma que si dos funciones holomorfas en un
dominio coinciden ellas y todas sus derivadas en un punto entonces ambas funciones
son idénticas (teorema 3.1).

El estudio del médulo de una funcién holomorfa lleva de forma natural a introducir
las funciones subarmoénicas. Los resultados hasta aqui obtenidos para las funciones ho-
lomorfas se aplican para probar con comodidad importantes resultados para funciones
armonicas y, en particular, para resolver el problema de Dirichlet para discos.
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122 Capitulo 3. Propiedades locales de las funciones holomorfas

3.2. Cerosde funciones holomorfas. Principio de identidad

Es sabido que una funcién polinémica p(z) tiene un cero de orden k en un punto
a€C, si dicha funcién y todas sus derivadas, hasta la de orden k — 1 inclusive, se anulan
en a yla derivada de orden k no se anula en a. Ademas, si una funcién polinémica p(z)
tiene un cero de orden k en un punto a entonces dicha funcién factoriza en la forma
p(z) = (z—a)*q(z) donde ¢(z) es una funcién polinémica que no se anula en a. No es
posible extender este concepto de orden de un cero a funciones reales no polinémicas.

Por ejemplo, la funcién real de variable real
f(x):e*l/’62 Six=#£0
f(0)=0

es de clase ¢~ en R. Tanto f como todas sus derivadas se anulan en 0. ;Debemos decir
que f tiene un cero de “orden infinito” en a = 0?

Los ceros de una funcién polinémica son, evidentemente, un conjunto de puntos ais-
lados en C. Consideremos la funcion

1
g(x) :x3sen; Ssix#£0

g(0)=0

Tenemos que g es de clase C' en Ry se anula en 0 y en todos los puntos de la sucesion
x, = 1/nm. Por tanto, en cualquier entorno de 0 hay infinitos ceros de g, es decir el conjunto
de los ceros de g tiene a 0 como punto de acumulacién.

En contraste con esta situacién, vamos a ver que los ceros de las funciones holomor-
fas pueden caracterizarse de forma parecida a los ceros de las funciones polinémicas. El
resultado principal es el siguiente.

3.1 Teorema. Sea Q un dominio en C, f una funcién holomorfa en Q y sea

Z(f)={z€Q: f(z) =0}
el conjunto de los ceros de f en Q. Equivalen:
(a) ElconjuntoZ(f) tiene un punto de acumulacién en Q, es decir, Z(f)' NQ # @.
(b) Existe un puntoa € Q tal que f ) (a) = 0 para todo k € NU{0}.

(c) f eslafuncion constante cero en Q.
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Demostracion.

(a)=(b) Por hipétesis hay algtin punto a € Z(f)'NQ. Sea p > 0 tal que D(a, p) C Q. Existe
una sucesién de puntos a, € D(a,p) con a, # a para todo n€ Ny {a,} — a. El teorema de
Taylor afirma que

f(z) =f(a)+ch(z—a)” para todo z € D(a,p)
n=1

f(a)

siendo ¢, =
n!

En primer lugar, por la continuidad de f, tenemos que f(a) = lim{f(a,)} =0.

Volvemos a escribir la serie teniendo en cuenta que f(a) = 0 y dividimos por z —a con
lo que

f(@) =ci+Y clz—a)"'  paratodoze D(a,p)\{a}

Pongamos g;(z) = Z cn(z—a)" !, funcién que es holomorfa en z € D(a,p) y g1(a) = 0. Con
n=2
ello

f(z)

=1+ g1(2)
z—a
Evaluando en a, obtenemos 0 = ¢| + g1 (a,) y, tomando limites deducimos que
0=c)+limgi(a,) =c1+gi1(a) =y

Hemos obtenido ¢; = 0. Razonemos por induccién sobre k. Supuesto probado que ¢; =0
para j=1,...,k, podemos escribir

j=k+2

De nuevo llamamos g (z) = Z ¢j(z—a)’~*1, evaluamos la igualdad anterior en z = a,
J=k+2
y tomamos limites para obtener

0=crt1 +J§§ng+1(an) = Cry1
luego cy+1 =0y, por induccién, concluimos que ¢; = 0 para todo k € NU{0} como queria-

mos probar.

(b)=(c) Llamemos A = {z € Q: f®)(z) =0, para todo k € NU{0}}. A no es vacio por hi-
potesis y es inmediato que A es cerrado relativo a Q puesto que es interseccién de cerra-
dos relativos

A= ﬁ{zeQ: FP) =0}

k=0
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Seaa € Ay tomemos p > 0 tal que D(a,p) C Q. El teorema de Taylor afirma que

il (9]
flz)= Z ) '(a) (z—a)" para todo z € D(a,p)
=0

n:

luego f(z) = 0 para todo z € D(a,p) con lo cual f*¥)(z) = 0 para todo z € D(a,p) y para
cualquier k € NU{0}. Esto ultimo implica que D(a,p) C A, luego A es abierto. Por conexién
A=Q

(c)=(a) Es evidente.

Con frecuencia el resultado anterior no se interpreta correctamente. Considera los
siguientes casos.

La funcién senz es entera y tiene infinitos ceros z, = nn pero el conjunto de ellos no
tiene puntos de acumulacion.

s 1 .. 1
La funcién sen — es holomorfa en el dominio C* y sus ceros — se acumulan en 0 que
nm

z
no pertenece a C*.

A continuacién enunciamos uno de los resultados m4s ttiles de la teoria de funciones
holomorfas. Este resultado afirma, en particular, que los valores de una funcién holomor-
fa en un dominio estdn determinados de forma tnica por los valores que dicha funcién
toma en los puntos de una sucesién que converja a un punto del dominio.

3.2 Principio de identidad para funciones holomorfas. Si dos funciones holomorfas
en un dominio Q coinciden en un subconjunto de Q que tiene algtin punto de acumu-
lacién en Q entonces dichas funciones coinciden en Q.

Demostracion. Sean f, g € H(Q) donde Q es un dominio. Llamemos & = f — g. La hip6tesis
nos dice que Z(h)' NQ # @y, por el resultado anterior,  es idénticamente nula, esto es,

f(z) =g(z) paraz € Q.
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3.3 Corolario. Sea Q C C un dominio, f € H(Q) una funcion no idénticamente nula en
Q. Sea

Z(f) ={z€Q: f(z) = 0}
el conjunto de los ceros de f en Q. Entonces:

(i) Z(f) es un conjunto de puntos aislados en Q.
(i) Z(f) es numerable.

Demostracion.

(i) Las hip6tesis implican por el resultado anterior que Z(f) no tiene ningin punto de
acumulacién en Q, que es lo mismo que decir que Z(f) es un conjunto de puntos aislados
enQ.

(ii) Basta tener en cuenta que todo abierto en C es unién numerable de compactos y que
si K es un compacto contenido en Q entonces el conjunto Z(f) NK es finito.

3.4 Orden de un cero. Sea f una funcién holomorfa y no idénticamente nula en un domi-
nio Q y supongamos que f tiene un cero en un punto a € Q2. Como consecuencia del teore-
ma 3.1, sabemos que alguna derivada de f no se anula en a. Sea k =min{n € N: ) (a) #0}.
Decimos entonces que f tiene en a un cero de orden k.

El siguiente resultado pone de manifiesto que los ceros de una funcién holomorfa
permiten factorizar dicha funcién de forma andloga a como factorizan las funciones po-
linémicas.

3.5 Caracterizacion del orden de un cero. Sea f una funcion holomorfa en un abierto
Q. Dado a € Q se verifica que f tiene en a un cero de orden k si, y sélo si, existe una
funcién holomorfa enQ, g, de forma que g(a) # 0y f(z) = (z—a)*g(z) para todoz € Q.

Demostracién. Supongamos que existe g holomorfaen Q con g(a) # 0y f(z) = (z—a)*g(z).
Tomamos p > 0 de tal forma que D(a,p) C Q. El teorema de Taylor nos permite escribir g
como suma de su serie de Taylor

g@) =) o(z—a)"  z€D(ap)
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Se cumple que oy # 0 puesto que g(a) # 0. Con lo cual

oo

f@) =) an(z—a)"*  parazeD(a,p)
n=0

Ya que el desarrollo de Taylor de una funcién holomorfa es tinico tenemos que (%) (a) = 0
AG)
k!

paratodo0<g<k—1lyog= #£0,estoes, f (k) (a) # 0. Hemos obtenido que f tiene

en a un cero de orden k.

Reciprocamente, sea a un cero de orden k de f, es decir,

flz) = ch (z—a)" para todo z € D(a,p) C Q
n=k

con ¢ # 0. Consideremos la funcién g : Q — C definida por

Z
= Q
s() == 2€e\al
Claramente g es holomorfa en Q\ {a} y como
gz2)=> elz—a)*  paratodoz € D(a,p)
n=k

deducimos que g es holomorfa en D(a,p) y, en particular, es derivable en a. Luego g es
holomorfa en Q. Ademads se cumple que f(z) = (z—a)g(z) paraz € Qy g(a) # 0.

3.6 Regla de UHopital. Sean f,g dos funciones holomorfas no idénticamente nulas en
un dominio Q. Supongamos que f(a) = g(a) = 0 en un punto a € Q. Entonces

f(2) f'(2)

lim == = lim
i—ag(z)  agl(z)

Demostracioén. Por el anterior corolario, puesto que f no es idénticamente nula, existe
meN tal que f(z) = (z—a)"F(z) con F una funcién holomorfa en Q cumpliendo F(a) # 0.
Andlogamente para g existe n € N y una funcién holomorfa en Q, G, de forma que g(z) =
(z—a)"G(z) con G(a) # 0. Ademads existe un disco D(a,p) C Q tal que g(z) #0y g’'(z) #0
parazeD(a,p)\ {a}. Paraze D(a,p)\ {a} tenemos que

f@) _ (z=a)"F(2) [')

0 ook’ g Y
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Tomando limites para z — a obtenemos:

» Sim = n el valor comin de ambos limites es F(a)/G(a).
= Sim >n ambos limites son nulos.

= Sim < nambos limites son co.

3.2.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Sea f una funcién entera verificando que lim f(z) = co. Prueba

que f esuna funcién polinémica.

Ejercicio resuelto Sean f y g dos funciones enteras no constantes verificando que
|f(z)| < |g(z)| para todo z € C. ;Qué se puede afirmar sobre [y g?.

Ejercicio resuelto Sea f una funcién entera no constante verificando que |f(z)| =1
para todo z€ C con [z| = 1. Prueba que f es de la forma f(z) = az" donde n es un
ntmero natural y o = 1.

3.2.2. Ejercicios propuestos

118. En cada uno de los siguientes casos, decidir si existe una funcién f holomorfa en
un entorno del origen, verificando que f(1/n) = a, para todo ntimero natural » su-
ficientemente grande:

a) a, =0, a3, 1=1
1
b) ax, = a1 =
n
C) a,=——.
) a n+1

119. Sea f una funcién entera tal que f(R) C R. Prueba que f(z) = f(z) para todo z€C.

120. Sea Q un dominio en C. Justifica que el anillo #(Q) de las funciones holomorfas en
Q es un dominio de integridad, es decir, no tiene divisores de cero.
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121. Sean f y g funciones holomorfas en un dominio Q. Supongamos que hay una suce-
si6n {a,} de puntos de Q que converge a un punto a€Q cona, # ay f'(a,)g(a,) =
g'(an)f(a,) para todo n € N. Prueba que las funciones f y g son linealmente depen-
dientes.

122. Sea f una funcién holomorfa en el disco unidad verificando que f(0) = 0. Prueba

que la serie g f(z") converge en el disco unidad y que su suma es una funcién
n>1
holomorfa en dicho disco.

123. Daun ejemplo de dos funciones holomorfas en un dominio acotado que coincidan
en infinitos puntos del mismo y no sean idénticas. Considera también el caso de
que el dominio no sea acotado.

3.3. Funciones armodnicas y subarmoénicas

3.7 Proposicion. Sea f una funcion holomorfa en un abierto Q, a un punto deQ yR >0
tal que D(a,R) C Q. Entonces

Y
fla)= % ff(a +Re')dr (igualdad de la media)

-7

esto es, el valor que toma f en el centro de una circunferencia es la media de los valores
que toma en la circunferencia. Ademds

T

If(a)] < ﬁ f |f(a+Re")| dr (desigualdad de la media)

]

Demostracién. La férmula de Cauchy para una circunferencia nos dice que

_ 1 f(z) 1 nf(a"‘Reit)- iy, 1 r it
C(a,R) - -
La desigualdad de la media se deduce directamente de la igualdad anterior.
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Funciones subarmoénicas

3.8 Definicion. Sea Q C C un abierto. Una funcién ¢ : Q@ — R continua en Q se dice que
es subarménica en Q si verifica la desigualdad

i

0(a) < - [ @la+Re")dr

-7

siempre que D(a,R) C Q.

Segiin acabamos de ver en la proposicion 3.7, el m6dulo de una funcién holomorfa es
una funcién subarménica.

3.9 Principio del maximo para funciones subarmeénicas. Una funcién subarménica
en un dominio que alcanza un mdximo absoluto es constante.

Demostracion. Sea Q C C un dominio y sea ¢ : Q@ — R una funcién subarménica en Q.
Supongamos que existe a € Q tal que ¢(a) > ¢(z) para cualquier z € Q. Definimos

A={z€Q:9(z) =9(a)}

Es claro que a €A y que A es cerrado relativo a Q. Sea b € A y R > 0 tal que D(b,R) C Q.
Podemos escribir

D(b,R) = | C(b,r)

0<r<R
Para probar que D(b,r) C Ay, por tanto, que A es abierto veamos que cada circunferencia
C(b,r)* se queda dentro de A.
Para cualquiera de las circunferencias C(b,r)* tenemos
1 T
0(a) = 0(b) < o [ p(b-+redr

T
—n

luego

o j (9(a) —@(b+re))dr <0

Pero la funcion (real) que estamos integrando verifica que ¢(a) — ¢(b+re'’) > 0 para todo
t€[—m, 7] puesto que ¢ alcanza en a un méaximo absoluto. Como la integral de una funcién
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positiva no puede ser un nimero negativo, deducimos que

0= f(q>(a) —@(b+re))dt = jy<p(a> —@(b+re’)|d

y como la funcién que integramos es continua, esta igualdad implica que
¢(a) —@(b+re")=0 paratodore |-,

Obtenemos asi que b+ re'’ €A para todo ¢ € [, 7, escrito de otra forma C(b,r)* C A. Con-
cluimos que A es abierto y, por conexién, que A = Q

Teniendo en cuenta que una funcién real continua en un compacto alcanza un maxi-
mo absoluto, del resultado anterior se deduce facilmente el siguiente corolario.

3.10 Corolario. Sea Q un dominio acotado, ¢ : Q — R continua en Q y subarmadnica en
Q. Entonces
mix{(z) : z€ Q} = max{Q(z) : zEFrQ}

esto es, el mdximo de ¢ se alcanza en la frontera de Q.

3.11 Principio del médulo maximo. Una funcién holomorfa en un dominio cuyo mé-
dulo alcanza un mdximo relativo es constante.

Demostracién. Sea Q un dominio, f € #(Q). La hipétesis nos dice que existea € Q, p >0
tal que D(a,p) C Qy |f(a)| > |f(2)| paraz € D(a,p).

Sabemos que |f(z)| es una funcién subarménica en Q. Aplicando el teorema 3.9 a ¢(z) =
|f(z)| en el dominio D(a,p) obtenemos que |f(z)| es constante en D(a,p). Por la proposi-
cién 1.31, sabemos que si el médulo de una funcién holomorfa en un dominio es cons-
tante entonces la funcién es constante. Deducimos asi que f es constante en D(a,p). Apli-
cando el principio de identidad, teorema 3.2, concluimos que f es constante en todo Q.
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3.12 Principio del mé6dulo minimo. Una funcion holomorfa en un dominio cuyo mo-
dulo alcanza un minimo relativo distinto de cero es constante.

Demostracion. Sea Q un dominio, f € #(Q). Por hipétesis existe zop € Q y p > 0 de forma

que D(z9,p) C QY 0 <|f(z0)| < |f(z)| para z € D(zo,p). Definimos g : D(zo,p) — C como
g(z) = ﬁ Es claro que g € H(D(z0,p)) puesto que f(z) # 0 para z € D(zo,p). Ademés el
z

modulo de g tiene un méximo absoluto en D(z¢,p) porque

1 1

8(z0)| = = =|g(z z € D(zo,
Por el principio del médulo méximo g es constante en D(a,p), luego también lo es f. Por
el principio de identidad se sigue que f es constante en Q.

3.13 Corolario. Sean Q C C un dominio acotado, f : Q — C una funcién holomorfa en
Q y continua en Q. Entonces se verifica:

(@) |f| alcanza su mdximo en la frontera de Q, es decir,

mix{|£(2)|: z € O} = méx{|f(2)| : z € Fr 2}

(b) Si f no se anula en Q entonces el minimo de |f| también se alcanza en la frontera,
es decir,

min{|f(2)| : z € O} = min{|f(2)| : z € Fr 2}

(c) Si f no es constante en Q y |f| es constante en FrQ entonces f se anula en algiin
puntodeQ.

Demostracién. Puesto que Q es compacto y | f| es continua y toma valores reales, | f| debe
alcanzar un minimo y un maximo absolutos en Q.

(@) Si |f] alcanza el maximo en un punto interior, el principio del médulo méaximo nos
asegura que f es constante en Q vy, por continuidad, f es constante en Q, en cuyo
caso se verifica la igualdad del enunciado.
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(b) Si|f| no se anula y alcanza el minimo en un punto interior entonces por el principio
del médulo minimo f seria constante y volvemos a concluir como en el apartado
anterior.

(c) Si f no se anula en Q entonces, segin acabamos de ver, |f| alcanza su minimo en
la frontera al igual que su méximo. Puesto que, por hipétesis, |f| es constante en la
frontera, deducimos que el minimo y el maximo de | f| en Q coinciden y, por tanto, |f|
es constante. Luego f también es constante en contra de la hip6tesis. v

3.14 Funciones arménicas. Sea Q C R?, ¢ : Q — R una funcién de clase C? en Q. Se dice
que @ es armoénica en Q si para todo (x,y) € Q se verifica

02 02
%(x,y)Jr%(x,y) =0

Representaremos por 4(Q) al conjunto de todas las funciones arménicas en Q.

Observa que aunque los nombres “subarménica” y “armoénica” suenan parecidos, los
conceptos que definen son totalmente distintos, puesto que ser “subarmoénica” se define
por una propiedad global que involucra un promedio integral, mientras que ser “armo-
nica” es una propiedad local pues viene expresada por medio de derivadas parciales.

En lo que sigue vamos a considerar y a dar respuesta a las siguientes cuestiones:

= ;Es toda funcion armonica de clase C*?
» ;Verifican las funciones arménicas la igualdad de la media?

» ;Es armonica toda funcion continua que verifique la igualdad de la media?

3.15 Proposicién. Sea f € H(Q) y llamemos u = Re f, v = Im f. Entonces u,v son armo-
nicas en Q y ademds u,v € C*(Q).

Demostracién. Razonemos por induccién. Sea P, la afirmacién siguiente: “las partes real
e imaginaria de toda funcion holomorfa en Q son funciones de clase C" en Q.

P, es cierta porque f es holomorfa en Q y su derivada, gracias a las ecuaciones de
Cauchy-Riemann, viene dada por

S v
T T dy lay
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Pero, en virtud del teorema de Taylor, sabemos que f’ vuelve a ser holomorfa en Q, luego
su parte real e imaginaria son continuas.

Supongamos que la propiedad es cierta para n. Aplicamos la hip6tesis de induccién a

du du dv dv
! = - i n n+1
f' € H(Q), entonces a3 9 Iy son funciones de clase C"(Q), esto es, u,v € C" (Q).

De las ecuaciones de Cauchy-Riemann obtenemos

o
o oy | Qw9 () _ 9 () Pu
ou v ox2  ox\dy) ody\ox/) = 9y?
dy
luego u es armonica. El célculo es andlogo para v.

3.16 Proposicion. Sea u una funcién armonica en Q. Entonces la funcién

., Ou ou .
f(x+ly)_$(x7y)_la_y(xay) x+ly€Q

es holomorfa en Q. En consecuencia toda funcién arménica es de clase C*.

Demostracién. Como u tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, sus deri-
vadas parciales de primer orden son diferenciables. Ademads se cumplen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann para f:

i % - E _a_” or ser u armoénica
ox\ox/ 9y dy b !

d (du\ 9 Ju 2
% (a) =-3 (_a_y) por ser u de clase C

Acabamos de probar que la parte real de cualquier funcién holomorfa es una funcién
armonica. ;Es cierto el reciproco? Es decir, si tenemos una funcién armoénica ¢ en un
abierto Q jexiste una funcién f holomorfa en Q tal que ¢ sea la parte real de f? En general
esto no va a ser cierto y el que lo sea va a depender de las propiedades topolédgicas del
abierto Q. El siguiente resultado es una primera aproximacién a este problema.
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3.17 Proposicion. Sea Q un dominio en C y supongamos que toda funcién holomorfa
en Q tiene primitiva en Q. Entonces toda funcion armonica en Q es la parte real de una
funcion holomorfa en Q (la cual es tinica salvo una constante aditiva).

Demostraciéon. Sea u una funcién arménica en Q. Por la proposicién anterior la funcién

J J
f@ﬂw=§mw4§mw

es holomorfa en Q. Por hipétesis existe F € #H(Q) tal que F'(z) = f(z) paraz € Q.

Llamemos ii = Re F, 7 = ImF. Resulta

dii dii 0 o
FI(2) = 5o () =50 () = fletiv) = 50(69) =i ()

deducimos que i — u tiene derivadas parciales nulas en el dominio Q y por tanto es cons-

tante, es decir, u = i1+ A para algin A € R. Concluimos que u = Re(F + ).

Teniendo en cuenta el teorema de Cauchy para dominios estrellados podemos enun-
ciar.

3.18 Corolario. Toda funcion arménica en un dominio estrellado es la parte real de una
funcién holomorfa en dicho dominio.

3.19 Corolario. Una funcion u es armonica en un abierto Q si, y sélo si, para todo disco
D(a,R) contenido en Q existe una funcion holomorfa en dicho disco, f, € #(D(a,R)), tal
queu(x,y) =Re f,(x+1iy) para todox+iyeD(a,R).

Este resultado implica que localmente las funciones arménicas son partes reales de
funciones holomorfas. Esto nos proporciona una herramienta muy ttil para obtener pro-
piedades locales de las funciones armodnicas. El siguiente resultado es un ejemplo de esto.
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3.20 Igualdad de la media para funciones arménicas. Las funciones arménicas veri-
fican la igualdad de la media. Esto es, dadou € A(Q),a € Q yR > 0 tal que D(a,R) C Q
entonces

1 ¢ :
u(a) = = ju(a—kRe”)dt
—T

Demostracién. Tomemos p > 0 tal que D(a,R) C D(a,p) C Q. La funcién u es armoénica en
D(a,p) que es un dominio estrellado luego existe g € #H(D(a,p)) de forma que u(z) =Reg(z)
para z € D(a,p). Ahora bien las funciones holomorfas verifican la igualdad de la media

L7 it
gla) = ﬁlg(a—kRe )dt

Tomando partes reales en ambos miembros de la igualdad concluimos que

T

1 ¢ ‘ 1 .
u(a) =Reg(a) = 7 jReg(a—&—Re”)dt =5 ju(a—kRe”)dt
—T

—T

Hasta ahora hemos respondido afirmativamente, sin mucho esfuerzo, a dos de las
preguntas que nos planteamos al definir el concepto de funcién armoénica, esto es, he-
mos visto que toda funcién armoénica es de clase C*= y verifica la igualdad de la media.
Responder a la dltima pregunta requerird un poco mas de trabajo.

3.21 Principio de extremo para funciones arménicas. Seau una funcién armonica en
un dominio Q y supongamos que u alcanza en alguin punto de Q un extremo relativo.
Entonces u es constante en Q.

Demostracion. Puesto que si « es armonica lo es también —u, no es restrictivo suponer
que el extremo de « sea un maximo relativo.

Sea, pues, ¢ € Q un maximo relativo de u. Sea p > 0 tal que D(a,p) C Qyu(z) < u(a) para
todo z€ D(a,p). Acabamos de ver que las funciones arménicas verifican la igualdad de la
media luego, en particular, toda funcién arménica es subarménica. Podemos aplicar, por

tanto, el principio del méximo para funciones subarmoénicas a la funcién u en el disco

ou

D(a,p) y deducimos que u es constante en dicho disco. Sea f(x+iy) = a(x,y) —i g—;t(x,y)
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para (x,y) € Q. Puesto que « es arménica, sabemos que la funcion f asi definida es holo-
morfa en Q. Lo anterior implica que f(z) = 0 para todo z € D(a, p) luego, por el principio

J 0
de identidad, f(z) = 0 para todo z € Q. Por tanto a—u (x,y) = a—u (x,y) =0 paratodo (x,y) €Q,
X y
lo que implica que « es una funcién constante en Q como queriamos probar.

La funcion u(x,y) = x> — y? es armonica en R?, no idénticamente nula, y se anula en
las rectas y = +x. Esto nos indica que no podemos esperar un principio de identidad para
funciones arménicas tan bueno como el que conocemos para funciones holomorfas.

3.22 Principio de identidad para funciones arménicas. Sean u y v dos funciones ar-
ménicas definidas sobre un dominio Q tales que el conjunto donde coinciden tiene in-
terior no vacio. Entonces ambas funciones coinciden sobre todo Q.

Demostraciéon. Consideremos la funcién u — v € 4(Q). La hip6tesis afirma que existe al-
gln punto « interior al conjunto

A={zeQ:u(z) =v(2)}

Tomamos p > 0 de forma que D(a,p) C A con lo cual se cumple que u(z) — v(z) = 0 para
todo z € D(a,p), luego u—v es constante (igual a cero) en D(a, p), en particular, todo punto
de D(a,p) es un extremo relativo de u — v. El resultado anterior afirma entonces que u —v
es constante (igual a cero) en Q, es decir, # y v coinciden en Q.

3.23 Corolario. Sea Q un dominio acotado, u una funcién arménica en Q y continua en
Q. Entonces u alcanza el mdximo y el minimo en la frontera de Q, esto es,

max{u(z) : z € Q} = max{u(z) : z € FrQ}
min{u(z) : z € Q} = min{u(z) : z € FrQ}

En consecuencia si v es arménica en Q, continua en Q y coincide con u en FrQ, entonces
v coincide con u en todo Q.

Demostracién. Ya que Q es acotado, Q es compacto. Por ser « continua en Q tiene que
alcanzar en Q un maximo valor y un minimo valor.
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Si el maximo (o el minimo) se alcanza en la frontera hemos acabado. En caso contra-
rio, se alcanza en un punto interior y, por tanto, u es constante luego también se alcanza
en la frontera.

Para la segunda afirmacion, tenemos v —u € 4(Q) N C(Q), por hip6tesis v(z) —u(z) =0
para cualquier z € FrQ. Luego

max{v(z) —u(z): € Q} =0
min{v(z) —u(z) :z€ Q} =0

conlo cual v —u es idénticamente nula en Q, es decir, u(z) = v(z) paraz € Q.

3.4. Elproblema de Dirichlet para discos

El corolario anterior afirma que una funcién armoénica estd determinada de manera
Unica por los valores que toma en la frontera de un dominio acotado. Surge asi el lamado
problema de Dirichlet:

Dado un dominio Q distinto de C y dada una funcion continua ¢ : FrQ — R,
sexiste una funciéon ¢ armoénica en Q y continua en Q que coincide con ¢ en
FrQ?

Para dominios acotados, por lo que acabamos de ver, la solucién de este problema, si
existe, es Unica. Por supuesto la existencia de soluciéon depende de c6mo sea Q. Vamos a
resolver el problema de Dirichlet para el caso de que Q sea un disco.

El siguiente resultado es una sencilla extension de resultados conocidos (ver el ejerci-
cio 58).

3.24 Lema. Sea f una funcién continua en D(a,R) y holomorfa en D(a,R). Entonces

(a) f f(z)dz =0
a,R

C(aR)

(b) Para todoz€ D(a,R) se verifica que f(z) = % j fw) dw.
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138 Capitulo 3. Propiedades locales de las funciones holomorfas

3.25 Integrales tipo Cauchy. Sea y un camino en C, ¢ : v* — C una funcion continua.
Entonces se verifica que la funcién h : C\ v* — C dada por

ow) 4

h(z) =

es holomorfa en C\ y*.

Demostracion. Sea a € C\ y* y sea p = dist(a,y*) > 0. Probaremos que 4 admite un des-
arrollo en serie de potencias centrada en « vélido en el disco D(a,p). Fijemos z € D(a,p).
Tenemos que

1 ! ! ! 1 —(z—a)"
w—z (w—a)—(z—a) w—a, 2-4 - W“;(W‘J) (Jz—a| <|w—al)

w—a

Usando el criterio de Weierstrass, se prueba facilmente que la serie

Z(P (w— a"*l

n=0

o)

converge uniformemente a
w—z

cuando w € y*. Permutando la integral con la suma de

la serie se tiene

h(z):Z j%dw (z—a)" z€ D(a,p)

n=0 \ vy

5]

Hemos probado asi que /4 es analitica en C \ y*.

3.26 Férmula de Poisson. Sea f: D(0,1) — C una funcién continua en D(0,1) y holo-
morfa en D(0,1). Entonces para todo z € D(0, 1) se verifica que

2f (e”+z> f(e)de

En particular, si esu(z) = Re f(z), entonces para todo z € D(0,1) se verifica que

big

it
ul9) = o [ Re (e. *Z) u(e")de 3.1)

el —z
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Demostracion. Fijemos z€ D(0,1). Por el lema 3.24 (a) tenemos que
1 f(w)
“am ) o
c(0,1)

J(w)
w—1/z

nominador no se anula en D(0,1). Ademds dicha funcién es continua en D(0,1). Por el
lema 3.24 (b) tenemos que

La aplicacién w — es holomorfa en D(0,1) porque al ser |1/z] = 1/]|z| > 1 el de-

oI

ch(o,l) w—1/z

Por tanto podemos escribir:

B
,Z_Zﬂ fleydr =

1 ¢ z : 1
=5 JT; ( e—if_z> fe")dt = I f [1 +2Re (ei
ZITEJ‘RG <1+2 Z) 2 J‘ (eﬂ—|—2> (e”)dt

Finalmente, basta tomar partes reales en la igualdad anterior para obtener la segunda
igualdad del enunciado.

La igualdad 3.1 nos da la clave para resolver el problema de Dirichlet para discos pues
permite calcular los valores de una funcién arménica en el interior del disco unidad co-
nociendo sus valores en la frontera.

3.27 Teorema. Dada una funcién continua ¢ : C(0,1)* — R, la funcién ¢ : D(0,1) — R
definida por

- 1 el 7 it
wa—gim(@ﬁ)m>m <1

~

0(z) =9(z2) paraz € C(0,1)*

es arménica en D(0,1), continua en D(0,1), coincide con ¢ en C(0,1)* y es la tinica fun-
cion que cumple estas condiciones.
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Demostracién. Para probar que ¢ es armdnica observamos que por ser ¢ una funcién
que toma valores reales podemos escribir para |z| < 1

N 1 (el4z - 1 w+2z @(w)
‘P<Z)—Re<ﬁ_fnen—z“’“’ Jr | =Re | o [ I v

3

Para probar que ¢ es armdnica en D(0, 1) bastaré probar que la funcién

F(z) = 1 J W_""ZMdW

w—z w

c(0,1)

es holomorfa en D(0, 1). Pero esto es claro pues

oum)/w
w—2z

1 o(w) 4
F@) =5 | T aw+ [ (ol < 1)
c(0,1) c(0,1)

La primera de las integrales es un nimero complejo, la segunda es holomorfa por ser del
tipo Cauchy.

Probaremos ahora que ¢ es continua en 1. Usaremos que, en virtud de la férmula de
Poisson con f(z) = 1, se verifica que

1 ¢ [el+z 1 ¢ 1z
l1=— (R . dt = — dr 3.2
2n_fn ¢ (e”—z) 2n j leit —z|? (8-2)

-7

Podemos, por tanto, escribir para |z] < 1

T

o 1.2
<P(Z)—<P(1)=21—nj1 i (p(eir) — (1)) dr (3.3)

o lett -z

Sea M > 0 tal que |¢(z)| < M para todo zeC(0,1)*. Dado € > 0, sea 8 > 0 tal que

siempre que |f| <3 (3.4)

NS R e]

|o(e") —o(1)] <
En lo que sigue consideraremos z€ D(0, 1) tal que
€
|z—1] <m1'n{sen8/2, S—Msen25/2} (3.5)
Ahora, para § < |f| < m tenemos que
. . 3.5)
e —z| > |1 —€"| = |1 —z[ =2[sent/2| — |1 — 2| > 2sen§/2—[1—z| > send/2 (3.6)

Teniendo en cuenta la igualdad 3.3, tenemos que
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— 1 ¢ 11—z
_ < it) — =
%m>ww\m£wt#wwnwmw
3 2 2
11—z , 1 1—1z| , (34)
- _ — - <
m ) i eI+ [ T letein gDl <
-8 St
5
0 ij =l ey L i L=l g 82
X . 2 . 2 X
27575 leit —z|” 2 2758@‘@ lei’ —z|
B2e M 1—|2*  6oe M 1—|2?
< 5 +— < 5 +— dt =
2 j leit _Z|2 2 T f sen?d/2
NI <t<n
e M 2n—8) e  4M(1—|)
=—4+—(1-— 1 = o _4— 7
2 1 (1= )1+ |Z|)sen25/2 2 sen?3/2
CE n 4M 11— (3<5) c
S2 T sen2s2 ¢

Sea ahora z¢ = ¢ un punto cualquiera de la circunferencia C(0,1)*. Teniendo en cuenta
la periodicidad de la funcién que se integra, para |z| < 1 tenemos

R 1 T eit +Zei.Y i 1 T ei([*S) +Z .
=— | Re( Ndr = — [Re| ——— | @(e")dr =
$(z02) 271::[[ ¢ <e” ze”) P(e”)dr 2n J \ ety -z olet)ar

-7

1 n—s e”—&—z o 1 b eit+z ‘
= R . t+sNdr = — [ R < i g
2751{& e (e”—z) W ) 2EJE el oz, o(zoe™)

Consideremos la funcién #: C(0,1)* — R dada por /(z) = ¢(zoz) paratodo zeC(0,1)*. Y sea
7:D(0,1) — R definida por

. 1 F it 4
h(z) = — fRe (e' + )h(e”)dr7 lz] < 1

elt —z
—T

h(z)=h(z) parazeC(0,1)*

Segtin acabamos de probar se tiene que /(z) = §(z0z) para todo ze D(0,1). En virtud de lo
antes visto, la funcién % es continua en z = 1, luego:

lim 6(2) = 1im ®(z02) = lim h(2) = h(1) = 0(z0)

720 z
lz] <1 lz| <1 lz] <1

Lo que prueba que ¢ es continua en z.
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Teniendo en cuenta que si # es una funcién arménicay a, b son nimeros complejos, la
funcién z — u(a+ bz) también es armdnica, el resultado anterior se extiende sin dificultad
a un disco arbitrario.

3.28 Teorema. Seaa<C yR > 0. Dada una funcién continuay : C(a,R)* — R, la funcién
V: D(a,R) — R definida por

y(z) = % fRe (f;ZZj—Ez—ZD y(a+Re")dt, zeD(a,R)

-7

Y(z)=vy(z)  parazeC(a,R)"

es arménica en D(a,R), continua en D(a,R), coincide con y en C(a,R)* y es la tinica
funcién que cumple estas condiciones.

Demostracién. Sea ¢ : C(0,1)* — R la funcién definida por ¢(z) = y(a + Rz) para todo

z€C(0,1)*. Sea ¢ : D(0,1) — R la funcién definida en el teorema anterior. Se comprueba
facilmente que la funcién y : D(a,R) — R dada por y(z) = ¢ <%) para todo z€D(a,R)

verifica todas las condiciones del enunciado.

Estamos ahora en condiciones de resolver la tltima cuestién que planteamos al defi-
nir las funciones armoénicas.

3.29 Teorema. Toda funcionu: Q — R continuay que verifique la igualdad de la media,
es decir,

1 ;
u(a) = 7 fu(a+Re”)dt
—T

siempre que D(a,R) C Q, es arménica en ..

Demostracién. Sea D(a,r) C Q. Por el teorema anterior existe una funciéon # arménica en
D(a,R) y continua en D(a, R) que coincide con u en la frontera del disco, es decir, #(z) = u(z)
paraz € C(a,R)*. Veamos que u y u deben ser la misma funcion.
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Consideremos las funciones & —u y u — . Dichas funciones son subarménicas en D(a, R)
(puesto que tanto & como u verifican la igualdad de la media) y continuas en D(a,R). El
principio del maximo para funciones subarmoénicas afirma que el maximo lo deben al-
canzar en la frontera. Pero

méx{u(z) —u(z) : z€ D(a,R)} = max{u(z) —u(z) : z€ C(a,R)*} =0

min{i(z) —u(z) : z € D(a,R)} = —max{u(z) —u(z) : 7€ C(a,R)*} =0

Concluimos que u = @ en D(a,R), luego u es arménica en D(a, R). Como esto es cierto cual-
quiera sea el disco D(a,r) C Q, concluimos que u es armonica en Q ya que ser armoénica
es un concepto local.

3.5. Comportamiento local de una funcién holomorfa: teo-
remas de la aplicacion abierta y de la funcion inversa

3.30 Teorema de la aplicacién abierta. Una funcion holomorfa y no constante en un
dominio es una aplicacion abierta.

Demostracion. Sea f : Q — C una funcién holomorfa no constante y Q un dominio. To-
memos U abierto en Q. Probaremos que f(U) es abierto.

Sea wy € f(U) y sea zo € U tal que f(zo) = wo. El punto zo es un cero de la funcién
no constante z — f(z) —wo y debe ser un cero aislado de dicha funcién. Luego existe un
numero p > 0 de forma que D(zo,p) C U y paraz € D(zo,p) \ {zo} se tiene que f(z) # wo.

Llamemos A = min{|f(z) —wo| : z € C(z0,p)*} y veamos que D(wo,A/2) C f(U). Razona-
mos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe w € D(wg,A/2) tal que w & f(U).
Sea

g(z) = , zeU
@ fl@)—w
La funcién g asi definida es holomorfa en U, ademas
1 1 2
lg(z0)| = Two —w] > A2 A
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C(ZO7 )

f(C(z0, ))

Para z € C(zp,p)* tenemos que

I | ——— 1 <
SN =~ @ —wo—(w—wo)|

1 1 1 2
< < < ==
|f(z) —wo| —[w—wo| =~ A—|w—wo| ~A—A/2 A

Hemos probado que en el centro del disco D(zg,p) C U el médulo de g toma un valor
lg(z0)| > 2/A mientras que en la frontera de dicho disco toma valores menores que 2/\.
Esto contradice el principio del médulo maximo que afirma que |g| debe alcanzar su ma-
ximo en D(zo,p) siempre en la frontera.

3.31 Lema. Dada una funcion f € H(Q), se verifica que la funcion g : Q x Q — C dada
por

f@)—f(w)

glaw) = z—w

8(z,2) = f'(2) z=w

escontinuaenQ x Q.

Demostracion. Sea G = {(z,w) € Q x Q : z # w} que es un conjunto abierto en Q x Q. La
restriccién de g a dicho conjunto es evidentemente continua, luego g es continua en G.
Los tinicos puntos donde debemos probar la continuidad de g son los de la forma (a,a)
para a € Q. Veamos que g es continua también en dichos puntos.
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Dado € > 0 por la continuidad de f’ existe 8 > 0 tal que D(a,d8) C Qy para z € D(a,d)
se tiene que |f'(z) — f'(a)| < €. Veamos que dicho & cumple la condicién de continuidad
para g, esto es, si

lz—a| <8
|lw—al <&

} = lg(z,w) —g(a,a)| = |g(z,w) — f'(a)| <&

Si z = w la desigualdad anterior se reduce a la continuidad de f’. Supongamos entonces
que z # w son puntos en D(a,d). Escribimos

1
FQ—fw) = [ F'©ds = [f/((1-Dw+iz)c—w)di
w,z) 0
1
conlo cual g(z,w) = M = ff’((l —1)w+1z) dt. Ahora bien
0

1
g(z,w)— f'(a) = f(f’((l —t)w+tz) —f’(a)) dr
0
tomando moédulos

lg(z,w) — f'(a)| |F(1=t)yw+1z) — f(a)] dr <€

N
o

puesto que el segmento [z, w]* C D(a,d) y por tanto \f’((l —w+1z) — f’(a)\ < ¢ para todo

t€[0,1].

Este lema permite ahora demostrar de forma cémoda el siguiente resultado.

3.32 Teorema de inversion local. Sea f una funcién holomorfa en un abierto Q, a un
punto de Q en el que f'(a) # 0. Entonces existe un abierto U C Q que contiene al punto
a verificdndose que

(1) f esinyectivaen U ylaimagen f(U) =V es abierto.

() La funcién ¢ = (f|y)~': V — C es holomorfa enV siendo ¢'(f(z))f'(z) = 1 para
todozc U.

Demostracién. Sea g la funcién del lema anterior. Por hipdtesis g(a,a) = f'(a) # 0. Sea
A =|f'(a)|- Puesto que g es continua también lo es |g|, luego existe & > 0 tal que D(a,8) C Q,
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yparaz,w € D(a,d) se cumple |g(z,w)| > A/2 > 0. Esta condicién implica que para z # w en
D(a,d) es

A
@) = W)= 3 lz—w| (3.7)
lo que pruebala inyectividad de f en D(a,d). Ademas g(z,z) = f'(z) # 0 para todo z€ D(a, d).

Sea U = D(a,d). Puesto que f es holomorfa y no constante en U, el teorema de la fun-
cién abierta nos asegura que f es abierta. En consecuencia f(U) =V es un conjunto abier-
to'y, ademds, la funcién ¢ = (f|y) "' : V — C es continua (lo que también se deduce inme-
diatamente de la desigualdad (3.7)).

Falta probar la derivabilidad de ¢. Sea w € V y tomemos una sucesiéon de niimero com-
plejos {w,} en V con w, # w que converja a w. La sucesion z, = ¢(w,) € U converge a
z=@(w). Por la inyectividad se tiene que z,, # z. Ahora bien

Own) —0Ww) _ @m—z 1 ]
Wp—w f(Zn) _f(Z) f(Zn) _f(Z) f/(Z)
n—2
lo que prueba que ¢'(w) = f’L(z) donde w = f(z2).

Podemos preguntarnos qué ocurriria en el teorema de inversién local si f/(a) = 0. Por
ejemplo, podemos considerar la funcién polinémica f(z) = z" cuya derivada se anula en
a =0 donde f tiene un cero de orden » y en cualquier entorno de cero la funcién f toma
cada valor exactamente n veces. Este comportamiento de la funcién f(z) = z" en un en-
torno de cero da una pista de lo que sucede en el caso general. Necesitaremos el siguiente
lema de interés por si mismo.

3.33 Lema. Toda funcién holomorfa que no se anula en un dominio estrellado tiene lo-
garitmos holomorfos en dicho dominio. En particular, tiene raices holomorfas de cual-
quier orden.

Demostracion. Sea Q un dominio estrellado y sea f € H(Q) tal que 0 ¢ (). En tal caso
f'@)
f(z)
estrellados, se sigue que dicha funcién tiene primitivas en Q. En virtud del teorema 1.49,
sabemos que esto equivale a que f tiene un logaritmo holomorfo en Q. Es decir, existe
g € H(Q) tal que exp (g(z)) = f(z) paratodo zeQ.DadomeNlafuncién h(z) = exp(g(z)/m)

la funcién

es holomorfa en Q y, en virtud del teorema de Cauchy para dominios
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es holomorfa en Q y verifica que

(h(z))" =exp(g(z)/m))" =exp(g(z))) = f(z)  paratodoze Q

es decir, 4 es una raiz m-ésima holomorfa de f en Q.

5]

3.34 Comportamiento local de una funcién holomorfa. Sea Q un dominio, a un pun-
to de Q y f una funcion holomorfa y no constante en Q. Sea m el orden del cero que
tiene en el punto a la funcion z — f(z) — f(a). Entonces existen & > 0 y € > 0 tales que
D(a,8) C Qyparatodow € D(f(a),e) \{f(a)} severifica que hay exactamentem puntos
7 € D(a,8), 1 <k < m, tales que f(z) = w.

Demostracion. Por la caracterizacién de los ceros de una funcién holomorfa sabemos
que

f(2)=fla) = (z—a)"¢(z)

siendo ¢ una funcién holomorfa en Q que no se anula en el punto g, ¢(a) # 0. Tomemos
p > 0 de forma que D(a,p) C QY ¢(z) # 0 para z € D(a,p).

El lema anterior nos asegura que ¢ tiene una raiz m-ésima holomorfa en el disco
D(a,p), esto es, existe g € H(D(a,p)) de forma que g(z)" = ¢(z) para z € D(a,p). Llame-
mos h(z) = (z—a)g(z). Evidentemente h € H(D(a,p)) y verifica f(z) — f(a) = h(z)".

Puesto que /'(a) = g(a) # 0 aplicamos el teorema de inversion local a # y encontramos
8 > 0 de forma que D(a,8) C D(a,p) y h es inyectiva en D(a,5). Ademds, como 0 € h(D(a,8))
que es un conjunto abierto por ser 4 holomorfa (teorema de la aplicacién abierta), existe
€ > 0 de forma que
D(0, /e) C h(D(a,d))

Tomemos ahora w € D(f(a),€)\ {f(a)} conlo cual 0 < |w— f(a)| < &. Sean {wy,...,w,}
las raices de orden m del nimero complejo w — f(a). Todas ellas se encuentran en el disco
D(0, {/e). Puesto que D(0, {/e) C h(D(a,d)) y h es inyectiva en el disco D(a, 8), existen exac-
tamente m puntos z, ...,z € D(a,d) tales que h(z;) = wy para 1 < k < m. De todo lo anterior
obtenemos

f(a) = fla) = (h(z))" =w— f(a)

conlo cual f(z;) = w parak = 1,...,m. Finalmente, es inmediato comprobar que

{ze€D(a,d): f(z) =w} =121, 2Zm}
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es decir, no hay otros puntos en D(a,8) cuya imagen por f sea w.

Observa que el caso particular de este teorema para el caso de un cero de orden 1
contiene parte del teorema de inversion local.

3.35 Corolario. Sea f una funcién holomorfa en un abierto Q y a un punto de Q. Equi-
valen:

(@ f'(a) #0

(b) f esinyectiva en un entorno dea.

Demostracion.

(a) = (b) Es el teorema de inversién local.

(b) = (a) Si fuese f'(a) = 0 entonces la aplicacién z — f(z) — f(a) tendria un cero en a
de orden al menos 2. El teorema anterior afirma que en estas condiciones f toma
cualquier valor en un entorno de a al menos dos veces, luego no seria inyectiva en
contra de lo supuesto.

En variable real una funcién derivable en un intervalo I con f’(x) # 0 para todo x € /
es inyectiva en I. El reciproco no es cierto como lo prueba la funcién x — x3. En variable
compleja acabamos de probar que esto ocurre al contrario, una funcién holomorfa in-
yectiva en Q tiene derivada no nula en todo punto de Q, mientras que el reciproco no es
cierto como le ocurre a la funciéon z — e*.

3.36 Teorema de inversion global. Sea f una funcion holomorfa en Q e inyectiva. En-
tonces f es una biyeccion biholomorfa de Q sobre f(Q).

Demostracién. El corolario anterior nos asegura, gracias a la inyectividad, que f/(z) # 0
para cualquier z € Q. Puesto que f es inyectiva existe su inversa. El teorema de inversién
local nos garantiza que f es localmente invertible de forma holomorfa, luego f~! es ho-
lomorfa en f(Q).
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3.5.1. FEjercicios resueltos

Ejercicio resuelto Sea f € #H(C) y supongamos que para cada z € C hay alguna deri-
vada de f que se anula en z. Prueba que f es una funcién polinémica.

Ejercicio resuelto Sea f:D(0,1) — C una funcién holomorfa y no constante. Se de-
fine
M(r) =max{|f(2)|: |lzZ] =r} (0O<r<1).
a) Prueba que la funcién M es estrictamente creciente.
b) Supongamos que hay un nimero natural, », tal que paratodo r €]0, 1[ es M (r) = 1",

y deduce que f(z) = az” para todo z € D(0,1), donde o € C con |a| = 1.

Ejercicio resuelto Sean Q; y O dos abiertos del plano, f € H(Q;) con f(Q;) C Q,,y
u € A(Qy). Prueba que la composicién uo f es armoénica en Q.

Ejercicio resuelto Sea u una funcién arménica en todo el plano y supongamos que
existen ntimeros reales positivos, a, b, tales que u(z) < a|log|z|| + b para todo z€ C*.
;Qué puede afirmarse de u?

Ejercicio resuelto Sea f una funcién continua en el disco unidad cerrado y holo-
morfa en su interior, tal que f(z) =0 para todo z = exp(it) con 0 < ¢ < n/2. Prueba
que f(z) = 0 para todo z € D(0,1).

Solucién.
La simetria del problema lleva a considerar la funcién g(z) = f(z)f(iz) f(—iz) f(—z).
Veamos que g se anula en la circunferencia unidad.

Sea z = ¢!, entonces:

a) Si —m <t < —m/2,es f(—z) = f(elTM) = 0.

b) Si —m/2 <1 <0, es f(iz) = f(e+7/2) = 0.

c)Si0o<r<m/2,es f(z) =0.

d)Sin/2 <t < m es f(—iz) = f(ei(tfn/z)) =0.

Deducimos que g(z) = 0 para todo z € C(0,1)*. Como g es holomorfa en D(0,1), que

es un dominio acotado, y es continua en D(0, 1); en virtud del principio del médulo
maximo, sabemos que:

max{|g(z)| : 2 € D(0,1)} = max{|g(z)| : 2€ C(0,1)*} =0

y concluimos que g(z) = 0 para todo z € D(0, 1).
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Sea0 < p < 1,yz#0tal que |z] < p. Puesto que g(z) = 0, se sigue que alguno de los
numeros f(z), f(iz), f(—iz), f(—z) es igual a cero 'y, como | +iz| = | +z| = |z| < p, con-
cluimos que f se anula en algtin punto de D(0,p)\{0}, es decir, si Z(f) es el conjunto
de los ceros de f en D(0,1), hemos probado que 0 € Z(f)' N D(0,1). El principio de
identidad implica que f(z) = 0 para todo z € D(0, 1) y, por continuidad, concluimos
que f(z) = 0 para todo z € D(0,1).

También puede procederse como sigue: supongamos, razonando por reduccién al
absurdo, que f no es idénticamente nula en D(0, 1). Sabemos que en tal caso, como
consecuencia del principio de identidad, el conjunto 4 = {z€ D(0,1): f(z) =0} es
numerable. Evidentemente:

{zeD(0,1): g(z)=0} =AU (iA)U(—A)U(-iA),

y, segun hemos probado, {z€ D(0,1): g(z) =0} = D(0,1). Lo cual lleva a contradic-
cién porque D(0,1), que es un conjunto no numerable, no puede ser igual al con-
junto AU (i4) U(—A4)U(—iA4) el cual es numerable por ser unién finita de conjuntos
numerables. @)

Ejercicio resuelto Sea f una funcién no constante, continua en el disco unidad cerra-
do y holomorfa en su interior, tal que |f(z)| = 1 siempre que |z| = 1. Prueba que
f(D(0,1)) =D(0,1)..

Sugerencia: Sea U = f(D(0,1)). Justifica que U = UND(0,1).

Solucion.

Como f es holomorfa en D(0, 1), que es un dominio acotado, y es continua en D(0, 1);
en virtud del principio del médulo maximo, sabemos que:

max{|f(z)| : 2€ D(0,1)} = max{|f(z)| : 2 € €(0,1)"}

y concluimos que |f(z)| <1 para todo z € D(0,1), es decir!, £(D(0,1)) C D(0,1). Ade-
mads, como f no es constante, el mismo principio nos dice que ha de ser |f(z)| <1
siempre que |z| < 1; es decir U = f(D(0,1)) C D(0,1) (alternativamente: sabemos, en
virtud del teorema de la aplicacién abierta, que U es abierto y, al estar contenido
en el disco unidad cerrado, debe de estar contenido en su interior D(0,1)). Hemos
probado que U C UND(0,1).

Para probar la inclusion contraria, sea w € N D(0, 1). Por definicién de adherencia:
w=1im{w,} donde w, € U, es decir, w, = f(z,) para z, € D(0,1). Como la sucesién
{z,} es acotada, en virtud del teorema de Bolzano-Weierstrass, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que es convergente (en otro caso bastaria sustituirla por
una parcial suya convergente). Sea, pues, lim{z, } = z. Naturalmente, z€ D(0, 1) y, por
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continuidad de f, es f(z) =w. Ademds, como |w| < 1, se sigue de las hipédtesis hechas,
que ha de ser |z| < 1. Concluimos asi que w= f(z) € f(D(0,1))=U.

Hemos probado que U = UND(0,1). Se sigue que U es abierto (teorema de la apli-
cacion abierta) y cerrado relativo a D(0,1) y, por conexién, ha de verificarse que
U=D(0,1). Como f(D(0,1)) es cerrado por ser la imagen continua de un compacto,
y f(D(0,1)) 2 U=D(0,1), deducimos que f(D(0,1)) 2 D(0,1) y, finalmente, conclui-
mos que f(D(0,1))=D(0,1). ©

Ejercicio resuelto Sea f una funcién entera no constante y supongamos que hay un

nimero complejo o # 1 tal que f(z) = f(0z) para todo z€C.
a) Prueba que, f(z) = f(oz) para todo n€Zy todo z€ C, y deduce que, necesaria-
mente, || = 1.

b) Justifica que el conjunto {a" : n€Z} es finito y, por tanto, existe m € N tal que
o =1.

c) Sea m el menor nimero natural tal que o = 1. Justifica que hay una funcién
entera g tal que f(z) = g(z") para todo zeC.

3.5.2. Ejercicios propuestos

124.

125.

126.

127.

Sea f una funcién holomorfa no constante en el disco D(a,R). Para 0 < r < R defi-
namos

M(r) = max{|f(z)|: [z—a| =r}  A(r) =midx{Ref(z):|z—a| =r}

Prueba que las funciones r — M(r) y r — A(r) son estrictamente crecientes. Si se su-
pone que f es una funcién entera no constante entonces HT M(r)= HT A(r)=+o0.
r— oo F—-100

Sea Q un dominio acotado del plano y { f,,} una sucesion de funciones continuas en
Q y holomorfas en Q. Prueba que si {f,} converge uniformemente en la frontera de
Q también converge uniformemente en Q.

Sean Q; y Q, abiertos del plano, g: Q; — C continua con g(Q;) CQ y f € H(Q,) tal
que f'(z) # 0 Vz € Q,. Prueba que si f o g es holomorfa en Q; también lo es g.

Sea f una funcién entera tal que f(z) € R para |z| = 1. Prueba que f es constante.
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128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

Sean f,g:D(0,1) — C funciones holomorfas en el disco abierto unidad y continuas
en el disco cerrado unidad. Se supone que para |z| = 1 se verifica que g(z) = f(z).
Prueba que fy g son constantes.

Sea f € H(C*) tal que lfr%f(z) = lim f(z) = oo. Prueba que f tiene un cero en C*.
Z—

7—00
Justifica que no puede existir una funcién f€ #(D(0,1)) tal que para todo w con

|w| =1 se tenga lim f(z) = oo.
7—w

Sea f € H(D(0,1)) y verificando que |f(z?)| > | f(z)| para todo z€ D(0, 1). Prueba que
f es constante.

;Verdadero o falso?

a) Si feH(C)yRe(f) estd acotada entonces f es constante.
b) Si fe H(D(0,1)) yRe(f) estd acotada entonces f estd acotada.

Describir las funciones f holomorfas en C* que verifican lin% fl@)=00 vy |flz)] =1
siempre que |z| = L. )
SeaQ={z€C:|Rez| < 1,|Imz| <1}, ysea f: Q — C una funcién continua en Qy

holomorfa en Q verificando que f(z) = 0 siempre que z € Q y Re z = 1. Prueba que
f(z) =0 paratodo z € Q.

Sugerencia: considera la funcién g(z) = f(z) f(iz) f(—z) f(—iz)-
Sea f una funcién polinémica de grado »n > 1. Supongamos que |f(z)| < 1 siempre

que |z| = 1. Pruébese que | f(z)| < |z|" siempre que |z] > 1.

Sea f una funcién entera acotada en el conjunto de puntos (R+iZ)U(Z+iR). Jus-
tifica que f es constante.

Sea f una funcién entera no constante. Dado un nimero p > 0, definamos:

Ey={z€C:|f()| <p}, F={zeC:|f(x)|<p}
a) Prueba que la adherencia de E, es igual a F,,.
b) Justifica que en cada componente conexa acotada de E, hay por lo menos un

cero de f.

Sea Q= {z€C:|zl > 1}, y f: Q — C una funcién continua en Q, holomorfa en Q
y que tiene limite finito en infinito. Justifica que la funcién |f| alcanza un méaximo
absoluto en un punto de la circunferencia unidad y que, si f no es constante, la
funcién ¢ definida para todo r > 1 por

¢(r) =max{|f(2)] : [z| = r}

es estrictamente decreciente.
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139. Sea Q un abierto del plano, f € H(Q) y zo € Q. Prueba que en cualquier entorno de
f(b) = f(a)
b—a
140. Sea f holomorfa en un abierto Q, a € Qy f’'(a) # 0. Prueba que, para r > 0 suficien-
temente pequefio, se verifica que:

z0 hay puntos a, b tales que f/(zo) =

2mi 1
ORI oh
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Capitulo 4

Forma general del teorema de Cauchy

4.1. Introduccion

En este capitulo pretendemos dar respuesta a los dos problemas siguientes:

1. Caracterizar los caminos cerrados yen un abierto Q tales que f f(z)dz =0 para toda

Y
funcién f holomorfa en Q.

2. Caracterizar los abiertos Q tales que f f(z)dz =0 para todo camino cerrado yen Q y

Y
toda funcién holomorfa f en Q. Equivalentemente, caracterizar los abiertos en los

que se verifica que toda funcién holomorfa tiene primitivas.

Supongamos que y es un camino cerrado en un abierto Q y se verifica que f f(z)dz=0

Y
para cualquier funcién f holomorfa en Q. Entonces, como caso particular, si z es un punto

que no estd en Q la funcién w —

es holomorfa en Q, luego deberd cumplirse que
w—z

1
——dw =0
w—z

Si ahora f es una funcién holomorfaen Qy z € Q, la aplicacién

{f(W)—f(Z) ctw

w—2z

f'(@) z=w
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es holomorfa en Q (pues es continua en Q y holomorfa en Q\ {z} por lo que el teorema
de extension de Riemann nos asegura que es holomorfa en todo Q) y debera ser

L1,
w—2z
Y

Supuesto que z ¢ Y* tenemos que

0= J—f(wm);:f@ dw = J f(w)' dw — f(z) ;dw

de donde . o)
w
——dw= [ —d
J‘(Z)fw_Z w ) w
Para el caso de que v sea la circunferencia frontera de un disco contenido en Q y z per-

. . 1 . .
tenezca a dicho disco sabemos que j— dw =2mi por lo que la igualdad anterior es la
w—2
Y

conocida férmula de Cauchy para una circunferencia. En el caso general, la igualdad an-
terior nos proporciona una representacion integral de f conocidos sus valores sobre un
cierto camino cerrado .

Queda claro, por estas consideraciones, que para responder a los problemas plantea-

dos debemos empezar estudiando la integral f ——dw donde z & y*.
w—z
Y

Seay: [a,b] — Cuna curvaregular cerraday z ¢ y*. Pongamos 6(¢) = y(¢) — z. Tenemos

b / b /!
[Law= [ W4 =2 ) 4
G Wz S y(1)—z o(t)
Esta igualdad nos indica que debemos buscar un logaritmo derivable de c. Para ello es
suficiente, por ser ¢ derivable (ver proposicién 1.47), que encontremos un argumento
continuo de o, es decir, una funcién 9 : [a,5] — R continua en [a,b] y 9() € Arg(o(t)) para
todo 7 € [a,b]. Supuesto encontrado tal argumento continuo, definimos ¢(7) = log [o(¢)| +
i%(t). La funcién ¢ asi definida es un logaritmo derivable de 6 y

a

10
0=

lo que nos permite calcular la integral anterior sin més que aplicar la regla de Barrow

paratodot € [a,b]

%ﬂ dw = @(b) — ¢(a) =log|o(b)| +id(b) —log|o(a)| — id(a) = i(O(D) —B(a)) = i2kn

La dltima igualdad es consecuencia de que ¥(a) y 8(b) son argumentos del mismo ntime-
ro complejo 6(a) = 6(b) luego su diferencia es un multiplo entero de 2.
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Hemos justificado la igualdad

L 1 9(b)—da)
%szdw_ 21 —kez

siendo ¥(¢) un argumento continuo de y(r) —z.

El niimero entero k que aparece es intuitivamente el niimero de veces que la curva ¢
rodea al origen o equivalentemente el ntimero de veces que yrodea al punto z.

Para formalizar nuestro razonamiento lo inico que necesitamos justificar es que la
curva ¢ tiene argumentos continuos. De esto nos ocuparemos a continuacion.

4.2. Indice de una curva cerrada respecto de un punto

4.1 Teorema. Toda curva v : [a,b] — C* tiene argumentos continuos. Es decir, exis-
te una funcién 9 : [a,b] — R continua y que verifica que %(t) € Arg(y(t)) para todo
t € [a,b]. Ademds si 1, O, son dos argumentos continuos de Yy entonces se verifica que
91(b) — 91 (a) = B2(b) — D:(a)-

Demostracion. Definimos p = min{|y(¢)| : a <7 < b} > 0y, por continuidad de vy, sea
8> 0 de forma que si |s — | < § entonces |y(s) —7(t)| < p.Seatp=a<t; <---<t,=buna
particién de [a,b] tal que 1y — | < § para 1 < k < n. En cada punto y(#) de la curva vamos
a centrar un disco Dy = D(Y(#),p). Por la definicién de p, 0 ¢ D, para ningan & y, ademads,
por la eleccién de § se tiene que y(¢) € Dy paraf;_; <t < ;. De esta forma hemos cubierto
la curva por una serie de discos que se cortan dos a dos (ver figura 4.1).

Figura 4.1: Construccidn de un argumento continuo

- ~
s
4

Puesto que el disco D; es un dominio estrellado que no contiene al cero existe un
logaritmo holomorfo de la identidad, equivalentemente hay un argumento continuo de
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la identidad, esto es, existe para cada k una funcién A; : Dy — R continua cumpliendo
Ar(z) € Arg(2).

Consideramos ahora para cadak, 9 : [tx—1,%] — R dada por 9 (t) = Ax(Y(t)) € Arg(y(¢)).
Definida ¢, debemos ajustar 9, para que no perdamos la continuidad en el punto #,. De
la misma forma debemos ajustar 93 para no perder la continuidad en 1, etc.

Para hacer esto llamemos 2wy, = O () — 941 (fx) y definimos ¥ : [a,b] — R como sigue:

(1) = 91(1) th=a<t<n
B(t) = 0a(t) +27m0my n<t<n
(1) = V3 (t) +21(my +my) Hh<t<t

ﬁ(t):ﬂn(t)—i_ZTt(ml+m2+"'+mnfl) tnfl gtgtn:b
En general
k1
V() =%(t)+2nY m;  no<t<u k=1...n
j=1
Con ello es claro que 9 es un argumento continuo de yen [a, b].

Ahora, si 9 y ¥, son dos argumentos continuos de y en [a,b], entonces la funcién

By (1) —Ba(2)
2n

tante, esto es, existe k € Z tal que 8 () = 02 (¢) +2kn por lo que 8, (b) — 01 (a) = B2(b) — D2 (a).

es continua en el intervalo [a, ] y toma valores enteros, luego debe ser cons-

Observacion

No hay que confundir un argumento continuo de una curva y con un argumento con-
tinuo en el soporte dey. Asi, si y(¢) = e/, la funcién 9(t) =t para —n <t < Tes un argumen-
to continuo de y pero en la imagen y* = C(0, 1)* sabemos que no hay ningtin argumento
continuo.

Naturalmente, si se conoce un argumento continuo, 9, en un conjunto del plano que
contenga al soporte de una curva vy, entonces se dispone de un argumento continuo de v,
a saber, r — O(y(¢)). Por ejemplo, si y* NR, = @, entonces ¢ — arg(y(r)) es un argumento
continuo de .

El resultado anterior motiva la siguiente definicion.

4.2 Definicién. Sea y una curva definida en un intervalo [a,b]. Supongamos que z € v* y
sea ¥ un argumento continuo de la curva y— z. Se define la variacion del argumento de z
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a lo largo dey como el niimero
Ay(z) = B(b) = B(a)

Cuando la curva y es cerrada, se define el indice de z respecto dey como el namero entero

iy ) = 220 _ 8(0) 9@

Geométricamente, 9(r) es una medida del &ngulo que forma con el eje de abscisas el
segmento que une z con Y(7). Cada vez que y da una vuelta completa alrededor de z en
sentido contrario al de las agujas del reloj ¥(¢) aumenta en 2n y si la vuelta es en el sentido
de las agujas del reloj 9(¢) disminuye en 27. Por ello, como ya observamos antes, Indy(z)
representa el niimero de veces que la curva y rodea al punto z teniendo en cuenta que
vueltas alrededor de z en sentido opuesto se cancelan.

El teorema anterior nos asegura que el indice estd bien definido y no depende del
argumento continuo que escojamos.

4.3 Propiedades del indice. Dada una curva cerraday: [a,b] — C, la funcién definida
paraz € C\y* porz— Indy(z) tiene las propiedades:

1. Escontinuay por tanto es constante en cada componente conexa de C\ y*.

2. Vale cero en la componente no acotada de C\ y*.

Demostracion.

1. Seazo € v* y p = min{|y(t) —z0| : @ <t < b}. Tenemos que p > 0y D(z¢,p) C C\ y*. Sea
z € D(zo,p) fijo en lo que sigue. Podemos escribir

Y(t)—z= (Y(t) —z20) =~
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Observemos que

’1— V(1) — 2 <1

Y(t) —zo0

_ ’ 7—20
Y(t) —zo

J((tt))i_z € D(1,1), disco que esta contenido en el semiplano de
~ 7

la derecha donde el argumento principal es continuo.

luego para todo ¢ € [a, ],

Sea ¥y un argumento continuo de la curva y— zo. Definimos

v(1) -z )
V(t) = Volt) +arg | ——~——
() = ou(0)-+arg ( FO=5
Tenemos entonces que ¥ asi definida es continua y ademds es un argumento de
Y(t) — z. Ahora, como 8(b) — (a) = 9y(b) — Vo(a), resulta que Indy(z) = Indy(zo) para to-
do z € D(zo,p). Hemos probado asi que la funcién z — Indy(z) es localmente constante,
luego es continua.

2. Sea R > 0 tal que |y(r)| < R para todo ¢ € [a,b] y elijamos zo de modo que Rezp < —R.
Evidentemente z ¢ Y* y luego Re(y(¢) —zo) > 0. Hemos trasladado la curva al semiplano
de la derecha. En dicha region tenemos un argumento continuo, el argumento principal.
Definimos

B(r) = arg(Y(r) —z0)

que es un argumento continuo de y—zo y ademds 9(a) = 9(b), por tanto, Indy (zo) = 0.

Ahora bien, zg € {z € C: Rez < —R} que es un conjunto conexo no acotado contenido en
C\ y* y por tanto estd contenido en la componente no acotada de C\ y*. Como el indice
es constante en componentes conexas deducimos que Indy (z) = 0 para cualquier z en la
componente conexa no acotada de C\ y*.

Al comienzo del capitulo obtuvimos una expresion integral del indice de una curva
respecto de un punto, que vamos a recoger en el siguiente resultado.

4.4 Proposicioén. Sea v: [a,b] — C un camino cerrado y z un punto que no estd en su
soporte. Entonces

1 ¢ 1
Indy(z) = — | ——dw
nY(Z) 27u'(yj w—2z "

Demostracion. Sea ¢ un argumento continuo de la curva y—z. Entonces

¢(r) = log|y(r) —z[ +id(r)
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es un logaritmo continuo de y(¢) —z. Seaa =17 <1 < --- <t, = b, una particién del inter-

valo [a,b] de forma que vy, | ,) es derivable. Entonces ¢, = @[, , ;) es derivable y

= ) , -1 <t <Ig
—Z

Integrando

n

11 1y 1 (1) 1
%Jw—zdw =3 729 = g2 = o 2 ()~ ula) =

k=1

= 5 (logy(b) — 2| +i0(b) —log (@) — 2| — 1B(a)) = (ya que y(a) =¥(5)) =

= _i(9(b) ~ B(a)) = Indy 2)

4.2.1. Cadenas

En lo que sigue nos va a interesar integrar en varios caminos al mismo tiempo por lo
que es conveniente introducir la terminologia de “cadenas”. Una cadena es una combi-
nacion lineal formal con coeficientes enteros de caminos, es decir, una expresion de la
forma

I'=mm +maYo + -+ myYy

donde cada v; es un camino y cada m; es un entero. El simbolo “+” que hemos escrito
en la expresion anterior no representa a la suma de funciones ni a la yuxtaposiciéon de
caminos, es una manera de decir que la cadena I" estd formada por varios caminos. Por
ejemplo, podemos considerar la cadena

['=C(0,1)+C(i,2) —2C(1+i,1/2)
que estd formada por tres circunferencias, la dltima de ellas considerada dos veces y re-

corrida en sentido contrario.

Se define ademas el soporte de ', que notaremos I'*, como

[ = Uy U---UY,

v la longitud de T por
q

or) =" |myle(v))

J=1
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Por definicidn, para integrar una funcién sobre una cadena se integra la funcién sobre
cada uno de los caminos que forman la cadena y se suman dichas integrales.

q
[F@)az=3"m; [ f(z)az
r =1 vj
Dadas dos cadenas I'y £ = k;0; + --- + k,0,, entonces su suma es otra cadena com-
puesta por todos los caminos que forman I" y todos los que forman X:
C+Z=myi+---+mg¥y+kici+---+k,0,
Evidentemente se cumple

f f(z)dz = ff(Z)dz +ff(Z)dz
Y

I+ T
Es cierta también la acotacién bdésica, esto es, si M = max{|f(z)| : z € T'*} entonces

j f(z)dz| < oD)M
I

Como caso particular de cadenas tenemos los ciclos. Un ciclo es una cadena formada
por caminos cerrados. En el ejemplo anterior I" era un ciclo pues estaba formado por
circunferencias.

SiT es un ciclo se define el indice de un punto z ¢ I'* respecto aI” como la suma de los
indices del punto z respecto a cada uno de los caminos que forman el ciclo.

q
Indr (Z) = Z m; Il’ldyj (Z)
j=1

4.5 Proposicién. Dado un ciclo T, la funcién z — Indr(z) es continua, luego constante
en componentes conexas de C\T'* y vale0 en la componente conexa no acotada.

4.6 Definicién. Dos cadenas X y I" se llaman equivalentes si para toda funcién f continua
en L*UI™ se verifica que ff(z) dz = ff(z) dz.
) r

4.7 Definiciéon. Dado un abierto Q ¢ Cy un ciclo I en Q, diremos que I' es nulhomdélogo
respecto de Q si el indice de I" con respecto a todo punto que no esté en Q es cero:

Indr(z) =0  paratodoze C\Q
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4.3. Forma general del teorema de Cauchy y de la férmula
integral de Cauchy

A continuacién demostraremos el teorema principal del capitulo que afirma que la
integral de toda funcién holomorfa en un abierto sobre un ciclo nulhomélogo respecto de
dicho abierto vale cero y ademads establece una representacion integral de dicha funcién.
La demostracién que veremos es del afio 1971 y se debe a J. D. Dixon.

4.8 Lema. Dados un abierto Q, una cadenal" y una funcién continua F : QxI'* — C,
definamos
h(z) = JF(z,w) dw paraz € Q
r

Entonces h es continua en Q.
Si ademds para cadaw € T* la funcion F,, : Q — C dada por F,,(z) = F(z,w) es holomorfa
enQ, entoncesh € H(Q).

Demostracion. Sea zo € Q y sea sucesion {z,} una sucesion de puntos de Q convergente
a zo. Tenemos que

h(zn) = h(z0)| =

jF(zn,w)—F(zO,w)dw <A(T) max{|F(zn,w) — F(zo,w)|: weT*}
r

Como el conjunto K = {{z,: n€ N}U{zo} } xI'* es compacto (producto de compactos), F
es uniformemente continua en K. Dado € > 0, existe 3 > O tal que si|z—z'| <8y |w—w'| <3
entonces |F(z,w) — F(z',w’)| < &. Sea ahora ng tal que paran > ng es |z, — zo| < 6. Entonces
tenemos que |F(z,,w) — F(z9,w)| < € para todo n > ng y para todo weI'*, por lo que

|h(zn) — h(zo)] < €(D)e

para todo n > ng. Luego {h(z,)} — h(zo) lo que prueba la continuidad de  en z( y por ser
este punto arbitrario obtenemos la continuidad en Q.

Para la segunda afirmacién apliquemos el teorema de Morera. Tomemos un tridngulo
A(a,b,c) C Q. Tenemos

[ n@yaz= |

labic.l la,b,c,d]

fF(z,w)dw] dz Qf [ Fzw)dz | dw = [0dw =0
r r

r a,b,c,al

va que F,(z) = F(z,w) es holomorfa en Q luego, por el teorema de Cauchy-Goursat, la
integral a lo largo de la frontera de un tridngulo contenido en Q es nula.
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164 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

Resta justificar la permutacién de integrales en (). Por la linealidad de la integral bas-
ta probarla para dos caminos y: [a,b] — C, 6 : [¢c,d] — C cualesquiera.

flfrem]

F

y’(t)dt] o'(s)ds =

c

f

(o(s),v(1))
F(o(s),y(t))c/(s)ds] Y(yde = | lfF(z,w)dz] dw
Y

C

f
f

4.9 Forma general del Teorema de Cauchy y de la Formula Integral de Cauchy. Sea Q
un abierto enC, T un ciclo en Q nulhomologo respecto de Q. Entonces para toda funcion
holomorfa f en Q se verifica:

M jf(zmz —0
T

(1) f(z) Indr(z) = Zim j v]:(iV)z dw, para todoz € Q\T'*
r

Demostracion. [Demostracion (J. D. Dixon 1971)] Definimos F : Q x Q — C como

fw) = f(z)
F(z,w):{—w—z TFW
f'(2) z=w

Sabemos que F asidefinida es continua en Q x Q. Fijado weQ, es claro que F,, € H (Q\ {w}).
Pero F,, es continua en Q luego, por el teorema de extensién de Riemann, F,, es holomorfa
en Q.

Ahora definimos # : Q — C por
h(z) = IF(Z,W) dw (z€e Q)
I

Por el lema anterior & € H(Q). Consideremos el conjunto Qp = {z € C\T'* : Indr(z) = 0}
que es abierto por ser unién de componentes conexas de C\I'*. La hipétesis de que I es
nulhomdlogo respecto a Q nos dice que C\ Q C Qg y por tanto QU Q = C. Sea entonces

F()ZQ()XF*—>(C
fw)

w—2z

(z,w) — Folz,w) =
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F, estd bien definida ya que w — z # 0 por ser Qo NIT'* = @ y ademas es continua. Fijado
weT™, Ry, € H(Q) ya que se trata de una funcién racional.

Sea

ho(z) szo(z,w)dw :jva(—ividw
r r

Aplicando el lema anterior obtenemos que iy € #(Qy). Por tltimo definimos
h(z) zeQ
0(z) =
ho (Z) 7€ Q

Veamos que ¢ estd bien definida, es decir, si z € QN Qq entonces k(z) = h(zo). Pero esto es
ciertoyaquesize QNQpentoncesz ¢ 'y

h )!wdw deff(Z)f jf £(z) Indp(2)2mi = ho(z)

w—2z _Z

ya que z € Qo y por tanto Indr(z) = 0. Concluimos que ¢ es entera ya que es holomorfa en
QuUQy=C.

Sea R > 0 tal que |w| < R para cualquier w € I'*. Si z € C es tal que |z| > R, entonces z
estd en la componente conexa no acotada de C\I'* y, por tanto, estd en €. Luego

1) 4

w—
a Z

9(z) = ho(z) =

Poniendo M = méax{|f(w)| : w € I'*}, y teniendo en cuenta que |w—z| > |z| — R para todo

wel*, tenemos que
M
)| <UD)——
9] < (D)
Tomando limite para z — oo deducimos que lim ¢(z) = 0, lo cual implica que ¢ estd aco-
7—0
tada. El teorema de Liouville fuerza a que ¢ sea constante pero dicha constante debe ser
0. Obtenemos, por tanto, que 4(z) = 0 para todo z € Q. Tomemos un punto z € Q\I'* en-

tonces

FOD =) gy (10D g gy [ L
w—2z LWz LWz
(z)Indr(z) 2mi
r
despejando obtenemos la férmula general de Cauchy:
flw ‘
£(z) Indr(z ij 7Zdw paratodoze Q\T
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Por otra parte si tomamos a € Q\I'* y le aplicamos a la funcion g(z) = (z—a) f(z), que
es holomorfa en Q, lo que acabamos de probar para f en el punto a obtenemos:

T omi w—a

0=g(a)Indr(a) = L\[(V‘)L)f(w)dw = %jf(w)dw
r r

Es comodo introducir la siguiente terminologia.

4.10 Definicién. Dos ciclos I', £ en un abierto Q se dicen homoldgicamente equivalentes
respecto de Q si se verifica que

Indr(z) = Indx(z) paratodozeC\ Q

El teorema de Cauchy que acabamos de probar afirma que si I, X son ciclos en un
abierto Q homolégicamente equivalentes respecto de Q, entonces j flz)dz = j f(z)dz
r )

para toda funcién f € #(Q). En lo que sigue vamos a ver como este teorema permite re-
ducir el célculo de integrales de funciones holomorfas sobre caminos cerrados al célculo
de integrales sobre circunferencias. El siguiente ejemplo es ilustrativo de esto.

4.11 Ejemplo. Sea el abierto Q el plano complejo C al que le hemos quitado tres puntos
a, by c. Pretendemos calcular la integral de una funcién holomorfa en Q a lo largo del

camino I' que se presenta en la figura 4.2

Figura 4.2: Un camino complicado

Teniendo en cuenta que el indice de los puntos g, b y ¢ respecto de I es el nimero
de veces que T los rodea (teniendo en cuenta que el sentido es positivo si los rodea en
sentido contrario al de las agujas del reloj) a la vista de la figura tenemos:

Indr(a) = 17 Indr(b) = 2, Indr(()) =-1
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Consideremos las circunferencias C(a,p), C(b,p) y C(c,p) que se presentan en la figura
y formemos el ciclo
r= C(d,p) +2C(b7 p) - C(C, p)

El ciclo X es homolégicamente equivalente al ciclo I" respecto de Q. El teorema de Cauchy
nos dice que en estas condiciones para cualquier funciéon holomorfa en Q, f, se cumple
que

j f(z)dz=j f(z)dz = j flz)dz +2 f f(z)dz — f f(z)dz
r z C(a,p) C(b,p) C(c.p)

De esta forma hemos reducido el cédlculo de la integral de cualquier funcién holomorfa
sobre el camino I a tres integrales sobre circunferencias. Observa, ademads, que podemos
tomar las circunferencias de radio tan pequefio como queramos. Esto nos dice que es el
comportamiento de f en un entorno reducido de los puntos a, b y ¢ el que determina el
valor de la integral de f sobre cualquier camino cerrado. Volveremos sobre esta idea al
estudiar las singularidades aisladas de una funcién holomorfa. O

4.12 Definicién. Un abierto Q se llama homoldgicamente conexo si todo ciclo en Q es
nulhomélogo respecto de Q.

Aunque en la definicién se han considerado ciclos podemos limitarnos a caminos
cerrados, es decir, un abierto Q es homolégicamente conexo si todo camino cerrado en Q
es nulhomologo respecto de Q. Intuitivamente, un abierto es homolégicamente conexo
si no tiene “agujeros”. Por ejemplo, un disco o un semiplano son conjuntos homolégica-
mente CONexos.

El nombre de “homolégicamente conexo” induce a pensar que este concepto implica
conexidon. Esto no es cierto; por ejemplo, dos discos abiertos disjuntos forman un abierto
homolégicamente conexo pero evidentemente no forman un conjunto conexo.

4.13 Teorema. Sea Q un abierto en C. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(a) Q es homoldgicamente conexo.

(b) Laintegral de toda funcion holomorfa en Q sobre cualquier ciclo en Q es nula.
(c¢) Toda funcién holomorfa en Q tiene primitivas en Q.

(d) Toda funcion armonica en Q es la parte real de una funcién holomorfa en Q.

(e) Toda funcion holomorfa que no se anula en Q tiene logaritmos holomorfos en Q.
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Demostracion.
(a)= (b) Es el teorema de Cauchy (teorema 4.9).
(b)=(c) Consecuencia de la caracterizacion de existencia de primitivas (teorema 2.10).
(c)= (d) Es consecuencia de la proposicién 3.17.

(d)= (e)Sea f € H(Q) con f(z) # 0 parazeQ. Consideremos un disco D(a,r) C Q. Como
consecuencia del lema 3.33 existe g € #(Q) tal que exp (g(z)) = f(z) para todo z€ D(a,r).
Por tanto log|f(z)| = Re (exp (¢(z))) para todo z€ D(a,r) y, por tanto, log|f(z)| es armoéni-
ca en D(a,r). Como esto es cierto para cualquier disco abierto contenido en Q conclui-
mos que log|f(z)| es armoénica en Q. Por hip6tesis existe una funcién i € #H(Q) tal que
exp (h(2))

f(2)

log|f(z)| = Reh(z) para todo z € Q. Definamos ¢ : Q — C por ¢(z) = . Tenemos

que

_|exp(h(z))| exp(Reh(z)) exp(log|f(z)|)
e@O=rer T el el

lo que, en virtud de la proposicién 1.31, implica que ¢ es constante en cada componen-
te conexa de Q y por tanto ¢’(z) = 0 para todo z € Q. Calculando ¢’(z) obtenemos que
f')

h'(z) =
) f(z)

fos en Q.

lo que, en virtud del teorema 1.49, implica que f tiene logaritmos holomor-

()= (a) Sea z ¢ Q. La funcién w — w — z es holomorfa y no se anula en Q, por lo que
existe una funcién g € #H(Q) tal que exp (g(w)) = w — z para todo w € Q. Pero entonces

1 1
g'(w)=——porlo que J o dw = 0 para todo camino cerrado yen Q.
w—=z —Z
Y

Si v es un camino cerrado en un abierto Q y lo sometemos a una “pequefia deforma-
cién” obteniendo un nuevo camino cerrado yen Q, parece intuitivo que el ciclo y—7 debe
ser nulhomologo respecto de Q o, lo que es igual, Indy(z) = Ind;(z) para todo z ¢ Q. En otras
palabras, es razonable pensar que el indice es también una funcién continua del camino
v. Los resultados que siguen precisan esta idea. En la demostracién de estos resultados se
aprecia la gran ventaja de haber definido el indice para curvas cerradas cualesquiera y no
solamente para caminos cerrados.
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4.14 Lema. Seanv, 6 : [a,b] — C curvas cerradas y seaz€ C\ {y* Uc*}. Supongamos que
ly(t)—o(t)| < |y(t) —z| paratodot e [a,b]

EntoncesIndy(z) = Inds(z2).

Demostracion.

o(r) ~z = (¥(1) —z>;’((3 — =0-2 <1+ %)

Sea ¥ un argumento continuo de y—z en [a, b]. Teniendo en cuenta que el niimero
o(t) —v(1)
V() =z
estd en el disco D(1,1) y, por tanto, estd en el semiplano de la derecha, se sigue que la

funcién A : [a,b] — R dada por A(r) = 0(r) +arg(w(r)) es un argumento continuo de 6 —z
en [a,b]. Como w(a) = w(b) se sigue que

w(t)=1+

Mb) —Ma) = D(b) +arg(w(b) — ¥(a) —arg(w(a)) = B(b) — B(a)

es decir, Indy(z) = Inds(2).

4.15 Definicién. Se dice que dos curvas cerradas v, 6 : [a,b] — C en un abierto Q son ho-
motopicas (como curvas cerradas) en Q si existe una funcién continua A : [0, 1] x [a,b] — Q
tal que se verifica:

i) H0,t) = (1) para todo t€la,b]
ii) H(l,t) = ot para todo tE€la,b]
iii) H(s,a) = H(s,b) paratodo  s€]0,1]

La idea que subyace en esta definicién es sencilla. Para cada s € [0, 1] notemos por
H;: a,b] — C la funcién dada por H,(t) = H(s,t) para todo ¢ € [a,b]. Lo que tenemos en-
tonces es una familia {H, : s€[0,1]} de curvas en Q. Dichas curvas son cerradas porque
H(s,a) = H(s,b) y, amedida que el pardmetro s recorre el intervalo [0, 1], las curvas de esta
familia se van desplazando de forma continua sin salirse de Q desde la curva inicial Hy =y
hasta la curva final H; = ¢. Intuitivamente, lo que hace la funcién H es una deformacién
continua sin salirse de Q de la curva cerrada y en la curva cerrada ¢ a través de las curvas
cerradas H;.
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4.16 Lema. Seanv, ¢ : [a,b] — C dos caminos cerrados en un abierto Q que son homoto-
picos en Q. Entoncesyy ¢ son homologicamente equivalentes respecto de Q.

Demostracion. Por hipétesis existe una funcién continua H : [0,1] x [a,b] — Q tal que,
con las notaciones de la definicién anterior, Hy = v, H; = 6 y Hy(a) = H,(b) para todo s €
[0,1]. Sea z ¢ Q y definamos p = min{|z— H (s,?)|, (s,¢) €[0,1] x [a,b]}. Por la continuidad
uniforme de H en el compacto [0, 1] x [a,b] existe 3 > 0 tal que

s,5€0,1] y |s—s]<9d

H —H(s ¢
t,i'€lab) y |t—r|<8 }:>’ (s,1) (s,t)’<p

Por tanto, paras, s’ €[0, 1] con |s —s'| < & se tiene que
IHy(1) — Hy (1)] < p < |Hy(1)—z| paratodoéa,b]

En estas condiciones el lema anterior nos dice que Indy,(z) = Indy,, (z). Deducimos que
la funcién s — Indg, (z) es localmente constante y por tanto continua en el intervalo [0, 1]
y, como los intervalos son conjuntos conexos, deducimos que dicha funcién ha de ser
constante y, en particular, Indy(z) = Indg, (z) = Indy, (z) = Inds(2).

De este resultado y de la version general del teorema de Cauchy, se deduce enseguida
la llamada versién homotépica del teorema de Cauchy.

4.17 Versién homotépica del teorema de Cauchy. Sea Q C C un conjunto abierto,
Y, 6 : [a,b] — C dos caminos cerrados en Q que son homotépicos en Q. Entonces para
toda funcién, f, holomorfa en Q se verifica que j f(z)dz = j f(z)dz.

Y c

El siguiente resultado es de gran utilidad para reconocer si un abierto es homolégica-
mente conexo.

4.18 Proposicién. Un abierto cuyo complemento no tienen componentes conexas aco-
tadas es homolégicamente conexo.
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Demostraciéon. Sea Q un abierto en las condiciones del enunciado y sea y un camino
cerrado en Q. Dado z ¢ Q, sea C lacomponente conexa de C\ Q que contiene a z. Tomemos
R>0tal quey* C D(0,R). Sea U la componente conexa no acotada de C\ y*. Claramente U
contiene a C\ D(0,R) y como, por hip6tesis, C no estd acotada deducimos que CNU # Q.
Como C Cc C\Q C C\ y* se sigue que C C U vy, por tanto, z€ U lo que, seglin sabemos,
implica que Ind,(z) = 0.

4.19 Definicién. Una abierto Q se llama simplemente conexo cuando toda curva cerrada
en Q es homotdpica en Q a una curva constante.

Intuitivamente, en un abierto simplemente conexo cualquier curva cerrada no puede
rodear puntos que estén fuera del abierto.

4.20 Corolario. Todo abierto simplemente conexo es homologicamente conexo.

Demostracion. Evidentemente el indice de cualquier punto respecto de una curva cons-
tante es cero. Por tanto el corolario es consecuencia directa del lema 4.16.

4.3.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Sea p : [-m,m] — RT una funcién continua tal que p(x) = p(—=), y
sea y: [-m,n] — C la curva definida, para todo € [, por Y(t) = p(t)e". Calcula
Indy(z) para cada ze C\y".

Solucién.

Observa que es facil calcular el indice de 0 respecto a y pues, evidentemente, la fun-
ciéon ¥ : [-m,m] — R dada por 9(¢) =1¢, es un argumento continua de y— 0 = . Luego
Indy(0) = 1.

Probemos ahora que C\ y* tiene exactamente dos componentes conexas. Fijate que
por la definicién de y es inmediato que z€y* si, y sélo si, |z| = p(argz). Luego si defi-
nimos

A={0}U{zeC":|z| < p(argz)}, B={zeC":|z| >p(argz)}

se tiene que A y B son conjuntos disjuntosy C\ y* = AUB.
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Size€A entonces para 0 < A < 1 también Az €A por lo que A es estrellado respecto a 0
y por tanto es conexo. Deducimos que Indy(z) = 1 para todo z€A.

SizeBentonces paratodo A > 1 también AzeB. Si definimos M = méx {p(¢) : t € [-7, 7},
entonces si |z| > M se verifica que z € B. Por tanto

B= U ({Az:A>1}U(C\D(0,M)))

z€B

que es una unién de conjuntos conexos con interseccién no vacia lo que prueba
que B es conexo. Resulta asi que B es la componente conexa no acotada de C\ v,
luego Indy(z) = 0 para todo z€B. &)

Ejercicio resuelto Justifica que el indice de un punto respecto de una curva cerrada
es invariante por giros, homotecias y traslaciones.

Solucién.

Sea g(z) = az+ P donde o€ C*. Se trata de probar que si v: [a,b] — C es una curva
cerraday z ¢ v, entonces se verifica que Indy(z) = Indg.y(g(z)). Esto justifica que el
indice es invariante por traslaciones (oo = 1), por homotecias (o > 0,3 = 0) y por giros
(Ja| =1, =0).

Sea ¥ : [a,b] — R un argumento continuo de y— z. Como
g(v(1) —g(x) =a(v(r) —z)
se sigue que @(¢) = 9(r) + arg(a) es un argumento continuo de goy— g(z). Por tanto

Indgey(g(2)) = (p(b)z—n(p(a) = ﬁ(b)z_nﬁ(a) = Indy(2)

©

Ejercicio resuelto Consideremos el rectdngulo y=[a+ib,c+ib,c+id,a+id,a+ib],
donde a,b,c,d son ntimeros reales tales que a < ¢y b < d . Calcula Indy(z) para cada

zeC\v".

Solucién.
Como el indice es invariante por traslaciones, no es restrictivo suponer que el rec-
tdngulo esté centrado en el origen, es decir, es de la forma:

Yy=la—ib,a+ib,—a+ib,—a—ib,a—ib] (a>0,b>0)

Pongamos zo =a—ib,z1 =a+ib,zp = —a+ib,z3 = —a—ib, z4 = 79. Recordemos que
la poligonal y es la yuxtaposicién de los segmentos [zx,zx+1] (k =0,1,2,3), de hecho,
vesla aplicacién y: [0,4] — C dadapory(r) = zx + (t — k) (zx+1 — ) parak <t < k+ 1.
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Es suficiente calcular el indice de 0 respecto a y. Sea ¥ : [0,4] — R un argumento
continuo de . Tenemos que:

Ind,(0) = %ﬂe(o) =
_ 6(4) —6(3) +6(3) ~6(2) +6(2) —6(1) +6(1) ~6(0) _
2n
_ Av3(0) +Ay2(0) +Ay1(0) +Avo(0)

2n

donde hemos puesto y; = [z,zk+1], (k =0,1,2,3). Calcularemos ahora la variacién
del argumento a largo de cada uno de dichos segmentos. Como los segmentos vy
(k=0,1,3) estan contenidos en C\ R, tenemos que Ay (0) = arg(zx+1) — arg(zx). Por
tanto

Avo(0) +Ay1(0) +Ay3(0) = (arg(z1) —arg(z0)) + (arg(z2) —arg(z1)) + (arg(zs) —arg(z3)) =
= arg(zp) —arg(z3) = arg(—a+ib) —arg(—a—ib) =
= —arctg(b/a) +n— (arctg(b/a) — ) =
= —2arctg(b/a) +2n

Para obtener la variacién del argumento en el segmento v, podemos usar un ar-
gumento continuo en C\ R}, por ejemplo (ver ejercicio 25) la funcién arg,(z). Para
los puntos comprendidos en el semiplano de la izquierda se tiene que arg,(x +iy) =
n+ arctg(y/x). Por tanto

AY>(0) = argy(z3) — argy(z2) = arctg(b/a) + n — ( —arctg(b/a) + n) = 2arctg(b/a)
Deducimos, por tanto, que Indy(0) = 1. (©)

Ejercicio resuelto Dados dos ntimeros complejos distintos a y b, sea Q el dominio
obtenido al suprimir en el plano el segmento de extremos a y b. Justifica que Q no
es simplemente conexo. Prueba que existe una funcién f € #(Q) tal que [f(z)]> =
(z—a)(z—b) para todo z€Q.

Solucién.

Para probar que Q no es simplemente conexo basta probar que no es homolégica-
mente conexo. Pero esto es evidente, pues si y es una circunferencia que deja en su
interior al segmento de extremos a y b entonces Y es un camino cerrado en Q, y si z
es un punto del segmento de extremos a y b entonces z ¢ Q yIndy(z) = 1.

Hemos visto en el ejercicio 68 que la funcién #(z) = log (%) es holomorfa en
—

Q. Por tanto la funcién f(z) = (z— b)exp(h(z)/2) es holomorfa en Q y verifica que
[f(2)]* = (z—a)(z—b) paratodo z€Q. ®)
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Ejercicio resuelto Sean z,72,z3 nimeros complejos distintos y F un conexo cerrado
que los contiene. Estudia si la funcién
fz) =

Z
(z—z21)(z—2z2)(z—23)

tiene primitiva en el abierto Q = C\ F.

Solucién.
Sea y un camino cerrado en Q. Como z1,22,z3 estdn en una misma componente co-
nexa de C\ v* se tiene que Indy(z;) = Indy(z2) = Indy(z3).

Tenemos que

. 21 B 22 <3
fz) = (z—z)(m—22) (@1 —z3)  (z—z22)(z1 —22)(22 — 23) * (z—z3)(z1 —23)(z2—23)
Porlo que
1 ~ zaIndy(z1) 2 Indy(z2) z3Indy(z3) B
2mi Jf(z) dz = (z1—22)(z1—z3) (z1—22)(z2—23) * (z1—23)(z2—23)

21 22 23
_ _ + Indy(z1) =0
<(Zl—22>(Z1—Z3) (z1—22)(z2—2z3) (Z1—Z3)(Zz—z3)) @)
Como esto se cumple cualquiera sea el camino cerrado yen Q, deducimos que f tie-
ne primitiva en Q. Observa que Q no tiene por qué ser homoldgicamente conexo. ©

Ejercicio resuelto Sea y un camino cerrado en C* tal que Indy(z) € {0,1} para todo
zeC\ y*. Supongamos que Indy(0) = 1. Sea f una funcién entera. Calcula el valor de
la integral

1 zf(w)
— | ——d
2ni J (z—w)w "
cuando z estd en la componente conexa no acotada de C\ y* y para z en la compo-
nente conexa de C\ v* que contiene a 0.

Solucién.
Observa que la integral pedida puede escribirse de manera més familiar como

_a (g
2mi v w—2z

Esto lleva a considerar la funcién f(z)/z. Esta funcién no estd definida en 0 pero es
facil modificarla para obtener una funcién entera. Para ello definimos la funcién

EE0

virtud de la férmula de Cauchy se verifica que

paraz # 0y g(0) = f/(0). Es claro que g es una funcién entera. En

8(2)Indy(z) = % f f}(—iv)z dw
Y
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Supongamos que z estd en la componente conexa no acotada de C\ y*. Entonces se
tiene que Indy(z) = 0, por lo que

1 w 1 ¢ flw 1 £(0
O%in(—_ldw@—j () dw:—_f © 4

2ni ) w(w—2) 2ni
Y Y

Como

deducimos que

Supongamos que z estd en la componente conexa de C\ y* que contiene a 0. Enton-
ces se tiene que Indy(z) = 1, por lo que

Si suponemos que z # 0 obtenemos que

f(2)=f00) _ lf fw) 4 lf f(0)

z _EYW(w—z) _EYW(W_Z)
1 w 0
=3 J ng )Z) dw — f(Z ) (Indy(z) — Indy(0)) =
! f(w)
= ij(wfz) dw
Y
de donde 1
70) £ = g | 20w
Para z = O resulta
110 = Ej%dw_%f&z)dw :Ef%dw
v Y

Otra forma de hacer este ejercicio es considerar el ciclo I' = y— C(0, R) el cual es nul-
homologo respecto de C* y aplicar el teorema de Cauchy directamente a la funcién
f-Razonando de esta manera no se precisa suponer que f es entera sino solamente
que es holomorfa en C*. ®)
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4.3.2. Ejercicios propuestos

141

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

Considera las curvas:
Yl(t) =t, VI€ [_17 1]; Yz(t) =e" vt e [0,11?] YyY="1 +Y2
Calcula Ind,(z) para cada z€ C\y".

Sea we C* y yun camino en C* cuyo origen es 1 y cuyo extremo es w. Justifica que

IE € Log(w).
z

Y
Prueba que si Q es un dominio estrellado, C\ Q no tiene componentes conexas aco-
tadas.

Prueba que todo disco abierto es simplemente conexo.

Prueba que si dos abiertos son homeomorfos y uno de ellos es simplemente conexo
el otro también lo es.

Sea a: [0, +0o[— C una funcién continua tal que a.(0)=0y . h’T o(t)=o0. Justifica que
el conjunto Q = C\{a(¢):7 >0} es abierto y que existe f € H(Q) tal que exp(f(z)) =z
para todo z€ Q.

Sea Q un abierto simplemente conexo del plano que no contiene al cero y contiene a
R Justifica que existe f € #(Q) tal que f(x) = x* paratodoxeR™. ;Puede suprimirse
la hipodtesis de que Q sea simplemente conexo?

Sea vy la elipse de centro (0,0) y semiejes a y b. Calcula de dos formas distintas la

2n
. dz dr
integral f - y deduce el valor de f oot 4Tt
Y 0

4.4. Series de Laurent. Funciones holomorfas en un anillo

Nos proponemos estudiar el comportamiento de una funcién holomorfa en un entor-
no reducido de un punto, esto es, en un conjunto de la forma D(a,p) \ {a}. En el ejemplo
que sigue al teorema de Cauchy vimos que el valor de la integral de una funcién depende
de los valores de dicha funcién en conjuntos de la forma D(a,p) \ {a} con p arbitrariamen-
te pequenio. Es decir, depende del comportamiento de la funcién en el punto a. Observa
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4.4 Series de Laurent. Funciones holomorfas en un anillo 177

que el conjunto D(a,p) \ {a} es un tipo especial de anillo. El anillo (abierto) de centro q,
radio interior r y radio exterior R, donde 0 < r < R < +0o0, es el conjunto

A(a;r,R)={zeC:r<|z—a| <R}

Claramente D(a,r) \ {a} = A(a;0,p). Sabemos que una funcién holomorfa en un disco
D(a,r) es igual a la suma de su serie de Taylor centrada en a y que dicha serie converge
por lo menos en dicho disco. Queremos ahora obtener una representacién de una fun-
cién holomorfa en un anillo por medio de una serie convergente en dicho anillo. La con-
sideracion de algunos casos sencillos nos puede dar la pista del tipo de series apropiadas
para tal fin.

o

—_ | _ —,
(z—a)? n! (z—a) =
(1/z)+log(1+2) 11 +§:< D" 11 para todo €A(0;0,1)
€X (0] — -
pll/z 4 z alzn 1 Z o) Z
n=0 n=0
Las series anteriores son todas ellas de la forma Z -+ Zb , es decir, son

suma de dos series (alguna de ellas puede reducirse a una suma finita o incluso no tener
ningin término); una es una serie de potencias centrada en « y la otra es una serie en
potencias negativas de z — a. Tales series se llaman series de Laurent. Vamos a definirlas
de manera formal y a introducir la notacién especial que suele usarse para este tipo de
series que consiste en que, por comodidad de notacidn, los coeficientes de las potencias
negativas de z — a se notan con subindices negativos de la forma c_,.

Dada una sucesioén de nimeros complejos {c, },cz y un nimero a € C, consideremos
la sucesién de funciones { f,,} definida por

1) = ot ali—a) = ealema) ek zeC\a)

La serie de término general f,, es decir, la sucesién

an(z) = {an(z)} = {00+Z(0—n(z—a)"-I-cn(z—a)”)} = { ch(z—a)”}
k=0 k=1

n>0 k=—n
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178 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

se llama serie de Laurent centrada en a con coeficientes c,. Es costumbre representar dicha
sucesién como Z ¢n(z—a)". Cuando dicha serie converge representaremos su limite por

nez
n too
lim E fn(z) = lim § Cn(Z_a)n = E Cn(z_a)n
n—oo n—00
n=0 k=—n Nn=—oo

Como de costumbre, dicho limite se llama la suma de la serie.

Convergencia de una serie de Laurent

A cada serie de Laurent, E cn(z—a)", podemos asociarle dos series de potencias, a

nez
saber,

E cnz" con radio de convergencia R*
n=>0

Z c_p2" con radio de convergencia R~
n>1

Supongamos que 1/R~ < R™ y consideremos el anillo A(0; ¢, ) donde 1/R~ <o <B < R™.
Como B < R™ la serie Y |c,|B" converge; y como 1/o < R~ la serie > |c_,| 0" también
converge. Para todo z€A(0; 0, B) tenemos que a < |z —a| < B, y por tanto

leoalle—al ™ <le_ala™  leallz—al" < lea|B"

Y, por el criterio de Weierstrass, deducimos que las series Y "c¢_,(z—a)™"y > _c,(z—a)" con-
vergen absoluta y uniformemente en A(0;,a, ) y lo mismo le pasa a su suma, es decir a

la serie Z cn(z—a)". Hemos probado asi que la serie converge absolutamente en el anillo
nez
A(0;1/R~,R™) y converge uniformemente en compactos contenidos en dicho anillo. Este

anillo se llama anillo de convergencia de la serie de Laurent. Es facil probar que en el exte-
rior de dicho anillo no hay convergencia porque el término general de la serie no tiende a
cero mientras que en su frontera nada puede decirse del comportamiento de la serie. En
el caso de que 1/R~ > R™ el anillo de convergencia es vacio y se dice que se trata de una
serie de Laurent trivial.

En virtud del teorema de convergencia de Weierstrass para sucesiones de funciones
+o0
holomorfas, la funcién suma f(z) = Z a,(z—a)" de una serie de Laurent no trivial es
n—=—oo

holomorfa en el anillo de convergencia A(a;1/R~,R™). Observa que la funcién suma po-
demos escribirla como:
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Hemos probado que las series de Laurent no triviales definen funciones holomorfas en
anillos. El siguiente resultado nos dice que, reciprocamente, cualquier funcién holomorfa
en un anillo es la funcién suma de una cierta serie de Laurent (inica) y proporciona una
expresion para sus coeficientes.

4.21 Teorema. Desarrollo en serie de Laurent Sean 0 < r <R < 4+o0,a € Cy f una fun-
cion holomorfa en el anillo A(a;r,R). Entonces hay una tinica serie de Laurent centrada
en a y con coeficientes {c, }ncz cuyo anillo de convergencia contiene al anillo A(a;r,R) y
cuya suma coincide con f en dicho anillo

~+oo

f(z)= Z cn(z—a)" z€A(a;nR)

n=—oo

Ademdis los coeficientes de la serie vienen dados por

1 Meve
Cp = N j f (W)
27 (w—a)"t!
C(a,p)

dw (neZz)

siendo r < p < R arbitrario.

Demostracién. En primer lugar veamos que la expresioén de los coeficientes ¢, no depen-
de de p. Tomemos r < r; < r, < R, pongamos C; = C(a,r;), C2 = C(a,r2) y consideremos el
cicloI'=GC, - (.

Paraz ¢ A(a;r,R) o bien es |z—a| > R, en cuyo caso Indr(z) = Indc, (z) —Indc, (z) = 0; o bien
es [z—a| < r, en cuyo caso Indr(z) = Indc, (z) —Indc, (z) = 1 —1 = 0. Luego el ciclo I" es nul-
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180
f(w) es holomorfa en A(a;r,R),

homoélogo respecto del anillo. Como la funcién w — ———"—
(W _ a)ﬂ+1

el teorema general de Cauchy nos dice que
S0 g[S,
o (

Ozgﬁdwchzm w—ay

de donde obtenemos la independencia de p.
Seaz e A(a;r,R), fijo enlo que sigue. Elijamos 0 < r < r; < |z —a| < r» <Ry consideremos
elcicloI'=C(a,r2) —C(a,r1). Observemos que Indr(z) = 1 puesto que z es interior a D(a, r2)

y exterior a D(a,r;). Por la férmula integral de Cauchy

1 1 1
f(z) = f(z)Indr(z) = %lv{g = %q | v{(—fidw - EC( | v{(—iv)zdw (4.1)

de dos formas distintas

w—z
<ly

z—a

Z
w—al

Desarrollamos ahora en serie geométrica la funcién w —

segin que weC(a,r;)* oweC(a,ry)*. Supongamos que we C(a,2)*. Entonces

_ f(LV))n+1 (z—a)"

| oo
Z—a _
n=0 (W

) DN B
(e e i

serie que converge uniformemente paraw € C(a,r,)* ya que estd mayorada por
z—al" _(lz—al\"
— =
[w—al rn

serie numérica convergente por ser una serie geométrica de razén

l2—4] <1.
r

w—al

Supongamos ahora que we C(a,r;)*. Entonces | | <ly

z—a

1 _fw) 1~ fw)(w—a)”
_w—a *72 (z—a)rt]

o) _
7f( )(w—a)—(z—a) t—a 1 n=0

ZI—a

serie que converge uniformemente para w € C(a,r;)* ya que estd mayorada por
lw—al" o \"
=
|z—a| |z—a|

Departamento de Analisis Matematico

Prof. Javier Pérez
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serie numérica convergente por ser una serie geométrica de razén <1

lz—al

Sustituyendo los desarrollos anteriores en laigualdad 4.1 y permutando la integral con
la suma de las series obtenemos

=

f(Z)ZﬁZ j %dw (z—a)”—&—i,z j fw)w—a)"tdw | (z—a)™

n=0 \C(a,r) n=1 \C(a,r)

Teniendo en cuenta que z es un punto cualquiera del anillo y que
1 f(w)
j f W Cl n dw = J\ m dw = C_p
C(a,ry) C(a,r)

hemos probado que la serie de Laurent cuyos coeficientes son los del enunciado converge
en el anillo dado y su suma en dicho anillo es igual a la funcién f.

La unicidad de este desarrollo es f4cil. Supongamos que tenemos otra serie de Laurent
que representa a f en el anillo A(a;r,R), es decir,

= Z dn(z—a)" z€A(a;r,R)

n=-—oo

entonces para r < p < Rlos coeficientes de la serie vienen dados por

~+oo
. f( ) | Z dn(W—a)n | - .
w —— A
=5 | (w—a)F 1~ 2mi J w—a)f T " 2m J w—ayern
C(”sp) C(a7p> n=-—ee C(“ﬁP)
Ahora bien, las funciones w — (w—a)"~*~! tienen primitiva salvo en el cason —k— 1= —1,

luego paran—k— 1 # —1, la integral de (w — a)"*~! es cero alo largo de la circunferencia
C(a,p) con lo cual obtenemos que

dk 1 dy .

dw = —2mi={,

*= 2mi (I) w—a v 2mi T k
Cla,p

luego ¢, = dy paratodo k € Z y la serie de Laurent de f es Gnica.

Observemos que en el enunciado queda abierta la posibilidad de que el radio interior
del anillo sea r = 0, es decir, que f sea holomorfa en un disco “pinchado”, esto es, un
disco al que se le ha quitado su centro. La importancia de este caso particular se verd a
continuacion.
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4.5. Singularidades aisladas de una funcién holomorfa

4.22 Definicién. Sea Q un abierto, ¢ un punto de Q y f una funcién holomorfa en Q\ {a}.

(a) Se dice que f es regular en a o bien que a es un punto regular de f si es posible
definir f en a de manera que sea derivable en g, lo que, en virtud del teorema de extensién
de Riemann, equivale a que exista lim f(z) €C.

Z—a

(b) Sino es posible definir f en « de manera que sea derivable en q, se dice que a es un
punto singular aislado de f o que f presenta una singularidad aislada en a.

Observa que el concepto de punto regular o de singularidad aislada es un concepto
local y que el abierto Q en la definicién puede muy bien ser un “pequefio” disco cen-
trado en a. Recuerda que el teorema de extension de Riemann (teorema 2.25) da varias
condiciones equivalentes para que a sea un punto regular de f.

Supongamos que f presenta una singularidad (aislada) en el punto a. Para estudiar el
comportamiento de la funcién en dicho punto tomemos un disco D(a,r) C Q. Puesto que
f es holomorfa en el anillo D(a,r) \ {a} = A(a;0,r) C Q\ {a}, el teorema 4.21 nos dice que
podemos representar f de manera tinica como

=

flz) = Z €n 4 ch (z—a) para todo z € D(a,r) \ {a} (4.2)

(Z - a)” n=0

n=1

Cn
(z—a)

Este desarrollo se llama desarrollo de Laurent de f en a. La serie Z
n>1
principal del desarrollo de Laurent de f en a y la serie ch(z —a)" se llama parte regu-
n=0
lar del desarrollo de Laurent de f en a. Claramente, el “mal” comportamiento de f en a
procede de la parte principal de su desarrollo de Laurent.

se llama parte

Observa que si f es regular en a entonces, definiendo f en ¢ de manera que sea holo-
morfa en Q, se sigue que las integrales

! fw)
C_p= 2—m j m dw 0< P <r
Clap
son nulas para todo n > 1, pues la funciéon w — % es holomorfa en Q para todo
w—a

n> 1y el camino C(a, p) es nulhomdlogo respecto de Q (porque D(a,p) C Q) luego la parte
principal del desarrollo de Laurent de f en a es nula y dicho desarrollo coincide con el
desarrollo de Taylor de f centrado en a. En este sentido el desarrollo de Laurent es una
generalizacion del desarrollo de Taylor.
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Puesto que la serie de Laurent de f en « sabemos que es convergente en el anillo
A(a;1/R™,R"),donde R es el radio de convergencia de laserie ), | c_,z", y debe ocurrir
que A(a;1/R™,R™) 2 A(a;0,r), deducimos que R~ = +oo y, por tanto, la funcién dada por

h(z) = Zc,nz" es una funcion entera que se anula en 0. Podemos escribir la igualdad 4.2
n=1
en la forma

=)

) Jchn(zfa)" para todo z€ D(a,r) \ {a} 4.3)

n=

1
Z—a

)=

Por su parte la serie ), - ¢,z" tiene radio de convergencia R* > ry, por tanto, la funcion
dada por

se tiene que g es holomorfa en Q\ {a} y, como g coincide con g en el disco D(a,r), con-
cluimos que g es holomorfa en Q. Ademas, la descomposicién anterior es tinica, como
consecuencia de la unicidad del desarrollo de Laurent . Hemos probado el siguiente re-
sultado.

4.23 Descomposicién canénica de una funcién en una singularidad aislada. Sea Q
un abierto, a un punto de Q y f una funcién holomorfa en Q\ {a}. Entonces existen
funciones g, h unicas tales que:

(a) g es holomorfa en Q y h es una funcion entera que se anula en cero.

(b) Para todo z< Q\ {a} severifica que f(z) = g(z) +h (zLa) )

La igualdad anterior se llama descomposicion canénica de f en el punto a.

Conviene destacar una consecuencia importante de este resultado.
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4.24 Corolario. Sea Q un abierto en C, S C Q un conjunto de puntos aislados en Q, y

. 1 .
f una funcién holomorfa en Q\ S. Para cadaa < S sea h, (—a) la parte principal del
7—

1
desarrollo de Laurent de f en a. Entonces se verifica que la funcion f(z) — hy ( > es
z—a

regular en a.

Demostracién. En efecto, sea p > 0 tal que D(a,p) NS = {a} y D(a,p) C Q. Podemos apli-
car lo antes visto a la funcién f en el abierto D(a,p) para obtener que hay una funcién
8a € H(D(a,p)) tal que

f(z) = 8a(2) +hy (ﬁ) para todo z€D(a,p)\ {a}

1
deducimos de esta igualdad que la funcién f(z) — h, (—a> tiene limite finito en a, es

decir, es regular en a.

Dependiendo de que la funcién 4 sea una funcién polinémica o sea una funcién en-
tera no polinémica se distinguen dos tipos de singularidades.

4.25 Definicién. Supongamos que f tiene una singularidad (aislada) en el punto a y sea

el desarrollo de Laurent de f en a. Pongamos h(z) = Zc_,,z".
n=1

Si la parte principal del desarrollo de Laurent de f en a tiene un namero finito de
coeficientes no nulos, equivalente la funcién % es un polinomio, entonces se dice que a
esun polo de f o que f tiene un polo en a. Se define el orden de dicho polo como el grado
del polinomio 4, esto es, como mdx{k € N: c_; # 0}.

Si la parte singular de f tiene infinitos coeficientes no nulos, equivalentemente, % es
una funcién entera no polinémica. Entonces se dice que f tiene en a una singularidad
esencial.
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4.26 Caracterizacion de los polos. Sea Q un abierto, a un punto de Q y f una funcién
holomorfa en Q\ {a}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene un polo ena de orden k.

(b) Existe el limitelim(z — a)* f(z) y es un niimero complejo no nulo.

Z—a

(c) Existe € H(Q) con(a) #0 tal que f(z) = (Z(p_(Z;)k para todozeQ\ {a}.

Demostraciéon. Supongamos que D(a,r) C Q.

(a) = (b) Si f tiene un polo de orden k en el punto « entonces su desarrollo en serie de
Laurent es:

oo

fQ) =Y enlz—a)'+ gt =L zeD(ar)\{a}

(z—a)k z—

n=»

luego si multiplicamos f por (z — a)* llegamos a la expresion

(2=a)f@) =) alz—a)" ™" +ex+can(z—a)+-+eci(z—a)" zeD(ar)\{a}
n=0

de donde se sigue que lim(z —a)* f(z) = ¢_4 # 0 lo que prueba (b).
Z—a
(b) = (c) Definimos

0(z) = (z—a)*f(z)  paraz#a
¢(a) = lim(z—a)*f(z) #0

z—a

la funcién ¢ es continua en Q y holomorfa en Q\ {a}. Por el teorema de extensién de
Riemann ¢ es holomorfa en Q y evidentemente cumple las condiciones de (c)

(¢) = (a) Consideremos el desarrollo en serie de Laurent de f en a

=

f(z):ch(z—a)"ﬁ—Zc,n(z—a)_" z€ D(a,r)\{a}
n=1

n=0

Por tanto

oo

=)' @)= ealz—a)"™ +> culz—a)™™  zeD(a,r)\{a}

n=0 n=1
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186 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

Como la hipétesis afirma que la funcion (z —a)* f(z) es regular en a, deducimos que la par-
te principal de este desarrollo debe ser nula, luego ¢_,, = 0 paran > k. En tal caso tenemos,
ademas, que ¢(a) = lim,_,(z — a)* f(z) = c_,. Esto nos proporciona el siguiente desarrollo
de Laurent para f:

f(z) :ch(z—a)”—i- — +-~~+ﬁ

Z—a

con c_; = ¢(a) # 0lo que prueba que f tiene un polo de orden & en a.

Esta caracterizacion nos hace ver que existe cierta similitud entre los polos de una fun-
cién holomorfa y las singularidades de una funcién racional (los puntos donde se anula
el denominador). De hecho, dada una funcién racional f(z) = P(z)/Q(z), donde Py Q son
funciones polinémicas sin factores comunes, es facil probar, que las tinicas singularida-
des de f son los ceros de Q los cuales son polos de f y el orden de cada polo de f coincide
con el orden de cada cero de Q. De hecho, esto es consecuencia del siguiente sencillo
resultado,

4.27 Proposicion. Sean Q un abierto, a un punto de Q y f una funcion holomorfa en Q
tal que f(z) # 0 para todo z€ Q con z # a . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene ena un cero de orden k.

(b) 1/f tiene ena un polo de orden k.

Demostracion.
[(a) = (b)] La hipétesis implica que hay una funcién g € H(Q) tal que g(a) A0y f(z) =
(z—a)*g(z) para todo z € Q. De aqui se sigue que
1 1 1 1

lim(z—a)*—~ =lim(z—a)' ———— =lim — = —

e T e TG T s
luego 1/f tiene en a un polo de orden & en virtud del punto (b) de la caracterizacién ante-
rior.

[(b) = (a)] La hipo6tesis implica, en virtud del punto (c¢) de la caracterizacién anterior,

que hay una funcién ¢ € H(Q) tal que ¢(a) #0y % = ( (p(z))k para todo z€ Q\ {a}. De
b4 z—a
aqui se sigue que ¢(z) # 0 para todo z€ Q, por lo que la funcién g(z) = 1 es holomorfa

9(2)
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4.5 Singularidades aisladas de una funcién holomorfa 187

en Q. Como, evidentemente, es f(z) = (z —a)*g(z) se sigue, en virtud de la conocida carac-
terizacion del orden de un cero, que f tiene en a un cero de orden k.

La siguiente es una caracterizacion descriptiva de los polos de una funcién.

4.28 Proposicion. Sea Q un abierto, a un punto de Q y f una funcion holomorfa en
Q\ {a}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene un polo ena.

(b) lim f(z) = oco.

—a

Demostracién.
[(a) = (b)] Es consecuencia inmediata del punto (c¢) de la caracterizacién de los polos
(4.26).

[(b) = (a)] Por hipétesis existe p > 0 tal que siz € D(a,p) \ {a} entonces |f(z)| > 1, en par-
ticular, f(z) # 0 para z € D(a,p). Definimos
1
h(z) = O D(a,p)\ {a}
h(a) =0

h estd bien definida y ademads es holomorfa en D(a,p) (holomorfa en D(a,p)\ {a} y conti-
nua en a). Ahora bien %(a) = 0, luego, por la proposicién anterior, concluimos que f tiene
un polo en a.

De los resultados anteriores se sigue enseguida, por exclusion, el siguiente corolario.

4.29 Corolario. Sea Q un abierto, a un punto deQ y f una funcion holomorfaen Q\ {a}.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f tiene una singularidad esencial en a.

(b) f no tiene limite finito ni infinito en a.
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188 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

4.30 Teorema. de Casorati-Weierstrass Sea Q un abierto, a un punto de Q y f una
funcién holomorfa en Q\ {a}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) La funcién f tiene una singularidad esencial en a.

(b) La imagen por f de todo entorno reducido de a es densa en C.

Demostracion.

(a)= (b) Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que hay algiin entorno de q,
D(a,r) C Qtalque f(D(a,r)\{a}) no es denso en C. Entonces existen we Cy p > 0 tales que
D(w,p) N f(D(a,r)\ {a}) = @. Es decir | f(z) —w| > p para todo z € D(a,r) \ {a}. Definimos
1
g(z) = O —w para todo z€ D(a,r) \ {a}. Evidentemente, g es holomorfa en D(a,r) \ {a} y
7) —
estd acotada, pues |g(z)| < 1/p, lo que, en virtud del teorema de extensién de Riemann,
implica que existe lim g(z) = a. Si fuera a = 0 entonces deducimos que lim,_,, f(z) = oo lo,
—a

que segun sabemos, implica que f tienen un polo en a lo que contradice la hipétesis. Por
tanto debe ser o # 0. Pero en tal caso deducimos que lim f(z) = w+ 1/0, y, en consecuen-
Z—a

cia, f seria regular en « lo que también contradice la hipdtesis.

(b)= (a) Esta implicacion es clara pues la hipétesis implica que f no tiene limite finito ni
infinito en a.

Delos coeficientes del desarrollo de Laurent de una funcién en un punto el coeficiente
c_ tiene una importancia especial.

4.31 Definicién. Sea Q un abierto, ac Qy f € H(Q\ {a}). El nimero

1
CcC_1 = E (j ) f(Z)dZ
a,p

se llama residuo de f en el punto a y lo notaremos por Res(f(z),a).

4.5.1. Cdlculo del residuo de una funcién en un punto

Puesto que el teorema de Cauchy permite reducir el cdlculo de la integral de una fun-
cién en un camino cerrado al cdlculo de varias integrales en circunferencias, es impor-
tante disponer de algiin método que permita calcular el residuo de una funcién en un
punto sin necesidad de calcular la integral correspondiente.
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4.5.1 Calculo del residuo de una funcién en un punto 189

Al igual que ocurre con los desarrollos en serie de Taylor, que pueden calcularse mu-
chas veces sin necesidad de calcular las integrales que nos dan los coeficientes del des-
arrollo, con los desarrollos de Laurent sucede lo mismo: con frecuencia podemos calcu-
larlos de forma indirecta sin necesidad de calcular las integrales que nos dan los coefi-
cientes del desarrollo. Siempre que podamos hacer esto podremos calcular el residuo ¢
y con ello la integral correspondiente. De hecho, este es el tinico procedimiento general
para calcular el residuo en una singularidad esencial. Afortunadamente, para los polos
hay un método sistemadtico de calcular no sélo el residuo sino todos los coeficientes de la
parte principal del desarrollo de Laurent.

Supongamos que f tiene en « un polo de orden %, esto quiere decir que

oo

T —a)n
+ +z—a+;cn(z a)

C_k
(z—a)k

f(z)=

para z en un cierto anillo A(a;0,r). Definimos la funcién

oo

g2)=(z—a)f(z) =cktepii(z—a)+ - +c1(z—a)! +ch(2*a)n+k z#a
n=0

gla) =c¢
g es holomorfa donde lo sea f y ademads es continua en a. Observemos que la expresion

anterior es el desarrollo en serie de Taylor de la funcién gy que para0 < j <k—1,c_4jes
el coeficiente de la potencia (z — a)’/ de dicha serie y por tanto viene dado por:

1 d/ (2)
C_ i— ———8\Z
k+j 1 dzi 8 .
Para recordar esta igualdad es mds comodo poner —k+ j=—gconloque 1 <g<kyla

igualdad anterior se escribe:

1 dke

C—q k—q)! Wé’(z)

7=a

En la préactica suele aparecer una indeterminacién al evaluar esta derivada en a por lo que
escribimos

1 d*a :
c_q4 1 (z—a)* f(z) (4.4)

" (k—gq)lzoa dzF 4

En particular, para ¢ = 1 obtenemos:

k—1
= iim (=) f()

(k— 1)l =24 dzt]
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190 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

Es decir, el residuo en un polo se calcula derivando.

En el caso particular de que exista lim(z — a)f(z) = a € C entonces se verifica que
7—a

Res(f(z);a) = o. Pues si o = 0 entonces, por el teorema de extensién de Riemann, sabe-
mos que f es regular en a y suresiduo es nulo. Y si a # 0, la condicién anterior equivale a
que f tenga en a un polo de orden 1 en cuyo caso, como hemos visto en el teorema 4.26
en la implicacién (a)=(b), su residuo viene dado por c_; = lim,_,(z — a) f(z) (también se
deduce directamente de lo antes visto).

Polos de cocientes de funciones holomorfas

En muchas ocasiones la funcién que integramos viene dada como cociente de dos
. z .
funciones holomorfas f(z) = % donde suponemos que g, & son funciones holomorfas
z

en un abierto Q. En tal caso las Ginicas posibles singularidades de f son los ceros de 4. Es
de comprobacién inmediata que si / tiene un cero de orden k en un punto a y g(a) # 0,
entonces f tiene un polo de orden k en a. En el caso de que sea un polo simple, es decir,
de orden 1, tenemos

=1i —a@— aimﬂ—g(a)
Res(f(z),a) = lim(z—a)y -y = gla)im 5 = 4705

4.5.2. Comportamiento en infinito de una funcién holomorfa

Mediante el artificio de invertir la variable, podemos estudiar el comportamiento en oo
de una funcién holomorfa f sin més que estudiar el comportamiento en 0 de la funcién
z+— f(1/z). Lautilidad de este procedimiento nos lleva a establecer la siguiente definicién.

4.32 Definicién. Sea f una funcién holomorfa en un abierto Q y supongamos que para
algtin R > 0 se tiene que Q D A(0; R, +00). Definamos la funcién F : D(0,1/R) \ {0} — C por
F(z) = f(1/z). Se dice que

a) fesregular en oo 0 que co es un punto regular de f si F es regular en 0.

b) ftiene un polo de orden k en oo si F tiene un polo de orden k en 0.

c) ftiene una singularidad esencial en oo si F tiene una singularidad esencial en 0.

oo

Sea F(z) = Zc,nz_" + chz” el desarrollo de Laurent de F en el anillo A(0;0,1/R).

n=1 n=0

Entonces, por definicién, el desarrollo de Laurent de f en oo viene dado por

fR=F(1/2)=) caz"+> caz"  zEA(O:R,+00)
n=1 n=0
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4.5.2 Comportamiento en infinito de una funcién holomorfa 191

La serie )~ c_,z" se llama parte principal y } _, - c,z”" se llama parte regular del des-
arrollo de Laurent de f en oco.

Teniendo en cuenta, una vez mds, que la serie converge uniformemente en cualquier
circunferencia de centro 0 y radio p > R, por lo que podemos permutar su suma con la
integral, tenemos que

! _ ! Nar— L [ Sgr=
o f flz)dz = Tl f (Zc nZ +Zc,,z ) = 2 f p dz = ¢
C(0.p) C(0,p) C(0,p)
Se define el residuo de f en oo como
Res(f(z),00) = —c1 = 2m j flw dondep >R (4.5)

Observa que ¢ es el coeficiente de z~! en el desarrollo de Laurent de f en co. La razén del

signo “~” en la definicién se debe a que “desde el infinito” las circunferencias se ven con
orientacién opuesta a como se ven desde el origen.

Para calcular el residuo en oo la siguiente igualdad es util.

Res(f(z);00) = —Res <7]2f(1/z),()> (4.6)

<

Para comprobarlo, sea r = 1/p. Tenemos

t .
2mRes( f(1/z), > f(/z)dz = jf _”/r s—ire'’ dr =

C(0,r) Z

=fnf ipe ”=—]nf(pe“)ipe”=
— [ roeiper - j /)

Como consecuencia inmediata de las definiciones dadas y de las caracterizaciones co-
nocidas de los polos, asi como del teorema de Casorati-Weierstrass, se tiene el siguiente
resultado.
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192 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

4.33 Proposicion. Sea f una funcién holomorfa en un abierto Q y supongamos que
para alguin R > 0 se tiene que Q D A(0;R,+00). Sea

fz)= Zc,nz" + chz_" z€A(O;R, +00)
1 n=0

r—
el desarrollo de Laurent de f en co.
1. Equivalen las siguientes afirmaciones

1.a) f tiene un polo en co.
1.b) lim f(z) = co.
Z7—00

1.c) La parte principal del desarrollo de Laurent de f en oo es una funcion poli-
noémica. Es decir el conjunto {neN: c_, # 0} es finito.

2. Equivalen las siguientes afirmaciones

2.a) f esregularen occ.
2.b) lim f(z) =aeC.
Z—00
2.c) ¢c_, =0 paratodoneN.

3. Equivalen las siguientes afirmaciones

3.a) f tiene una singularidad esencial en oc.
3.b) f no tienen limite finito ni infinito en co.

3.¢) Paratodop > R el conjunto {f(z): |z| > p} es denso en C.

4.34 Proposicién. Una funcion entera es una funcion polinémica no constante si, y solo
si, tiene un polo en oo. Una funcién entera es constante si, y solo si, es regular en oc.

Demostracién. Sea f una funcién entera. Representemos f por medio de su serie de Tay-
lor en 0.

flo)= Z cn?" paratodo zeC
n=0
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Tenemos que

oo

F(z)=f(1/2) = chz_" para todo zeC*
n=0

La unicidad del desarrollo en serie de Laurent implica que este es el desarrollo de Laurent
de F en 0. Por tanto, la serie de Laurent de f en oo coincide con la serie de Taylor de f en
0. En consecuencia, f tiene un polo en oo si, y s6lo si, f es una funcién polinémica no
constante.

Si f es regular en oo entonces lim f(z) = a€C, lo que implica que f estd acotada en C
7—00

y, por el teorema de Liouville, f es constante.

4.5.3. Ejercicios resueltos

Ejercicio resuelto Sean a,b € C tales que |a| < |b|. Calcula el desarrollo en serie de
Laurent de la funcién

1
(z—a)(z—b)

en cada uno de los anillos: A(0; |al, |b]), A(0;|b|, +00), A(a;0,|b—al|) YA(a; |b—al, +00).

flz)= ze€C\{a,b}

Solucion.
Basta tener en cuenta que

(z—a)l(z—b) - aib (zla_zlb)

y expresar de forma conveniente en cada caso las fracciones anteriores como suma
de una serie geométrica.

Para z€A(0;|al,|b|) tenemos que:

(Z—a)l(z—b) - aib (z—la _zib> - aib ( : l—la/z+ ; 1—1z/b)

n—1

1 (1 $ - - i 1 0
:a—b (;Z a/z Z Z/b >_ZZ_bZ +HZ:0WZ

n=0 n=0 n=1
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Para z€A(0;|b|, +00) tenemos que:

1 _1<11>_1(i1i1>
(z—a)(z—b) a—-b\z—a z-b) a-b\zl-a/z z1-b/z

eSS (a/@”—%Z(b/z)”) ISR N S

Para z€A(a;0,|b — a|) tenemos que:

1 1 1 1 1 1 1 1
(z—a)(z—b) T a—b <z—a z—b> T a—b (z—aer—a l—(z—a)/(b—a) ) -
1 1 1 n
Ta—b (Za+b a ((z—a)/(b—a)) )Z

1 - 1
= n(z—a)fl —Zm(z—a)"

n=0

NE

Il
=}

n

Para z€A(a;|b — al,+00) tenemos que:

(Z—a)l(z—b) - aib (ziaz—lb> aib <ziazia 1—(b—cll)/(z—a) ) -

oo

-— (i —Ziaz«b—a)/(z—a»") =S -y 2(z—a)

n=0 n=2

©

Ejercicio resuelto Clasifica las singularidades y calcula los residuos en todos los po-
los de la funcién () (1)
sen(mz) (e™ —1
&) == 2
(22 +1)(z2+3z+2)

Solucién.

Se trata de un cociente de dos funciones enteras por lo que las tinicas posibles sin-
gularidades hay que buscarlas entre los ceros del denominador {0, —1,—2,i,—i} que
pueden ser polos de la funcién.

En z = 0 el denominador tiene un cero de orden 3 y el numerador un cero de orden
2, por lo que f tiene en z =0 un polo de orden 1. Esta afirmaci6n se deduce también
de que
. . sen(mz) (e™—1) 1 n?
1 =1 =—
zgr(l)zf(z) i R z (224 1)(z2+3z+2) 2
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y, por tanto, Res(f(z),0) = 12/2.

En z = —1 el denominador y el numerador tienen un cero de orden 1, por lo que f
es regular en z = 1. Esta afirmaci6n se deduce también de que
sen(mz) (e™ —1)

Ii 1 = lim ——— 2 —0
zirill(z—‘r (@) zillll 222+ 1)(z+2)

En z =i el numerador no se anula y el denominador tiene un cero de orden 1, por lo
que f tiene en z =i un polo de orden 1. Esta afirmacion se deduce también de que

) , . osen(mz)(e™—1)  sen(in)(—2) _ sen(im)
lim(z = ) &) =l 4 32+2) ~ —i@)Gil) 143
y, por tanto, Res(f(z),i) = — Sfrf;?.

Observa que tiene sentido considerar el comportamiento de la funcién en co. Co-
mo la sucesioén {f(in)} no es convergente, se sigue que en oo hay una singularidad
esencial. ©

Ejercicio resuelto Clasifica las singularidades de las siguientes funciones y calcula
los residuos correspondientes (incluyendo el punto co cuando tenga sentido).

tgz b) et 9 sen(1/z)
22+z+1 22(z22+1) (z+1/z)3
Solucion.
a) Pongamos
tez senz
f@)= 5=

T 24z+1  (24z+1)cosz

Se trata de un cociente de dos funciones enteras. El denominador tiene ceros sim-
ples en los puntos {(2n+1)n/2:n€Z} U{—1/2+iV/3/2} y en dichos puntos el nu-
merador no se anula, por lo que son polos simples. Los residuos se calculan muy
facilmente. Pongamos z, = (2n+ 1)xn/2. Tenemos que

. . Z—Zn .., senzg 1 sen(z,)
eS(f(Z)aZn) Zlg]n(z Zn)f(z) an; coSz anZln Z2 +z4 1 _ Sen(zn) Zr% +z,+ 1
- -1
24+l

donde hemos aplicado L'Hopital para calcular el primer limite. Andlogamente, po-
niendo a = —1/2+i/3/2. Tenemos
—a senz 1 sena  tga

Z
R = 1’ — - 1/ 1/ - -
es(f(2).0) zglzlz(z 4)f(2) Zgr(ll 72247+1 zgltlz cosz 2a+1cosa 2a+1
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donde hemos aplicado L'Hépital para calcular el primer limite.

No tiene sentido considerar el residuo en co.
et . . .
b) f(z) = 2210 Se trata de un cociente de dos funciones enteras. El denomina-
2%(z
dor tiene un cero doble en z = 0 que es un polo doble de f y ceros simples en los
puntos {+i} que son polos simples. Los residuos en los polos simples se calculan

muy facilmente. Tenemos que

Res(£(2).4) = lim(z — i) (<) = lim " 1im & — &
_ —; i 2T E __°
&ﬁlz z~1124—lz—ﬂz 2i
El residuo en el polo doble z = 0 viene dado por
d d ¢f (z2+1)e* —2z¢€*
R 0)=1 — ;2 - lim——————=lim-— =
es(f(2),0) = lim - 2/ (@) = lim 4 oy =i — 2 e

Tiene sentido considerar el residuo en oo que viene dado por

Res(f(z),00) = —Res (lef(l/z)ﬁ) = —Res (Zzz);p%/z)’o)

tiene una singularidad esencial en z = 0 por lo que para

2
1
La funcién g(z) = %

obtener el residuo hay que calcular el coeficiente c_; de su desarrollo de Laurent en
z=0.ParazeD(0,1)\ {0} tenemos que

oo

2
1%7Z j{: n n

n=0

oo

?exp(l/z) = Z

(i’:o 1 2 q) (:2%(_1)%%) :miw<2n£%;0m (—ql!)”>zm

Haciendo m = —1 obtenemos que el coeficiente c_; viene dado por:

o (=D" _ (-1D)" <~ (D"
1= Z g Z q! 7;(211—1-3)!

|
2—g+2n=—1 7 q=2n+3 n
120,420 n>0
y por tanto
R G R o W G0 VA
Res(f(Z%OO)—Z (2n+3)! —Z ) —1+senl.
n=0 n=1

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



4.5.3 Ejercicios resueltos 197

c) Pongamos
sen(1/z)  2’sen(1/z)
(z+1/23  (2+1)

f2)=

En z = 0 hay una singularidad esencial pues es facil comprobar que f no tiene limite
finito ni finito en z = 0. Basta para ello notar que f(1/n) — 0y f(i/n) — oco. Para
obtener el residuo hay que calcular el coeficiente c_; de su desarrollo de Laurent en
z=0.ParazeD(0,1)\ {0} tenemos que

o
S

n=0
d 1 - _ -2z
- -1 nznZZn 1:—
dz 1422 ;( ) (22 +1)2
2 1 > _— -2 822
— = —1)"2n(2n—1)z7""*" = +
dz? 1422 n;( yanl ) 412 (22+1)3

Deducimos que

oo =

1)Z2n71 _ Z(_l)nznzbhl — Z(_l)nzn(zn _ 2)Z2nfl —

n=1 n=1

z+1

2n1

s
i

Por tanto el desarrollo de Laurent de f en D(0,1) \ {0} viene dado por

n=1 g=1
_ 2 ntqr1 N(n—1) m:l . 1yt i nn—1)\ 5
- me((an) B PP )Z 2k;m<n§:k( ™ (2q—1)z>Z

Comprobamos que en esta serie de Laurent los coeficientes ¢, con n€Z impar son
nulos, en particular c_; =0.

Podriamos haber obtenido este resultado sin necesidad de ha%er los cédlculos ante-

. e z .
riores pues es fécil justificar que el desarrollo de Taylor de m tiene que ser de
z
la forma Zazn, Wt y con esto es suficiente para obtener que ¢_; = 0.
n>2

Los puntos z = +i son ceros triples del denominador que no anulan al numeradory
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198 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

por tanto son polos triples. En z =i el residuo viene dado por

1 d? ;2 sen(1/z) 1 d® [(sen(1/z)
R ) = —1’ 5 —) —" = —1/ — _— =
es(f(2),0) = 3 lim 5 ((Z ZANEITE > 220 422 ( (z+i) )
- lh’m 2z(2 —iz+z%)cos(1/2) + (1 =2iz—T7z* —6iz’)sen(l/z) i
2z z(z+i)? ~ 16e

Andlogamente se calcula el residuo en z = —i.

Tiene sentido considerar el residuo en oo que viene dado por

Res(f(z),00) = —Res (Zizf(l/z)ﬁ) = —Res (%,O) =0

ya que la funcién enz - es holomorfa en el disco unidad. ©

zs
(1+2%)
Ejercicio resuelto Sea Q abierto en C, a € Q y f una funcién holomorfa en Q\ {a}.
Prueba que si la parte real de f estd mayorada o minorada en un entorno reducido
de a entonces f esregular en a. Deduce que si f tiene una singularidad en ¢ entonces
exp(f) tiene una singularidad esencial en a.

Solucién.
Supongamos que Re f estd mayorada en un entorno reducido de 4, es decir, existen
numeros M >0, p > 0 tales que D(a,p) C Qy para todo z€D(a,p) \ {a} se verifica que

Re f(z) < M. Sea
1

() =8() +h (Z—a) V2eQ\ {a}
donde g€ #H(Q) y he #(C) con h(0) = 0, la descomposicién candnica de f en a. Para
probar que f es regular en a debemos probar que # = 0. Recordando el teorema
de Liouville podriamos intentar probar que 4 estd acotada; de hecho, es suficiente
probar que Re# estd mayorada en C pues entonces la imagen de /4 no puede ser
densa en Cy por tanto i deberd ser constante. Sea K =min {Reg(z) : z€D(a,p) } (para
esto hemos tomado el disco cerrado). Tenemos que

Reh (k%) =Ref(z)+Reg(z) <M—K vzeD(a,p) \ {a}

es decir Reh(w) < M — K para todo we C con |w| > 1/p. De aqui se sigue enseguida
que la funcién Re/ estd mayorada en C como queriamos probar.

Supongamos ahora que f tiene una singularidad aislada en a. Acabamos de pro-
bar que Re f no puede estar mayorada ni minorada en ningin entorno reducido
de 4, lo que implica que hay sucesiones {z,} y {w,} de puntos de Q\ {a} tales que
{zu} — a, {wn} — ayRe f(z,) — +00,Re f(w,) — —oo. Por tanto |exp(f(z,))| — +oo 'y
lexp(f(wn))| — 0 lo que implica que la funcién exp(f) no tiene limite finito ni infinito
en a 'y, en consecuencia, tiene una singularidad esencial en a. ©)
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Ejercicio resuelto Sea Q abierto en C, {a,} una sucesién de puntos distintos de Q
que converge a un punto a € Q. Sea f una funciéon holomorfa en el abierto
U = O\ ({a,:neN}U{a}) y que tiene un polo en cada punto a,. Prueba que, para
cada p > 0, el conjunto f(D(a,p)NU) es denso en C.

Solucién.

Razonaremos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe p > 0 tal que el
conjunto f(D(a,p)NU) no es denso en C, es decir, existen » > 0y a.€ C tales que
|f(z) —a| > r paratodo z€ D(a,p) NU. Definamos

VzeD(a,p)NU

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que a, € D(a,p) C Q. Claramente, g es
una funcién holomorfa en D(a,p) NU. Como lim,_,, g(z) = 0 se tiene que g es regular
en a,; por lo que definiendo g(a,) = 0, obtenemos que la funcién g asi extendida
es holomorfa en D(a,p). Evidentemente el punto a es un punto de acumulacién de
ceros de g por lo que, en virtud del principio de identidad, g debe ser idénticamente
nula en D(a,p) lo cual es contradictorio pues, por su definicién, g(z) # 0 para todo
z€D(a,p)NU. ©

Ejercicio resuelto SeaR > 0,aeD(0,R)\{0},y f unafuncién holomorfa en D(0,R)\ {a}
Q)
F10) . Prueba que h’m{ Cn } =a.
n! Cn+1

que tiene un polo simple en a. Sea ¢, =

Solucién.
Sea oo = Res(f(z),a). La funcién f(z) —o/(z —a) es holomorfa en D(0,R) por lo que

)= Zp =" V:eD(O.R)

T n=0

Como f es holomorfa en D(0, |a|) tenemos que
@) =3 e vzeD(0,]al)
n=0

Tenemos por tanto:

o

a s " * o
RTINS PR S T DI (T R )
n=0

n=0 n=0 n=0 n=0

=

Deducimos que

o o, —a
att a1

Cp =0 —
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200 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

Como la serie )" ,o,a” es convergente tenemos que o,,a” — 0. Deducimos asi que
a partir de un cierto término en adelante ¢, #0y

Cn o, d" ! —a

= a— da.
Cn+1 (xn+1an+2 -

©
Ejercicio resuelto Sea f una funcion holomorfa en C excepto en un ntimero finito

de puntos que son polos de f. Supongamos, ademds, que f o bien es regular o tiene
un polo en infinito. Prueba que f es una funcién racional.

Solucion.

) la parte
J

principal del desarrollo de Laurent de f en a;. Sabemos, por el corolario 4.24, que

) -y (=

1
SeaS={ai,as,as,...,a,} el conjunto de los polos de f en C. Sea h; (
—

> es regular en a;. Deducimos que la funcién

J

g(z):f(z)—Zh,( ! ) zeC\S (%)

L —daj
=1 NETA

es regular en C. Definiendo g(a;) = lim, .., g(z) resulta que la funcion g asi extendida
es una funcién entera. La hipotesis de que f o bien es regular o tiene un polo en
infinito implica, en virtud de la igualdad (x), que a g le ocurre igual y, como g es una
funcién entera, concluimos, en virtud de la proposicién 4.34, que g es una funcién
polinémica. Ademds, como todas las singularidades a; son polos, las funciones #;
son también polinémicas. La igualdad (x) nos dice ahora que f es una funcién ra-

cional.
Observa que la igualdad
. 1
1=+ 3 ()
— z—a,
j=1
es la descomposicién de f en fracciones simples con coeficientes complejos. ©

Ejercicio resuelto Sea Q=C\Z. Justifica que las funciones f y i definidas en Q por:

2 oo

10 = g M= Y = (€9)

n=—oo

son holomorfas en Q y tienen la misma parte principal en cada entero n € Z.

Dedutzcase que la funcién g(z) = f(z) —h(z), (z€Q), puede extenderse a una funcién
entera y acotada y que, por tanto, g es i dénticamente nula.
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Ejercicio resuelto Sea f unafuncién holomorfa que no se anula en el anillo A(0; 1,2).

4.5

Pruébese que hay un entero n€Z, y una funcién g holomorfa en dicho anillo, tal que
f(z) =z7"exp(g(z)) para todo z€A(0;1,2).

4. Ejercicios propuestos

149

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

. Calcula el desarrollo en serie de Laurent de la funcién

0= GeC\-L1)

en cada uno de los anillos siguientes: A(1;0,2) yA(1;2,+00).

Clasifica las singularidades de las siguientes funciones y calcula los residuos corres-
pondientes (incluyendo el punto oo cuando tenga sentido).

1 —cosz 1 Z el/z

a) b) z"sen(1/z) ¢ 21—y )

— €
z" tgmz z—1

Prueba que una funcion entera e inyectiva es una funcion polinémica de grado uno.

Supongamos que f y g son holomorfas en un entorno de un punto g; que f(a) A0y
que g tiene un cero de orden 2 en a. Prueba que

@ .\ _,f'@ 2f(a)g"(a)
Res <%, >2 3

g"(a) 3 (g"(a))

Sea Q un abierto en el plano, a € Q y f una funcién holomorfa en Q\ {a}. ;Qué rela-
cion existe entre las posibles singularidades en a de las funciones f'y f'?

Sea f una funcién holomorfa en un entorno reducido de un punto a que no se anula
en dicho entorno. ;Qué relacion existe entre las posibles singularidades en « de las
funciones fy 1/f?

Sean fy g funciones holomorfas en un entorno reducido de un punto a. Estidiese
el comportamiento en a de las funciones f+ gy fg, supuesto conocido el de fy g.

La funcién f es holomorfa en un entorno del punto «a y la funcién g tiene un polo de
orden m en el punto f(a). ;C6mo se comporta en el punto « la funcién compuesta
gof?;Qué ocurre si g tiene una singularidad esencial en a?

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



202 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

157. Justifica que la suma de los residuos de una funcién racional, incluyendo el residuo
en oo, es igual a 0.

158. Sea Q un abierto, a un punto de Q y f una funcién holomorfa en Q\ {a} que tiene
un polo de orden n en a. Prueba que para |w| suficientemente grande la ecuacién
f(z) = w tiene exactamente n soluciones.

159. Sea {f,} una sucesion de funciones holomorfas en D(a,R) \ {a} que converge uni-
formemente en compactos de D(a,R) \ {a} a una funcién f. Justifica la veracidad o
falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) Silas funciones f, tienen un polo en « también f tiene un polo en a.

b) Si las funciones f, tienen una singularidad esencial en a también f tiene una
singularidad esencial en a.

c) Silas funciones f, son regulares en a también f es regular en a.

4.6. Teorema de los residuos

4.35 Teorema de los residuos. Sean Q@ C C un abierto, S C Q un conjunto de puntos
aislados en Q, es decir, S'NQ = @ y sea f una funcion holomorfaen Q\ S. SiT es un ciclo
en Q\ {S} nulhomélogo respecto de Q entonces

(@) Elconjunto{a€S :Indr(a) # 0} es finito.

) ff(z) dz =2mi Y _Res(f(z),a) Indr(a)

I acs

Demostracion. La demostracién del teorema consiste en construir otro ciclo X formado
por circunferencias centradas en los puntos singulares de f de forma que I' — £ sea un
ciclo nulhomélogo respecto de Q\ S y en esta situacién aplicar el teorema general de
Cauchy.

En primer lugar veamos que la suma anterior es finita, es decir, Indr(a) = 0 salvo para
un nimero finito de puntos a € S. Consideremos el abierto (unién de componentes co-
nexas de C\T'*) Qp = {z€ C\I'*: Indr(z) = 0}. Por la hip6tesis de que I" es nulhomoélogo
respecto de Q tenemos que Qg 2 C\ Q. Sea

K=C\Qy=TI"U{zeC\I'": Indr(z) # 0}
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4.6 Teorema de los residuos 203

Tenemos que K C Qy K es cerrado (como complemento de un abierto) y acotado (porque
no corta a la componente no acotada de C\ I'*) luego es compacto. Con lo cual SNK
es un conjunto finito, ya que en otro caso tendria un punto de acumulacién que, por
compacidad, deberia quedarse en K lo que implicaria que S’ N Q # @ en contradiccién
con la hipétesis.

Lo anterior nos asegura que el conjunto {a €S : Indr(a) # 0} = SNK es finito luego
podemos enumerarlo SNK = {a,as,...,a,} lo que justifica que la suma en el enunciado
es una suma con un nimero finito de términos distintos de cero.

Centremos en cada uno de los puntos g, un disco contenido en Q y que no contenga
a otros puntos de S. Para ello sea p > 0 de forma que D(ax,p) C Q y D(ax,p) NS = {ax}
para k = 1,...,q. Para cada k sea my = Indr(ay) ¥ Yr = mi C(ag,p). Consideremos el ciclo
Y= Zl;:l Y;. A continuacién probaremos que el ciclo I' — X es nulhomélogo respecto de
Q\S, esto es, paraz ¢ Q \ S se verifica que Indr_x(z) = 0. Distinguimos varios casos:

= Siz ¢ Qentonces Indr(z) = 0 por hip6tesis y ademas z & D(ay, p) para 1 < k < g luego
Indy, (z) =0, 1 <k < g, de donde Indy(z) = 0. Concluimos que Indr_x(z) = 0.
= 7z € Stenemos dos posibilidades:

e z#aparal <k < g, encuyo caso Indr(z) =0yademads z ¢ D(a,p) para 1l <k <gq
por construccion, luego también Indy, (z) = 0 para cada k. Concluimos de nuevo
que Indr_x(z) =0.

e 7= aj para cierto j. Entonces Indr(a;) = m; y, por definicion, Indy;(a;) = m;y
Indy, (aj) =0 parak # jyaquea; ¢ D(ay,p) parak # j. Luego tenemos

Il‘ldr‘_z(z) = Il‘ldr‘(Z) — Il‘ldg(z) =m;— Indyj (a/-) =m;—m;= 0

Hemos justificado asi que el ciclo I' — X es nulhomélogo respecto del abierto Q\ S. Aplica-
mos ahora el teorema general de Cauchy a dicho abierto para el ciclo I’ — X y a la funcién
FeH(Q\S)yobtenemos que

0= [ flR)dz= [ f(R)dz— [ f(x)dz
rey r b
despejando resulta

q q q
ff(z)dZZ ff(z)dZZ fo(z)dz = ij j f(z)dz= ZniZIndr(aj)Res(f(z),aj)
r T j=1 1

J=1v; Claj.p) =

como queriamos probar.

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



204 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

4.7. Aplicaciones del teorema de los residuos para calcular
integrales reales

T
4.7.1. Integrales del tipo f R(cost,sent)dt
-

Suponemos que R es una funcién racional de dos variables continua en la circunferencia
unidad. La idea para calcular esta integral por el método de residuos es convertirla en
una integral sobre C(0,1) de una funcién compleja que también va a ser racional. Para
ello recordemos que

il it Q20 _] eif 1e—it g2t 1]

sent = = . cost = = :
2i 2iel! 2 2el!

Por tanto, se verifica que

2 2 T
z2+1 z2—1\ 1 .
f R( 2% i )Edz = fR(cost,smt)dt.
C(0,1) -n

2 2
1 —1\1
e ,Z - —. Tenemos que f(z) es una fun-
2z 2iz iz

cioén racional por lo que sus tnicas posibles singularidades son polos. Para calcular la
integral s6lo nos interesan los polos que estdn dentro del disco unidad. Supongamos que
estos son {Z1 2225 ,zq}. El teorema de los residuos nos dice que

En consecuencia, si notamos f(z) =R (

b q 2 2
1 —1\1
fR(cost,sint)dt =2m » Res (R <Z - ,Z ) —,Zj>

5 2z 2iz )iz
—T j=1

4.7.2. Ejercicios resueltos

1

T
Fiercici 1t Calcularlaintegral = | ————dr
jercicio resue 0 alcular la integra JRS +4cost
Solucién.
I 11 1 1 !
5 . . 2 j
oy 54251 " Loy T2 "o Gzt 1et2)
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Por tanto
1 1 -1 1 2
I=-2niRes | —————,— | =21 lim +1/2)—————— = -7
i <(2z+1)(z+2) 2 ) z—>—1/2(Z / )(2z+l)(z+2) 3
®
2n 1
Ejercici 1t Icular la int 1= dx dond b
jercicio resue o Calcular la integra Ofaz ol x T P2 oo ondea>0yb >
0.
Solucién.
1 1 1 4z
f 21\ 241\ iz T f b2(z2+1)2 —a2(z2—1)? ¢
cOn 2 ) pp2 (T2 c(0,1)
iz 2z
Como
P2+ 1) —a* (2= 1) = (b(z* +1) +a(z> = 1)) (b2 +1) —a(z* — 1))
obtenemos facilmente las raices del denominador
—b ~b
b(z>4+1)4a(z*>—1) = (a+b)z>+b—a=0 cuyas raices son z; = Z—i—b’ 2p=— Z—i—b
b b
b(z*>+1)—a(z*—1) = (b—a)z* +b+a =0 cuyas raices son z3 = a—i—b’ 3= a+b
a— a—

Como |z1| = |z2] < 1y |z3| = |z4| > 1, calcularemos los residuos en z; y z» que son polos
simples de la funcién que integramos. Pongamos
B 4z _ 4z -
f2) = P2(22+1)2—a?(z2-1)2 (b(z2 +1)4a(z2— 1)) (b(z2 +1)—a(z?— 1)) o
_ 4z
C (a+b)(z—21)(z—22) (b(z2+ 1) —a(z2 - 1))

Como para j = 1,2 es b(z; + 1) +a(z; — 1) = 0 deducimos que

2a
2 2 _ 2 _ .
b(zj—H)—a(zj—l)—2b(zj+1)—2ba+b (j=1,2)
Obtenemos ahora facilmente los residuos.
474 2 1
Res(f(z),z1) = lim(z—z 7)) = = -
(f(2).21) z%zl( /) (a+b)(z1—22)2b(2+1)  (a+b)2b(z3+1) 2ab

1
Y también Res(f(z),z2) = b Por tanto
a

2n

1 1 1 1 21
| de=-omi — 4 ) ="
] a?sen?x+b2cos?x i 2ab  2ab ab

©
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206 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

4.7.3. Ejercicios propuestos

Usando el teorema de los residuos calcula las siguientes integrales.

2n 1
160. | ————dx
of 1+3cos2x

161. ﬂ
5—4cos@
-
2
162. cos“ 3x

5—3cos2x
0

T
1
163. ——dt
JT; Scost+4

2n 1
164. | ————dr
()j 15sen?t+1

2n

1
165. f dx  (a,b,cER, > +b* < ?)
0 asenx+bcosx—+c

T
3cos?t 4 2sen? s

166. _—
J 9cos?t +4sen?t

2n

167. fcos2"xdx
0

Usando el teorema de los residuos prueba las siguientes igualdades.

dx _T‘ dx 2n
a+bcosx o

168. (0<b<a)

Sy

a—+bsenx - a’ —p?

169. fLﬂztdtzz—n(a—m> (0<b<a)

o a+bcost b2

2n
do 2r
170. = 1
Ofl—ZacosfH-a2 la? —1] lal #
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2n

do o
171. j(l+acosﬂ)2 = a7 la] < 1

cos?d 1 +a®cos2¢
172. — dd = eR,|a| <1
27t_-[E 1+ a? —2acos(®— @) 2(1—a?) (a€R,a| )
i cos(nt) 2mr"
173. dr = 1
o 14712 —2rcost 1—r2 Il <
cos? 3t a?—a+1
174. dt=1———— (0<ax<l
fl—i—a “acosu T 0<a<l)
- cos(nx) T
175- —dx: —1 n_"" N
o 5+3cosx (=1) 23" (nen)

2n(l +2cost)" cosnt 2n
176. dt =—=3—-V5)" N
j 3 +2cost : \/5( V3 (neN)

2n

2
177. fcos(nt —sent)exp(cost)dt = —J‘t

n!
0

(%)

~+o0
P
4.7.4. Integrales del tipo — = dx
8 P _J; o)
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Suponemos que

1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.
2. grado(Q) > grado(P) + 2.

3. O(x) # 0 paratodo xeR.

En estas condiciones si {zl 20, ,zq} es el conjunto de los ceros del polinomio Q que
estan en el semiplano superior se verifica que

e P(z)
Jw@dx —Zm;Res(Q(Z),Zj>

P
Para ello vamos a aplicar el teorema de los residuos a la funcién f(z) = Pi) en el abierto

0(z)
Q=C.Seal'lapoligonal I'(a.,3,p) = [—0., B, P+ ip, —a+ip,—a] donde o, B y p son ndimeros

positivos que tomamos suficientemente grandes para que todos los ceros del polinomio
O que estadn en el semiplano superior queden en el interior del rectdngulo I' de modo que

Indr(qpp)(zj) =1 paral < j<gq.

+1 2 |1 +1

Figura4.3: I'(a,B,p)
El teorema de los residuos nos dice que

@dz=2m’ - Res @ z:
F(aJ[;,p) () ]Z; <Q(z) ’>

Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de a, By p. Por tanto,
serd suficiente para nuestros propdsitos probar que cuando «, By p tienden hacia +oo se
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verifica que

~+oo
| % dz — g ((?) dx
[(aB.p) e

Por la hipétesis sobre los grados de los polinomios P y Q se tiene que existen niimeros
K >0y M > 0tales que

PR M
0(2)] ~ Iz

En lo que sigue, suponemos que @,  y p son mayores que K.

lz| 2K = |f(2)| = 4.7)

Pongamos ahoray, = [B,B+ip], 2 =[B+ip,—0a+ip]yy; = [—o+ip,—a] (ver figura4.3)
ynotamos I, = j f(z)dz. Tenemos
Yk

B
2) P(z) P(x)
21 R = dx+L+bL+T
lE es( o02) ) QZ _LQ(X) +h+hL+13
Asi,
q ) B (x
) P(x) < ‘
2T jEﬂRes( o0 ) fa O ||+ || + |55 (4.8)

Acotamos ahora /. Para z € [B,B + ip]* tenemos que z = B + it para r € [0,p]. Ademas,
como es § > K serd |z| > K por lo que, en virtud de la desigualdad 4.7, se tiene que

1f(@)| = [f(B+ir)| <

p2+12
Por tanto,
P P P =p

M M t M
L| = +it)ide| < +it)| dr < dt = — |arctan = < —=
= | [0 iviar| < [ intar < [ 2 ar = faeng] - <32

. . Mm

La integral 5 se acota de la misma forma, resultando |5| < o3

Por dltimo, para acotar I, se usa que para z€ [B+ip,—o+ip]* tenemos, por ser p > K,

que |z| > K por lo que, en virtud de la desigualdad 4.7, se tiene que |f(z)| < —. Por tanto

|z]

p p

M M

pl=| | f@dz) < [leripldr < [ s d < (@B
B+ip,—a+ip] —o —o

En vista de 4.8 y de las acotaciones anteriores se tiene que

- P(2) ) MT Mm M
ZTUJZ;Res(@,Zj) —7()! Q(x)dx <F§+—_+(G+B)_
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210 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

Como en esta desigualdad la parte de la izquierda no depende para nada de p podemos
fijar oy B y tomar limite cuando p — +oo con lo que obtenemos

q p
) P(z) ) P(x) T (M M)
21y Res| —2.z; ) — | <= (= +— (4.9)

2 (66 Jow® 25"

Tomando ahora limite para o — +o0o y p — +oc en la expresiéon de la derecha, se obtiene
.. P(x) . . . ,
que la funcién ) es impropiamente integrable en R y ademds
X

+oo q
P P
| LO 2mi > Res (ﬁ,zj)
2 0x) = 0(z)
Observa que la acotacion 4.9 proporciona una cota del error que se comete al aproximar

P(x)
0(x)

oo B
. P(x) . .
laintegral | ——= dx por una “integral parcial” dx.
g L o0 &P gral p Jd

4.36 Ejemplo. Queremos calcular la integral
—+oo
= | :
(x2 4 a?)(x2 +b2)

dx

donde suponemos que a > 0y b > 0 son distintos. La funcién que integramos tiene dos
polos simples en el semiplano superior en los puntos ia, ib. Segin acabamos de ver

1 1
j 2miR b
(Zz—i—az)(zz—i—bz)’m) e es((Z2+a2)(Z2+b2),z )

I =2miRes (

Tenemos que

! ja | = 1i —ia 1
e <(z2+a2)<z2+b2)”“) = I i) e i T )

1 1
= 1/ =
oia (21 1a)Z2 4+ b2 2ia(b? —a?)

Andlogamente
1

Res ((z2+a2)(z2+b2) ’ib> T 2ib(a2—b2)

Luego
1 T

I=2ni <2ia(b2 —) " 2ib(@ b2)) " ab(a+b)
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4.7.5. Ejercicios propuestos

178.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

Calcula por el método de residuos las siguientes integrales.

e X243

_jm (x2+1)(x2+4)
o
ax®> +bx+c

—o0

(a,b,ceR, b? < 4ac)

e x24x+1
I X 4xZ41
4o |
j dx
S —x D) +x+1)

o0 2

x

dx
_L (x2+1)(x>+2x+2)
oo xz
ji(xz_’_azpdx (a>0)
oo

1

jxé—i-ldx

0

Usa el método de los residuos para probar las igualdades siguientes.

o0

1 1 1 1 1
dx = R el e a— >0,b>0 0
_£x2+a2(x—c)2+b2 n(a+b> (atb)yl+c (a>0, ,c#0)
—+o0
1 1.3---(2n—3)
_ [ | R S >
J(x2+a2)” 7t2”(12”*1(}171)! (a>0,n2>2)
*f" dx _ m(a+2b) @>0.5>0)
(x2+a®)(x2+b%)2  2ab3(a+b)? ’

—o0

+oo
j( 2 _m2 )

—— dx
x4 +a*)? 8a

—oo

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



212 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

~+o0
. P(x) i
4.7.6. Integrales del tipo — M dx
& P _{, o)

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes y A > 0.
2. grado(Q) > grado(P) + 1.

3. O(x) #0 paratodo xeR.

En estas condiciones si {zl 22, ,zq} es el conjunto de los ceros del polinomio Q que
estan en el semiplano superior se verifica que

TPE) g N (PE) e
;LQ(x)e dx—QRZFZIRes(Q(Z)e ,&j>

P

Para ello vamos a aplicar el teorema de los residuos a la funciéon f(z) = e’ en el

abierto Q = C. Consideremos la poligonal I'(a,B,p) = [—a, B, B+ ip,—a+ip,—a] donde
o, B y p son niimeros positivos que tomamos suficientemente grandes para que todos
los ceros del polinomio Q que estan en el semiplano superior queden en el interior del
rectangulo I de modo que Indp,p o) (z;) = 1 paral < j <g.

+1 2 |1 +14

Figura 4.4: I'(a,B,p)

El teorema de los residuos nos dice que

P(z) i & (P(z) i >
j —€ ZdZ:2mZReS AN zvzj
ropp) 26 e 0(2)
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4.7.6 Integrales del tipo [ g((j?) e!™ dx 213

Observa que en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de o, By p. Por tanto,
serd suficiente para nuestros propdsitos probar que cuando o, By p tienden hacia +oo se
verifica que

[ PR, FeMPe)
rapp 20 Y 0@

Por la hipotesis sobre los grados de los polinomios P y Q se tiene que existen niimeros

K >0y M > 0tales que

Piz)| M

K= || <= (4.10)
0@)| = [l

En lo que sigue, suponemos que o, § y p son mayores que K.

lz| >

Pongamos ahoray, = [B,p+ip], 2 =[B+ip,—0+ip]yy; = [—o+ip,—a] (ver figura4.4)
y notamos I = f f(z)dz. Tenemos
Yk

L (P e\ eMPR) P e™P()
ZTUZRes(—)e ,z,)— jﬁ"p 00 dz—_fOc o) dx+hL+h+1h

Asi,

Eq Pz) i ) g e™ P(x)
miS R i) — dx| < ||+ ||+ | (4.11)
1 " es (Q(Z) € Zj 2 Q(.X) ‘ 1| ‘ 2| ‘ 3|

Acotamos ahora I;. Para z€ [B,B + ip]* tenemos que z = B + it para 7 € [0,p]. Ademas,
como es > K serd |z| > K por lo que, en virtud de la desigualdad 4.10, se tiene que

M M
B+l B

P(B+it)
OB+ir)

’Q(z

Ademads ’e’”[” it)| = e~M_ Por tanto,

=
TP e oy
|| = = <z

o Me_m M le
< | |f(B+ir)|dt < = = ——F— <
Ju =5 B |- B A B

La integral /5 se acota de la misma forma, resultando || <

P
jf(BJrit)idt
0

Por dltimo, para acotar I, se usa que para z€ [ +ip,—o.+ip]* tenemos, por ser p > K,

que |z| > K por lo que, en virtud de la desigualdad 4.10, se tiene que |f(z)| < |M—| < o
z

Ademés, paraze[p+ip,—a+ip]* es Imz = p. Por tanto |e"7‘zy = e . Deducimos que
B B ..
Me P M _
Bl=| | f@dz|< [If@+ip)d < | dr = (0+B)—e
- Y
B+ip,—a+ip] —a o
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214 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

En vista de 4.11 y de las acotaciones anteriores se tiene que

q B i
. P(Z) i ) e P()C) M M M Y
21 Y Res| —2¢e' z; | — dx| < — 4+ —+(+B)—e *P
2 (g J 0w gttty
Como en esta desigualdad la parte de la izquierda no depende para nada de p podemos
fijar oo y B y tomar limite cuando p — +oco con lo que, teniendo en cuenta que A > 0,
obtenemos

q B i
. P(z) i ) e'"™ P(x) 1 (M M)
2mi Y Res| —%e'™,z; | — dx| <= | =+ — (4.12)
2 (Q(Z) 1) e B
Tomando ahora limite para o« — +o0o y B — +oc0 en la expresién de la derecha, se obtiene
. eMP(x) . . .
que la funcién 00 es impropiamente integrable en R y ademas

ey PR) .
J o dx—an;Res<Q(Z)e ,z,)

Observa que la acotacién 4.12 proporciona una cota del error que se comete al aproximar

+oo i B it
. e P(x) . . e P(x)
la integral dx por una “integral parcial”
& f o P sp f o(x)
o0
4.37 Ejemplo. Queremos calcular la integral I = j cc;sf\‘xz) dx. Suponemos que a >0y
a X

—o0

oo Likx
[§

—o0

A > 0. Como

oo Likx
€ . .

Calcularemos ] = f e dx. Segtin acabamos de ver, teniendo en cuenta que la fun-

a X

cibon —— solamente tiene un polo simple en el semiplano superior en el punto ai, se
2 +72

sigue que
ez?nz ei?»z eikz efka
=2miRes | ——,ai | =27nilim(z —ai) 55— = 27 lim (z — ai =T
J ! a’+z2 at lZ*‘di(Z al)a2+zz lzaai(z i) (z—ai)(z+ai) a
efla
Luegol=n O
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4.7.7. Ejercicios propuestos

Utilizando el método de residuos calcula las integrales.

oo

+
j xsen3x

189. —_
5 x2+9

190 To cos2x
: o x2—2x+2

cos4x

191. [ ———
J X +5x2+4

oo

+
xsenx
192. Of mdx

o

+
xsenx
) dx
193 Oj T

oo

194 T cosx
: oe(xz—l—)c—i—l)2

Utilizando el método de residuos prueba las siguientes igualdades.

~+oo
195, [ 0 de= T (ltane ™ (a>0.0>0)

Y (2 +a?)? 243
oo - i
cosx T e 4 e
196. dx = c v b 0b>0
% Oj(x2+a2)(x2+b2) b2a2< a b) (a#b,a>0,b>0)

a sen(Ax) dx

4.7.8. Integrales del tipo Ti)
-, 0)
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216 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas con coeficientes reales sin factores comunes y
A>0.

2. grado(Q) > grado(P) + 1.

3. QO(x) tiene ceros simples en puntos del eje real que coinciden con ceros de la fun-
cion sen(Ax).

En estas condiciones si {z1,25,...,z,} es el conjunto de los ceros del polinomio Q que
estan en el semiplano superior y {x;,x,...,x,} es el conjunto de los ceros del polino-
mio Q que estan en el eje real, se verifica que

<]‘oo

P(x)
Q(x)

2 sen(Ax)dx = Im ZKiiRes (@e”‘Z 7A>+nii:Res <@e”‘3x~>
2R\ o) TR (g e

Para aprender el procedimiento que se sigue con este tipo de integrales es suficiente con-
siderar el caso en que x =0 es el tinico cero que Q tiene en el eje real. Supondremos, pues,
en lo que sigue que Q tiene un cero simple en x = 0y Q(x) # 0 parax # 0. La forma de pro-
ceder es muy parecida a la anterior con una pequefia diferencia y es que ahora conside-
raremos el camino de integracién I'(a, B, p,€) que puedes ver en la figura 4.5 (si Q tuviera
mads ceros en el eje real habria que rodear cada uno de ellos con una semicircunferencia
al igual que se ha hecho con x = 0).

S

TN

£ S

Figura 4.5: T'(a, B,p,€)
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4.7.8 Integrales del tipo [ g((j?) sen(Ax) dx 217

. . . . 7)
Procediendo como en el caso anterior, considerando la funcién f(z) = ——<e
z

niendo en cuenta que Indp(g g p¢)(0) = 0, el teorema de los residuos nos dice que

eMPE) O P() ..
f o) dz—ijz_;Res<@e ,z,)

I'(ouB,p.e)

Las acotaciones que hemos obtenido antes en los segmentos v;, v, v 3 siguen siendo va-
lidas por lo que obtenemos facilmente la siguiente acotacién anédloga a la acotacion 4.12
del caso anterior:

M M

e B
ZniiReS(f(Z)aZj)*ff(x)dxfff(z)dszf(x)dx g%(g+ )
=1 —a Te €

o

Tomando en esta desigualdad limites para oo — +oo y p — 400 se deduce que
q —€ +oo
2miy Res(f(2),2)) — [ f(@)de = [ fx)dx+ [ fx)ax 4.13)
j=1 Ye —o° €

Sea w =Res(f(z),0) =1im,_,0z f(z). Teniendo en cuenta el sentido de recorrido de 7, tene-

mos que
T

. i W\ .
Yjf(z)dz +Tiw = —Of(f(?,e’)—@)zse’dt
Como :
= |ee” flee') —w|

flee)

cell
deducimos que

jf(z)dz +miw| < | [ee” fee) —w|dr <mmax{|zf(z) —w]|:|z| =€}
Ye

S——a

y como HII(l)(Zf(Z) —w) =0, se sigue que méx {|zf(z) —w| : |z| =€} — O cuando e — 0.
—

Hemos probado asi que lin%f f(z)dz = —miw = —miRes(f(z),0). Teniendo en cuenta la
£—
Ye

igualdad 4.13 deducimos que

e—0

—e oo q
lim ({of(x)dx + !f(x)&) = ZTci;Res (f(z),z;) +miRes(f(z),0) (4.14)

Tomando ahora partes imaginarias y teniendo en cuenta que P y Q tienen coeficientes
reales

—& +oo —€ +oo
Im (I flx)dx + jf(x)dx) = j %sen(h)dx—i— f g((i)) sen(Ax) dx
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218 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

y teniendo en cuenta también que la funcién x — % es continua en x = 0 sin mas
que definirla en 0 igual a Res(f(z),0) por lo que
—€ +oo too
) P(x) P(x) P(x)
lim —~sen(Ax)dx + | ——=sen(Ax)dx | = sen(Ax)dx
fi (f ol en e+ [ g sende | = f G5 senh

concluimos que

Joo
f (_);) sen(Ax)dx = Im <2niZRes (f(2),z)) +TtiRes(f(z),O))

4.38 Ejemplo.

oo

T senx ei? . ei?
f—dx:lm miRes —,0) ) =Im(milimz— ) =x
X Z z—0 Z

—o0

~+o0
. P(x)
4.7.9. Integrales del tipo —~ cos(Ax)dx
g p _L o0 )

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas con coeficientes reales sin factores comunes y
A>0.

2. grado(Q) > grado(P) + 1.

3. O(x) tiene ceros simples en puntos del eje real que coinciden con ceros de la fun-
cion cos(Ax).

En estas condiciones si {zl 22, ,zq} es el conjunto de los ceros del polinomio Q que
estdn en el semiplano superior y {x;,x,...,x,} es el conjunto de los ceros del polino-
mio Q que estdn en el eje real, se verifica que

—oo

j=1

TP o P(z) iz N P@) i
I Q((x)) cos(Ax)dx = Re (27UZRGS (%e }‘",Zj> —HUjZlRes <£e x‘fﬂ))

La justificacién de esta igualdad es totalmente andloga a la anterior.
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4.7.10. Ejercicios propuestos

Usando el método de residuos calcula las integrales siguientes.

e sen(Ax)

197. Ofmdx (A>0,a>0)

too

senx
9. | e

too
COSXx

99 | e

too
200. J‘ X senTx

_mx2—5x+6

o0

senAx 1
201. dx
j x ax’+bx+c

(a>0,b* —dac < 0)

—+oo
senx
202, | ——< dx
j x(x2 —n2)

+o0
senTx

_jw x(x—1)(x—2)(x—3) dr

203.

4.7.11. Integrales con polos simples en el eje real

P(x) ihx
o ™

~+oo
Integrales del tipo V.P. j
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220 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes y A > 0.
2. grado(Q) > grado(P) + 1

3. O(x) tiene ceros simples en puntos del eje real.

En estas condiciones si {zl 20, ,zq} es el conjunto de los ceros del polinomio Q que
estdn en el semiplano superior y {x;,xs,...,x,} es el conjunto de los ceros del polino-
mio Q que estan en el eje real, se verifica que

+oo

V.P.;L g((’;)) eMdx = 2nzZRes<Q(é) )—i—mZRes( z ,) (4.15)

Las letras “V.P.” se leen valor principal de Cauchy. Expliquemos lo que esto significa. Su-
pongamos, por comodidad, que Q tiene un cero simple en x = 0 y Q(x) # 0 para x # 0.
El método que hemos usado anteriormente se aplica exactamente igual hasta llegar a la
P(z)
0(z)

¢™ dx no existe. Todo lo que podemos

igualdad 4.14. La dificultad ahora es que la funcién f(z) = ¢’ no es continua en los

T P@)

ceros reales de Q y la integral impropia j

2, Qx)

obtener en este caso es lo que afirma la igualdad 4.14:

e—0

—e oo
lim (ff(x)dx+ jf(x)dx) —2mZRes ),zj) +miRes(f(z),0)

El valor de limite de la izquierda de esta igualdad se llama valor principal de Cauchy de

" P(x)

la integral impropia y se representa por V.P. j ~=2 ¢/™ dx. En consecuencia, podemos

0(x)

afirmar que

V.P. f ox ’de —2mZRes z),zj) +miRes(f(z),0)

Naturalmente, si Q tuviera dos ceros s1mples reales a < b el valor principal de la integral
vendria dado por el limite siguiente

il’_r)r(l)(ff dx—i—ff dx—i—ff )—ZmZRes ),zj) + mi(Res(f(z),a) + Res(f(z),b))

a+e b+¢
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Observa que tomando parte real o imaginaria en la igualdad 4.15 obtenemos respec-

tivamente, en la hipotesis de que los polinomios P(z) y O(z) tengan coeficientes reales,
~+oo

las integrales f (— cos(Ax)dx y j — sen )dx. Ten en cuenta que alguna de estas in-

O(x)
tegrales puede ser convergente si los ceros de Q(z) en el eje real coinciden con ceros de
cos(Ax) o con ceros de sen(Ax).

No olvides que en las hipétesis hechas la integral f o) ¢'™ dx no existe como in-
X

P(x)

tegral de Lebesgue. Pero puede ocurrir que alguna de las integrales f — = cos(Ax)dx y

O(x)

P
j P(x) sen(Ax) dx exista como integral impropia de Riemann.

Integrales del tipo V.P. T" P)
8 S Y 0)

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes.
2. grado(Q) > grado(P) +2

3. Q(x) tiene ceros simples en puntos del eje real.

En estas condiciones si {z1 122y ,zq} es el conjunto de los ceros del polinomio Q que
estdn en el semiplano superior y {x;,x,...,x,} es el conjunto de los ceros del polino-
mio Q que estdn en el eje real, se verifica que

+o0
V.P. ;J (i 2nZRe%< z,z,>+mZRe§( ZZ )

El valor principal de Cauchy esta definido como el limite

o0 X1 —€ p—1Xj+1—¢€ +o0
VP [ fl)dy dx = lim jf Jax+y [ fede+ [ far
—oo Jj=1 xj+¢ Xpte

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



222 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

(x)

+oo
No olvides que en las hip6tesis hechas la integral f g—

(x)

dx no existe como integral de

Lebesgue ni como integral impropia de Riemann.

4.7.12. Ejercicios propuestos

Calcula el valor principal de Cauchy de las siguientes integrales por el método de
residuos.

204. VPJ lsenx ywr
=

~+oo
X
205. VP | ——dx
7[0 x3 -8

2
dx

206. V.P [

Xcosx
207. V.F fx2+3x+2

oo

208. V.P. j

—oo

COSXx
2

sdx  (a>0)

a —Xx

400
209. V.P. j

400
210. V.P. | ——dx
I

~—

4.7.13. Integrales del tipo f g((i dx

~—
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Suponemos que

1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.
2. grado(Q) > grado(P) +1

3. Q(x) # 0 para todo x€[a, D).

En estas condiciones si {zl 22, ,zq} es el conjunto de los ceros del polinomio Q se
verifica que

b

Px) ¢ P), z—b
f ) dx = ;Res <Q(Z) log H,Z_,)

a

. 2 —b -
Para ello, teniendo en cuenta que la funcién log £~ 7 esholomorfa en C \ [a,b] (ver ejerci-

a
cios 1, ejercicio 15y ejercicio 2, ejercicio 68), vamos a aplicar el teorema de los residuos a
la funcién P(2) )
Z z—
7)=—=1lo
(@) 00 84

en el abierto Q = C)\ [a,b]. Consideramos un ciclo formado por dos poligonales (rectan-
gulos) recorridos en sentidos opuestos (ver figura 4.6).

['(R,e) =[b+R+iR,a—R~+iR,a—R—iR,b+R—iR b+ R+iR]—
“[b+e+ie,a—e+ic,a—e—ie,b+e—ie,b+e+ie
donde R, € son nimeros positivos que tomamos de forma que todos los ceros del poli-

nomio Q queden en el interior del rectdngulo grande y fuera del pequeiio de modo que
Indp(re)(zj;) =1 paral < j<gq.

Observa que el ciclo I'(R,€) es nulhomodlogo respecto de Q = C)\ [a,b]. El teorema de
los residuos nos dice que

f % g— ZmZRes( i E_Z,Zj)

Como en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de R y €, serd suficiente
para nuestros propoésitos probar que cuando R — +oo y € — 0 se verifica que

b

P(x
J’Qi ——dﬂ—ﬂmfégm

a
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iR

i€

a R| a ¢ b+e [b+R

iR

Figura 4.6: I'(R,€)

Por la hipétesis sobre los grados de los polinomios P y O se tiene que existen ntimeros
K >0y M > 0tales que

<

IZ>K:*’— < (4.16)

Sk

En lo que sigue suponemos que R > K.

Como la funcién Q(z) no se anula en [a,b]* podemos fijar un ntiimero 0 < p < 1 tal que
en el rectangulo cerrado

R={x+iyeC:a—p<x<b+p, p<y<p}

la funcién Q(z) no se anule. Por continuidad y compacidad, la funcién |g((zi| alcanzara
z
un valor maximo en %. Sea
L_méx{ [P(2)] :zeil{} 4.17)
10(2)]

En lo que sigue suponemos que € < p/2.

Probaremos en primer lugar que las integrales sobre los lados verticales de los rectdn-
gulos tienden a 0. Consideremos para ello un segmento de la forma

JA) =[b+A—il,b+A+iA]* (A>0)

Usando la acotacién bésica para integrales, tenemos que

f(z)dz gzxméx{ Pz)

[+ h—id, b AR ()

z—b| . (z—b)
— | tiarg
z—a z—a
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Z—a

Naturalmente
b

1ng;
z—a

=log
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por lo que

—-b —b —-b
oo =l < oo = e (0
z—a z—a z—a

. L —b )
Vamos a calcular el maximo de la funcién |log S ‘ cuando zeJ(A). Es evidente que para
Z—a

. —b —-b —-b .
z€J(A) se tiene que Z—‘ < 1, porlo que |log Z—H =—log Z—‘.En consecuencia
Z—a Z—a Z—a
—b —b
méx{ log < :ze](k)}_—min{log < :zeJ(k)}
Z—a Z—a

Teniendo en cuenta que el logaritmo es estrictamente creciente, serd suficiente calcular

.. z—Db
el minimo de

en J(A). Los puntos de J(A) son de la forma b+ A + it donde |f| < A.

z—a
Tenemos que
N A2 412

T b—a+r+it] | (b—a+A)?P+12

b+A+it—b
b+A+it—a

Para calcular el minimo podemos prescindir de la raiz. Hemos reducido nuestro proble-

2, 2
ma a calcular el minimo de (bx—i—% en [—A,A]. Derivando se comprueba ensegui-
—a

da que el minimo valor se alcanza para ¢ = 0. Por tanto

méx{
(=)
arg | —
z—a

Como el niimero complejo

7\’2

1

z—b
Z—a

Acotamos ahora

A=tc0A=R.

en J(A). Interesa acotar de forma diferente segiin que sea

b+A+it—b A+it Ab—a)+A>+12+it(b—a)

b+Atit—a b+Aitit—a (b—a+A)?+12

tiene parte real positiva, tenemos que

) arctg e(b—a) =z (A=¢€)
arg($>|:ar0tg(mb—ﬁ)l>< g(b—a) 4
b+Atit—a Mb—a)+32+2) =) Rlb—a) _ rctg_(b_“) (L=R)
R? R

Haciendo en la desigualdad 4.18 A = ¢ y teniendo en cuenta 4.17 y 4.19, obtenemos

82

1 T
[ ydz <2eL (——logiz + _>
[b+e—ie, b+e+ie] 2 (b —a—+ 8) 4
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226 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

y como h’rr(l) elog(e) =0, se sigue que lfrr(l) f f(z)dz =0.
e e[lﬁefie,b+£+ie]
Andlogamente, haciendo en la desigualdad 4.18 A = Ry teniendo en cuenta4.16y 4.19,
obtenemos

M/ 1 R? (b—a)
)dz | <2R— | —zlog —+ t
| f(z) z R ( 5 log (b—a+R)2+arC e )
[b+R—iR,b+R+iR)

Como la dltima expresion en esta desigualdad tiende a 0 para R — +oo, hemos probado

que Rl_l)rilm f f(z)dz =0.
[b+R—iR,b+R+iR]

Andlogamente se prueba que las integrales sobre los otros dos segmentos verticales
también tienden a 0.

Consideremos ahora los segmentos horizontales. Es muy fécil probar que las integra-
les sobre los segmentos horizontales del rectdngulo grande tienden a cero para R — +oo.

Nos queda considerar las integrales sobre los segmentos horizontales del rectdngulo

pequenio.
-+ . .
f F(z)dz = f P(t—i—z.s) 10g<t+l,8_b) dar

t+i€—a
[a—e+ie,b+e+ig] a—g

Tenemos que
t+ie—b  (t—b)(t—a)+€*+ie(b—a)
t+ie—a (t—a)?+¢€?

Paraa+¢ <t < b—¢setiene que (1 —b)(t —a) +¢€> < 0 por lo que

ar friesb arct eb—a) +n (a+e<t<b—e¢)
—_— = a —
S\itie—a g(z—b)(z—a)+s2

A partir de aqui se prueba con facilidad que

. be
e P lC=
a

l[a—e+ieb+e+ig]

Q=

—HTE) dx

Andlogamente

t—ie—>b
)dz = - dt
[a—e— :sfb—ksf:s f Q (tlﬁa)

Tenemos que
t—ie—b (t—b)(t—a)+€*—ie(b—a)
t—ig—a (t—a)?>+¢€?
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X

por lo que

t+ie—b e(b—a)
rg(t+iea) arcg(r—b)(r—a)Jre2 T (a+e<t<b-e)

A partir de aqui se prueba con facilidad que

hm j f(2) afbgi <log 2in)dx

a e—ig,b+e—ie]

Teniendo en cuenta la orientacién de los segmentos, hemos probado que

, be X b (x)
Rl_lffm jf :fo (log a—m) —ZRI 00

La figura siguiente muestra claramente que cuando z se acerca desde el semiplano supe-
rior a un punto x del segmento ]a, b| entonces se tiene que 3 — ny ¢ — 0 por lo que

b

Siim)ax- [ 2 (10g?

a

7—
log — log —|— in
7—

. —-b
Figura 4.7: log < =log
z—a

Y cuando z se acerca desde el semiplano inferior a un punto x del segmento ]a,b[ en-
tonces se tiene ® — —wy @ — 0 por lo que

b—x .
— i

log IR log
7—
Observa que es precisamente la discontinuidad del argumento principal lo que permite
calcular la integral.
1 dx
4.39 Ejemplo. Calculemos 1= j —————— donde 0 < A < m.
g X = 2xcosA+1
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228 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

1

Tenemos que z2 — 2zcosA+ 1 = (z—cosA)? 22 porlo quela funcion ——
que z~ —2zcosA+1 = (z—cosA)” +sen“A p q R T

tiene polos simples en los puntos z; = e/* y zo = e ~’*. Por tanto

1 z—1 1 z—1
I =Res lo ,Z > + Res < lo ,12)
<(Z—Zl)(Z—Z2) g, (z—z1)(z—2z2) £

Calculemos los residuos.

1 z—1 3 1 z—1 1 71—1
Res log ,21 ) = lim (z—2z1) log = log
(z—z1)(z—2z22) z -z (z—z1)(z—22) z 21 —22 21

Tenemos que z; —z, =e'* —e * =2isen). Y

z71—1
21

log =log(e ™(e™* ~1)) =log(e (e /2 — e /2)) = log(e ™?2isen(A/2)) =

= logg(e"(n_)‘>/2 2sen(A/2)) =log(2sen)/2)) +i(m—A)/2

Donde hemos tenido en cuenta que 0 < A < © por lo que sen(A/2) > 0. Por tanto

1 -1 1
s ((Zzl)(zm) IOgZ z ’Zl) ~ Jisenh (log(2sen(A/2)) +i(m—1)/2)

z2—1 71 —1

22

Andlogamente, observando que es el complejo conjugado de , Se obtiene

1 z—1 1 22—1 -1 .
R 1 = 1 = log(2 AJ2)) —i(m—A)/2
es((z—m)(z—m) %72 ’Z2> n-u t 2 2isen7»(0g( sen(A/2)) —i(x—1)/2)

Deducimos que

|

j dx _ T—A
o x2—2xcosh+1  2sen)

o [ )
4.7.14. Integrales del tipo j ——dx

Q(x)
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Suponemos que

1. Py Q son funciones polindmicas sin factores comunes.
2. grado(Q) > grado(P) +2

3. O(x) # 0 paratodo x > a.

En estas condiciones si {zl 20, ,zq} es el conjunto de los ceros del polinomio Q se
verifica que

o0

| Pi fZR < i logy(z — )zj>

a

donde log, es el logaritmo de z definido por

logy(z) = log|z| +id(z) 9(z) € Arg(z) N[0, 27|

Para ello, teniendo en cuenta que la funcién logy(z — ) es holomorfa en C\ [a,+o0], se
P(z)
0(z)

plemente conexo Q = C\ [¢,+oo[. Consideramos un ciclo formado por la poligonal (ver
figura 4.8).

aplica el teorema de los residuos a la funcién f(z) = log(z —a) en el abierto sim-

I['(R,e)=[a+R+ie,a+R+iR,a—R+iR,a—R—IiR,a+R—iR,a+R—ige,a—e—ig,a—e+ic,a+R+ig|

donde R, € son ntimeros positivos que tomamos de forma que todos los ceros del polino-
mio Q queden en el interior de la poligonal de modo que Indrge(z;) = 1 para 1 < j < gq.
El teorema de los residuos nos dice que

P(z) z)
f Qz log z—a z—2mZRes< 00 logy(z—a), z,)

Como en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de R y €, es suficiente para
nuestros propdésitos probar que

Z

RH+°° f QZ)

e—0 I'(R

P
1 dz = —2mi dx 4.20
og(z—a)dz muj o) (4.20)

lo que se hace de forma andloga al caso antes estudiado teniendo en cuenta que ahora
las integrales sobre todos los segmentos tienden a cero cuando € — 0 y R — +oo con
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Forma general del teorema de Cauchy

a R+iR

a+ R+iR

a e+ie
a+ R+ic
a a+ R ic

a € i€
a+R iR

Figura 4.8: T'(R,¢)

la excepcion de las integrales sobre los segmentos [a — € + i€, a + R £ i€] en los cuales se

verifica que

P(z)
lim f log(z —
R;t)w[a78+is.a+R+z£] Q(Z)
) (z)

Cl

ﬁlog(xfafia)dx

og(x—a+ie)dx =

= 21[ 0w (log(x —a) +2mi) dx

Lo que, teniendo en cuenta el sentido de recorrido de estos segmentos justifica la igual-
dad 4.20. Observa que de nuevo es la discontinuidad del argumento lo que nos permite

calcular la integral.

4.7.15. Ejercicios propuestos

Usando el método de residuos calcula las siguientes integrales.

o0

dx
0

212. Oj (2x+1)(x+1)
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4.7.16 Integrales del tipo [, x* g((fc)) dx 231
213. Io (8x2+ 3()L(‘C3x2 +2)

214. :fmﬁ%% (a>0,b>0)

215. :fwﬁ% (a>0,b>0)

216. T o 2;:;5“  0<h<n

4.7.16. Integrales del tipo Toxx% dx

0

Suponemos que

2. A> —1 ygrado(Q) > grado(P) +

3. O(x) # 0 paratodo x > 0.

verifica que

A+1.

1. Py O son funciones polinémicas sin factores comunes y A no es un ntiimero entero.

En estas condiciones si {z1 122y ,zq} es el conjunto de los ceros del polinomio Q se

o(x) -

+o0

P 2
ka () 40—
0

T 1 R
ZiRKZ &
Jj=1

P(2)

0(z)

exp(Alog, z),z_;)

donde log, es el logaritmo de z definido por

logy(z) = log |z| +id(z)

B(z) € Arg(z) N[0, 2|

(4.21)

Departamento de Analisis Matematico

Prof. Javier Pérez



232 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

Observa que exp(Alog,z) € [z]. Para ello, teniendo en cuenta que la funcién log, z es holo-
morfa en C)\ [0, +oc], se aplica el teorema de los residuos a la funcién
P(z)

fz)= @ exp(Alogyz)

en el abierto simplemente conexo Q = C\ [0,+oc[. Consideramos un ciclo formado por
la poligonal (ver figura 4.9).
['(R,e) = [R+ie,R+iR,—R+iR,—R—iR,R—iR,R — ig, —& — i, —€ + ig, R+ i€]

donde R, € son ntimeros positivos que tomamos de forma que todos los ceros del polino-
mio Q queden en el interior de la poligonal de modo que Indr(z¢)(z;) = 1 para 1l < j<g.
El teorema de los residuos nos dice que

R+iR R+iR
€+ ie

R+ e

0 R e
e g

R iR R iR

Figura 4.9: T'(R,¢)

0(z) 0(z)

T'(Re)

q
j Plz) exp(Alogyz)dz = ZRiZRes (P(Z) exp(klogoz),z,)
=1

Como en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de R y ¢, es suficiente para
nuestros propésitos probar que

P(z) Iy P(x)
_ 2iTA A
f —Zexp (Alogyz)dz = (1 —e'™") J X o) dx (4.22)

RH+°°

e—0 T(R
lo que se hace de forma andloga al caso antes estudiado teniendo en cuenta que ahora
las integrales sobre todos los segmentos tienden a cero cuando € — 0 y R — 4oco con la
excepcion de las integrales sobre los segmentos [—¢ 4 ie, R & i€] en los cuales se verifica
que

) P(z) 2 P(x)
lim f —~ exp(Alogyz)dz = lim j exp (Mlogy(x+ig)) dx = fx dx
R erinrei ) Rt Ol )" o)
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4.7.17 Integrales del tipo [, x* g((fc)) (logx)™ dx 233

P(2) f P(x—ie)
RETOQ e exp(Mogyz)dz = REIEoo 0 o) exp(Mlogy(x —ig)) dx =
e—0 [—e—ie,R—ig] e—0 —¢€

oo +oo
P(x) . 2m [ A P()
= exp(A(logx+2mi)) dx = ™™ | x*——=dx
| gy v (hltogr+2m0) RS
Lo que, teniendo en cuenta el sentido de recorrido de estos segmentos justifica la igual-
dad 4.22 y con ello la férmula 4.21. Observa que de nuevo es la discontinuidad del argu-
mento lo que nos permite calcular la integral.

Foo
4.40 Ejemplo. Calculemos la integral j % dx donde 0 < A < 1. Tenemos que
X
0

To xt i o (exp(—?»logoz) ])_ dmiemh T

dx = - = — =
x+1 1 —e2imh z+1 1—e2mh  sen(Am)

0

~+oo
4.7.17. Integrales del tipo j x’“@ (logx)™dx
) o0

Se suponen las mismas hipdtesis del caso precedente. Estas integrales se obtienen de
las anteriores derivando respecto al parametro A.
4.41 Ejemplo.

oo oo 2
X . d X . d T _ mcos(Am)
oj x+1 logxdv =77 (oj x+1 dx) T da (sen(kn)) ~ sen?(Am)

4.7.18. Ejercicios propuestos

Usando el método de residuos calcula las integrales siguientes.

Foo )

X
217. Ojax+bdx (0<A<1,a>0,b>0)
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234 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy
+°°x—7»10gx
218. j dx (0<A<l,a>0,b>0)
5 ax+b
oo x;L
219. Oj rar® (~l1<A<1,a>0)
220 +j°<}](’¢(-,1)c (a>0)
) a2
o0 x7‘
221. dx (-l1<Ai<l,a>0
ij2+2axcosﬁ—|—a2 ( ,a>0)
oo x)‘
222, fmm (—1<A<l,a>0)
+oo xx
223. jx2+x+ldx (—1<A<1)

p P(x)

4.7.19. Integrales del tipo I(x —a)*(b—x)P—"" dx

Q(x)

a
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4.7.19 Integrales del tipo fuh (x—a)*(b—x)P % dx 235

Suponemos que

1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes.
2. o,pe—-1,1[ya+f=10 a+pf=-1.

3. O(x) #0paratodoa < x < b.

En estas condiciones si {zl,zZ, .. ,zq} es el conjunto de los ceros del polinomio Q se veri-
fica que

b q p
gy pPO) T (P@ =0\ s )
Jeemar 0P ey sen(ﬁn>jle‘<Q<z> (E2) o Z)

1 . P(z) (z—b B P
MWRET?(JR)Q(Z) (Z_a) (z—a)**Pdz 423

Se entiende que si el polinomio Q es constante la suma anterior es igual a cero.

La funcién potencia que se integra es el valor principal

_p\B _
(z b) —exp (Blogz b)
z—a Z—da

—b
Recuerda que la funcién log £~ es holomorfa en C\ [a,b]. Aplicamos el teorema de los
z—a

_P(z) (z—b P o
0= 53 (22) -a?

en el abierto Q = C\ [a,b] en el ciclo I'(R, €) que se representa en la figura 4.10.

residuos a la funcién

El teorema de los residuos nos dice que

N Res [ P@) (20N s
r(iﬁ)ﬂZ)dz_27t ;Re (Q(Z) (Z—a) (z—a)"".z;

Como en esta igualdad el lado de la derecha es independiente de R y &, es suficiente para
nuestros propésitos probar que

b B
im =2isen x—a)*(b—x p L) im —P(Z) z=b —a)*th,
i [ =t [s=ao-sp Gy | 55 (225) oot

(4.24)
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236 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

Figura 4.10: T'(R,€)

Se comprueba que las integrales sobre los segmentos verticales tienden a cero. Sobre los
segmentos horizontales [a — e £ i€, b+ € £ i€] se verifica que

b+e

b
i [ 00z =i | st i)t = [ Gtenp (p 1on 1) in) ) P =

X—a
la—e+ige, b+e+tig]

b
=¢'™ j(x— a)*(b—x)P P(i) dx

b+e b

lim [ f()dz = m}ai fx—ig)dx = af P& oo <B <log bx_ in)> (x—a)*Bdx =

[a—e—ie, b+e—ig] 0(x) x—a

b
—e ™ [(x_aq)* _xﬁp(x>
= uj( Jib =) 5 d

Lo que, teniendo en cuenta el sentido de recorrido de estos segmentos justifica la igual-
dad 4.24.

El siguiente resultado es util para calcular este tipo de integrales.
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4.42 Proposicion.

(@) Supongamos que lim zh(z) = 1. Entonces h’rE h(z)dz = 2mi.
i — o0

C(0.R)

(b) Supongamos que 1im zh(z) = 0. Entonces RlﬁE h(z)dz =0.
7—00 — 400
C(0.R)

(c) Silimz <@z°‘+ﬁ) = LeC entonces
i~ \ Q(2)

_p\B
Rh’rE f %(Z_b> (z—a)*Pdz =2Lmi
TR T NETE

Demostracion.

(a@). Puesto que lim zA(z) = 1, podemos escribir z4(z) = 1+ g(z) con 1im g(z) = 0. Tenemos

f @dz
0R) ©

1
f h(z)dz = j —dz+ f &dZZZJtiJr
Z Z
) C(0.R) R)

C(0,R) C(O,R C(

Y como

J 86 g, gzauremaix{g(zl)| :zlzR}:mf“éx{lg(Z)IiIZI:R}
C(0,R) ¢ ¢

deducimos que leIE f 8(2) dz = 0. Lo que prueba (a).
— o0 Z
C(0,R)

El punto (b) se prueba de forma andloga y (c) es consecuencia inmediata de (@) y (b).

4.43 Ejemplo.

b -2
| d ! lim | <Z b) L d=n
g 1/(x—a)(b—x) 21561’1(—71:/2>R—>+°E z—a Z—a

(07R)

Donde hemos aplicado la proposicién anterior para calcular el limite pues poniendo

b\ 7?1
h(z) = ( > es claro que lim zh(z) = 1. O

z—a 200
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238 Capitulo 4. Forma general del teorema de Cauchy

Observacion

Si lim z (%z“*ﬁ) = 00, el calculo del limite en la férmula 4.23 puede ser complicado.
z—00 z

Una forma de proceder en estos casos consiste en elegir un entero k > 1 de manera que
—kt1 <P(Z) Lo+
0(z)

lim z

Z—o0

) = LeC, y tener en cuenta que

x—a)® _xBP(x) = fmb(x*a)a(b*x)ﬁp(x)

a

S

4.7.20. Ejercicios propuestos

Calcula las siguientes integrales usando el método de residuos.

1
dx
224, [——
bf V/x2(1—x)
‘ dx
225, [
lf" (x+1)2(1-x)
a 2
226. | A o)
2 Va?—x
a
227. j dr (@>0,b>0)
(x2+b2)\/ a? — x2
b
228.f ! b (a<b<c)
Jx—cy/(x—a)(b—x)
p dx
229, f (ac+d > 0,bc+d > 0)
0 (ex+d)\/(x—a)(b—x)

230. (x—a)(b—x)dx

S

a<b<c)

b
231, [VETEED (x;i)ib_x) (
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La técnica de calcular integrales usando el teorema de los residuos es méas amplia que
los casos estudiados. En los ejercicios que siguen puedes comprobarlo. En estos ejercicios
se indica por lo general la funcién que debes integrar y el camino de integracion y td
debes realizar las acotaciones apropiadas para calcular las integrales. No se trata de que
apliques una férmula sino de que en cada caso justifiques los célculos necesarios.

4.7.

21. Ejercicios propuestos

232.

233.

Integrando una conveniente funcién
compleja a lo largo del camino I'(g,R)
formado por la frontera del sector cir-
cular (ver figura 4.11)

2n
{ZG(C*:8< |z <R, 0< arg(z)<—}
n

con 0 < € < 1 <R, calcula la integral

To x* &y Figura 4.11: Camino I'(g,R)
5 1+xn

DondeneN,n >3, acRyn>1+a>0.Paran=1yn=2 esta integral ya ha sido
propuesta por otro método en los ejercicios 217 y 222. Pero como ese método re-
quiere calcular los residuos en todos los polos de la funcién no es ttil para valores
grandes de n. El camino que se propone en este ejercicio tiene la ventaja de que
solo se precisa calcular el residuo en un polo. La eleccién del camino se hace ade-
mads de forma que el denominador de la funcién que se integra se repita en los dos
segmentos y es precisamente eso lo que permite calcular la integral.

Prueba, integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la poligonal
cerradaI'(R) = [-R, R, R+2mi, —R+2mi, —R] (R > 0), que

T e T
[
J 14e? sen(ou)

donde o es un pardmetroreal y0 < o < 1.

Observa que la poligonal se ha elegido de forma que el denominador de la funcién
que se integra se repita. Comprueba, con un cambio de variable, que esta integral
puede reducirse a la del ejercicio 217.
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234. Prueba, integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la poligonal
cerradaI'(R) = [-R, R, R+2mi,—R +2mi,—R] (R >0), que

oo gy

e _w(l—a)
L &= atom

—oo

donde o es un pardmetro real talque 0 < o < 2y ot # 1.

Nota: Para calcular el residuo puedes usar la igualdad

e+l=—(e"-1) = (z—in)o(z)

donde ¢(z) = —Z

n=0

1
(n+1)!

(z—im)".

235. Prueba, integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la poligonal
cerradaI'(R) = [-R, R, R+mi,—R+mi,—R] (R > 0), que
oo oy

e T
je)‘+e*x dv = 2cos(5a)

—oo

donde o es un pardmetrorealy —1 < o < 1.

236. Prueba, integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la poligonal
cerrada I'(R) = [-R,R,R+mi,—R+mi,—R] (R > 0), que

TO xe® - n_2 sen (%)

e*+e X 4 cos?(Zo)

—oo

donde o es un pardmetrorealy —1 < a < 1. ;Puedes deducir este resultado del ejer-
cicio anterior?.

1— 2iz
237. Integrando la funcion z — ——— alo largo de la frontera de la mitad superior del
z
anillo A(0;¢,R), Prueba que:
o an2
j sen2 X ™
X
0
ez _3eit 4D
238. Integrando la funcion f(z) = ————— alolargo de la mitad superior del anillo
z

A(0;¢,R) deducir que
} (senx)3dx _3n
0 X 8
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239. Integrando la funcién '
_ ztief—i

f(2) 3

alo largo de la frontera de la mitad superior del anillo A(0; €, R), prueba que

+°°)C — Ssenx T
f 7 de=7

X 4
0

240. Sea a > 1. Integrando a lo largo de la poligonal [—n,n,t+in,—n+in,—=n] (n€N) la

funcién z — —- , Prueba que:
X senx 2 14+a
———dx = —1 .
7n1+a2—2acosx a og< a >

241. Prueba, integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la frontera de la
mitad superior del anillo A(0;&,R) (0 <& < R), que

too o
f A T
)1 +x2 2cos(%F)
donde o es un pardmetrorealy —1 < o < 1.
242. Integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la frontera de la mitad
superior del anillo A(0,¢,R), Prueba que, para —1 < o < 3, o # 1, se verifica:
oo g

x T o
Oj(H—xz)zdx 4( o) sec 5

243. Integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la frontera de la mitad
superior del anillo A(0;€,R), 0 < € < 1,2 < R, calcula la integral:

~+oo

1
[
J (x24+1)(x2+4)
244, Prueba que, para0 < a < 2, o # 1, se verifica:
el A 21 senZ (1 — o)
jizdf: f—z = AR eenma
o L+i+t o ltete V3 senmo

245. Prueba, integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la poligonal
cerradaI'(R) = [-R, R, R+ i, —R+ i, —R] (R > 0), que
too x_ a—x n/2 _ -T2
1
[ emrearmn L
er_;'_efo \/§ el4e T

—oo
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246.

247.

248.

249.

250.

Integrando la funcién
1— eZiZ
J@) = 22(z22 4 a?)
alolargo de la frontera de la mitad del anillo A(0;€,R), 0 < € < a < R, que esta conte-
nida en el semiplano superior, calcular la integral:

2

T sen’x
—————dx
ijz(x2+a2)

log(i+2z)

Integrando la funcién f(z) = 1122

alo largo de la frontera de la mitad superior
del anillo A(0;&,R), 0 < e < 1 <R, prueba que

+felog(l +x?)

dx = rmlog2.
1+x2 08

Definamos, para cada ze C*, h(z) = log(—iz) + ig. Dado a.€] — 1, 1], integra la funcién

_ e(@h(2)h(d)
fO=—e

alo largo de la frontera de la mitad del anillo A(0;€,R), 0 < € < 1 < R, que estd conte-
nida en el semiplano superior para obtener el valor de las integrales

“x*log(x) f
14x2 1+x2

logz

Sea n un nimero natural mayor o igual que 3. Integrando la funcién z+— T2
z

lo largo de la frontera del conjunto
{zeC:e<|z]<R,0<arg(z) <2n/n}, (0<e<1<R)

calcula las integrales
° logx
n n
o I+x 5 I+x

z2log(z)

Integrando la funcién z+— Y
I+z

alo largo de la frontera del conjunto

{zeC:e<|z]<R,0<arg(z) <m/2}, (0<e<1<R)

calcula las integrales

“x?log(x) f
1t 1+x*
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251. Sea o, = e™* y R > 0. Integra la funcién f(z) = cosec(nz) exp(inz?) a lo largo de la
poligonal cerrada I'(R) = [-1/2—Ra,1/2—Ra,,1/2+ Ro,,—1/2+ Ra,,—1/2 — Ra] para
calcular el valor de la integral

to
je*)‘ dx
0

252. Integrando z — e‘“"z a lo largo de la poligonal I'(R) = [-R, R, R+ iza—b, —R+ i%, —R]
(R > 0), calcula las integrales

oo oo
f S sen(bx) dx, j e ar’ cos(bx)dx (a>0,b>0)

—oo

253.

Integrando una conveniente funcién compleja Rai
alo largo del camino I'(g,R) que se indica en la Z//
figura 4.12, calcula la integral

e senax

j e?m —1 dx \\

0

0o = R

Figura 4.12: Camino I'(g,R)

4.
Integrando una conveniente funcién com- R+i i R+i
plejaalo largo del camino I'(e, R) que se in-
dica en la figura 4.13, calcula la integral

oo

h(ax
j%dx (a>0,a#m) R c] ¢ R

—oo

Figura 4.13: Camino I'(g, R)

255. Integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la poligonal cerrada
['(n) = [~n, n, n+2in,—n+ 2in,—n], calcula la integral

oo e

j (14 x2)cosh(mx/2)

—o0

256. Calcula, haciendo uso del teorema de los residuos, la integral

oo ax

| erve

—oo0

dx (0<a<?2)
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257. Calcula las integrales

+okalogx
a) - dx (-1<A<0)
~+oo
(logx)?
b) j oo dr
0
- cosax — cosbx
c) f—xz

0
coshax T senhax
d) Oj soshbn coscxdx, Of ~oshbr sencxdx (0 <a<b)

258. Naturalmente, el teorema de los residuos sirve para calcular integrales complejas.

eZ
Calcula el limite i ——dz.
a) Calcula el limite _1)1}300 j (z+2)3 Z
[1—iR,1+iR]

dz
b) Calcula la integral _
) & Oj]) V6z2 —57+1

(0,

259. Sea Q un dominio simplemente conexo, S un conjunto de puntos aislados en Q 'y
FeH(Q\S). Justifica que f tiene una primitiva en Q\ § si, y sélo si, Res(f(z),w) =0
paratodoweS.

260. Sea

oo

cotg(mz) = Z anz"

n=-—oo

el desarrollo de Laurent de cotg(nz) en el anillo A(0; 1,2). Calcula los coeficientes a,
para n entero negativo.

261. Prueba que la funcién
no_k
z
fz)= kzg i

tiene n ceros distintos z;,z», .. .,z, que verifican la igualdad

"1
E_q:O (2<q<n)
— 7
j=1"J

k
Sugerencia: considera la integral f % dz (0<k<n-2).
z
0.R
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262. a) Prueba que hay una tnica funcion f<#(C\D(0,1)) tal que f(z)> =z>+z+1
para|z| > 1y f(x) >0parax > I.

b) Calcula la integral

1
——dz (R>1)
C(JR) (@)

donde f(z) esla funcién obtenida en el apartado anterior.

263. Sea f una funcién holomorfa e inyectiva en C* = C\ {0} verificando que f(z) #0
para todo z € C*. Pruébese que hay un nimero complejo o # 0 tal que o bien f(z) =
oz Vze C*, obien f(z) = % Vze C".

4.8. Aplicacion del teorema de los residuos para sumar se-
ries

Las aplicaciones del teorema de los residuos para sumar series se basan en la siguien-
te idea. Supongamos que f es una funcién holomorfa en C\ P(f) donde P(f) es un con-
junto finito de puntos que son polos de f. Admitiremos la posibilidad de que algtin po-
lo de f sea un ntimero entero. Sea g una funcién holomorfa en C\ Z que en cada nu-
mero entero tiene un polo simple. Sea I';, un camino cerrado que rodee a los enteros
{-n,—n+1,...,—1,0,1,...,n—1,n} y alos polos de f una sola vez dejando fuera a los de-
mas enteros. Teniendo en cuenta que si k es un entero que no es un polo de f se verifica
que Res(f(z)g(z),k) = f(k)Res(g(z),k), el teorema de los residuos nos dice que

f f(2)g(z)dz =2mi Y Res(f(z)g(z),k)Indr, (k) +2mi Y Res(f(2)g(z),w) =
Ty

kég(zj) weP(f)
= 2Ti Z f(k)Res(g(z),k) +2mi Z Res(f(z)g(z),w)
k=—n weP(f)
k¢P(f)
Supongamos que
lim | f(z)g(z)dz =0 (4.25)
entonces obtenemos
Tim 3" f(R)Res(g().k) = — > Res(f(2)g(2),w) (4.26)
k=—n weP(f)
k¢P(f)
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Las elecciones usuales para la funcién g son

n T
g(z) = senTz = wcotgnz; g(z) = = TCcosecnz
COSTZ senz

funciones que tienen polos simples en los enteros siendo
Res(mcotgmz,k) =1, Res(mcosecnz, k) = (—1)¢ (keZ)

Particularizando para estos casos la igualdad 4.26, supuesto que se cumpla la condi-
cion 4.25, obtenemos

lim > f(k) =- Y Res(nf(z)cotgnz,w) (4.27)
" k=—n weP(f)
kgP(f)
lim Y (=1)ff(k) =— ) Res(nf(z)cosecmz,w)  (4.28)
" k=—n weP(f)
k¢P(f)

A continuacién vamos a imponer a la funcién f condiciones suficientes para que se cum-
plala condicién 4.25 para dichas elecciones de la funcién g.

Como camino de integracién I', vamos a tomar la poligonal (es un cuadrado)

T = [l 3)(=1 =), (14 3)(1 =), (n )(1+0), 4 3)(~1 4, (n+ 5) (=1~ )]

(n+3)( 1+14) (n+3)(1+14)
n 1] n n n+1
(n+3)( 1 ) (n+3)(1 i)

Figura 4.14: Camino I,
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4.44 Proposicién. Para todo z €T} se verifica que |cotgmz| < 2 y |cosecTz| < 2.

Demostraciéon. Supongamos que z =n+ % +iy. Entonces

.ezmz +1 B .em'72ny +1

COtg(TCZ) = ’ezmz -1 leni72ny -1
2i ez Ziein(nJrl/Z)fny
COSGC(WZ) = ez _ g—inz = e2inz | = ein—2ny _|
por lo que
1— e—27ty
tg(nz)| = ————
Jotg(m2)| = 1 <
2™
cosec(Mz)| = ——= <
Joosec(me)| = -

Analogamente, si z =x+i(n+ ) se obtiene que

1+e—n(2n+1) l4+e™

[cotg(m)| < =y < T <2
_ 9 e—TMn+1/2) 2e~ /2 1
|cosec(mz)| < TEp=—erEsy < o= <

Teniendo en cuenta que cotgz y cosecz son funciones impares, estas cotas también son
validas para los otros dos lados de T',.

4.45 Proposicion. Se verifica que

j cotg(mz) dz — j cosec(mz) dz =0

Ly < Ly <

cotg(mz)  cosec(mz)

Demostracion. En efecto, como las funciones son pares y tienen un

polo de orden dos en cero, deducimos que su residuo en cero es igual a 0. Los residuos en
los demads polos se anulan dos a dos porque

1 1)
Res cotg(mz) K =L Res cosec(nz)’k _ (-1)
z k z k
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y en consecuencia sus integrales en I',, son nulas en virtud del teorema de los residuos.

4.46 Proposicién. Supongamos que hay ntimeros M >0 yR > 0 tales que para |z| > R se
verifica que |zf (z)| < M. Entonces se verifica que
lim [ f(z)cotg(nz)dz = lim f f(z)cosec(nz)dz =0

n—oo

Iy, Ly

f(/2)

Demostracion. Pongamos i(z) = ———=. La hip6tesis hecha implica que % estd acotada
en el disco D(0,1/R) y, por tanto, & es regular en 0. Definiendo 4(0) = 11’rr(1) h(z), se tiene que
I

h es holomorfa en el disco D(0,1/R) por lo que podemos escribir
hz)=> e z€D(0,1/R)
n=0
Deducimos que
f(1/2)—coz=22> eaz"' z€D(0,1/R)\{0}

n=1

oo

Como la funcion E cn?"

n=1

~! es continua en D(0, 1/R) deducimos que esta acotada en com-

=

—1
§ cnZ"

n=1

pactos. Por tanto existe K > 0 tal que < K para todo z€ D(0,1/2R). Deducimos

que
K

co
_fle &
|z]

Z

f() | = 2R (4.29)

Tenemos, en virtud de la proposicién 4.45, que

t
fcotg(nz)f(z)dfz = fcotg(nz) <f(z) - %) dz +cof %(nz) dz = fcotg(nz) (f(z) - %) dz
I Iy Ty T,

Por la proposicién 4.44 y la desigualdad 4.29, deducimos que para n > 2R se verifica que

fcotg(nz)f(z)dfz = jcotg(nz) (f(z) — CZ—O) dz| < (nf%&n—i- 1/2)

T, Ty

La misma acotacién es valida cambiando cotg(nz) por cosec(nz). De estas acotaciones se
sigue enseguida la afirmacién del enunciado.
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P(n)
Q(n)

~+o0
4.8.1. Series del tipo Z

Suponemos que
1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes.
2. grado(Q) > grado(P) + 1.

En estas condiciones si {z1,12, ... ,zq} es el conjunto de los ceros del polinomio Q se
verifica que

n

/ P _ S~ pes (reote(nn FE. 2.
lim kz o0 = ;R ‘ (n tg(mQ (Z),z_,) (4.30)

=—n

Q(k)#0

Esto es consecuencia directa de los resultados anteriores pues en las hipétesis he-

P(z)

chas se verifica que 1im zm = LeCYy, por tanto, se satisface la hip6tesis de la proposi-
7—00 bd
ci6én 4.46.

Es interesante observar que la existencia del limite en 4.30 no implica que la serie

P(k)

sea convergente. Naturalmente, que la serie Z o0 sea convergente quiere decir que
keZ Q( )
0(k)#0
existe el limite

q

P(k)

lim Z —

g 2 0k)
Q(k)#0

Por otra parte, la condicién grado(Q) > grado(P) + 2 garantiza la convergencia absoluta
de la serie.

4.47 Ejemplo. Sea a € R, o # 0.

lim - —1 Res | wcotgm —1 | O Res | wcotgm —1 | O
E = — i — —i =
ne £ k20 e e

T T 4O
T o 0T _e—am
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. 1
Como la serie E k2—|-—2 es convergente tenemos que
o
n>1

n
. 1 .
;}H}c}ok;n k2 + o2 o 2;}1_)002 k2 + az (xz Z k2 + (XZ (XZ
de donde se sigue que
T e*T4e T ]
Z 2+0(2 o e _e—0T 2

. o . . . 1 .
En virtud del criterio de Weierstrass, la serie Z ——— €8 uniformemente convergente
1 n-+o
para o€ R, por lo que

1 o= 1 c ol m e pe T ] T

E — — lim — — lim - @ | ==

n?2  a—0 1nz+0c2 a2 \ o e —gom 2 6
—

donde el dltimo limite puede calcularse por la regla de LHopital. O
—+oo
P(n)
4.8.2. Seriesdeltipo » (—1)"
2 g0)

Suponemos que
1. Py Q son funciones polinémicas sin factores comunes.
2. grado(Q) > grado(P) +1

En estas condiciones si {21 322y ,zq} es el conjunto de los ceros del polinomio Q se
verifica que

k=—n
0(k)#0

P(k) 1 P(z)
r}glolo Z k ZR@% TCcosec nz)Q( Rt o (4.31)
J=1 X

Es interesante observar que en este caso las hip6tesis hechas garantizan, por el crite-
rio de Dirichlet, la convergencia de la serie aunque no necesariamente la convergencia
absoluta.
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4.48 Ejemplo.
n k 2 2
—1 1 1 d 1 e
’}T"l"k; ( kz) = —Res (ncosec(nz)Z—Z,O) = —El% d—Z2z3 (ncosec(nz)z—z) =-<
k40

De donde se sigue que

=

= 1. -~ (D) w
S fm G-

n=1

=—n
k0

4.8.3. Ejercicios propuestos

264. Justifica que, excepto para ciertos valores de a (que se precisardn en cada caso), se
verifican las siguientes igualdades.

oo

1 1/m 1
PP i (5‘”“““;);

1 1
b) Z ol i %(cotgna—i—cothna);

“—nt—a
- 1 n2
C = ;
) Z (n—a)? sen’ma
n=—oo
ZL(=1)" 1 T
d =4t —;
) ;)nz—i—az 242 + 2a senhTa
= (=1)" 1 T 1 1
e =——— | — :
) ”Z_;n“—a4 2d*  4a3 senna+senhna
Tsenaz

265. Integrando la funcién z — alo largo de la frontera del cuadrado cuyos vér-

Zsenmz
tices son (£1+i)(n+ 1), donde n€N, calcula la suma de las series
L \ut1S€NAN
0 Y (e
n>1
(="
b )
) Z (2n+1)3

n=0
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4.9. Principio del argumento. Teorema de Rouché

En esta seccién vamos a obtener dos importantes consecuencias del teorema de los
residuos que proporcionan herramientas ttiles para el estudio de los ceros de una fun-
cién holomorfa. En lo que sigue vamos a considerar funciones cuyas tinicas singularida-
des son polos.

4.49 Definicién. Diremos que una funcion f es meromorfa en un abierto Q C C si las
Unicas posibles singularidades de f en Q son polos, es decir, existe un conjunto P C Q de
puntos aislados en Q tal que f es holomorfa en Q\ Py f tiene un polo en cada punto de
P. Notaremos por M (Q) el conjunto de las funciones meromorfas en Q.

La palabra “meromorfa” significa “de forma racional” porque las funciones meromor-
fas se comportan de forma parecida a las funciones racionales. De hecho, los ejemplos
mas inmediatos de funciones meromorfas son las funciones racionales las cuales son
funciones meromorfas en C. Naturalmente, toda funcién holomorfa es también una fun-
ciébn meromorfa. Mds atn, el cociente f/g de dos funciones holomorfas en un abierto Q,
supuesto que g no es idénticamente nula en ninguna componente conexa de €, es una
funcién meromorfa en Q.

4.50 Principio de identidad para funciones meromorfas. Una funcién meromorfa en
un dominio cuyos ceros tienen algtin punto de acumulacion en el dominio es idéntica-
mente nula.

Demostracion. Sea Q un dominio y f una funcién meromorfa en Q. Notemos Z(f) el
conjunto de las ceros y P(f) el conjunto de los polos de f en Q. Como P(f) es un conjun-
to de puntos aislados en Q, el conjunto Q; = Q\ P(f) es abierto. Supongamos que Z(f)
tiene algin punto de acumulacién en Q. Es evidente que un punto de acumulacién de
ceros también es un cero de f por lo que, en la hipétesis hecha, deberd ser Z(f)' NQ # @.
Como f es holomorfa en Q, si probamos que dicho conjunto es un dominio, el princi-
pio de identidad para funciones holomorfas implicard que f(z) = 0 para todo z€Q;, pero
entonces es claro que tiene que ser P(f) = @ y, por tanto, habremos probado que f es
idénticamente nula en Q.

Supongamos que Q; = AU B siendo A y B conjuntos abiertos tales que ANB=0. La
idea es extender esta particién de Q; a una particién por abiertos de Q. Para ello, defini-
mos los conjuntos

A=AU{zeP(f):3r>0,D(z,r)\{z} CA}, B=BU{zeP(f):3r>0,D(z,r)\{z} C B}
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es inmediato que ambos conjuntos son abiertos. Ademas, si z€ P(f), por ser P(f) un con-
junto de puntos aislados en Q, hay algtn r > 0 tal que D(z,r) C Qy D(a,r) NP(f) = {z}.
El conjunto D(z,r) \ {z} estd contenido en Q; y, como dicho conjunto es conexo, debe-
rd ocurrir que o bien estd contenido en A o bien estd contenido en B. En consecuencia
AUB=QyANB=@.Como Q es un dominio alguno de ellos debe ser vacio y, por tanto,
alguno de los conjuntos A o B tiene que ser vacio.

Este resultado permite extender para funciones meromorfas las propiedades de los
ceros de las funciones holomorfas. En particular, los ceros de una funcién meromorfa y
no idénticamente nula, f, en un dominio, Q, son un conjunto de puntos aislados en Q. En
consecuencia, si a es un cero de f existe un disco D(a,r) C Q tal que f es holomorfa en
D(a,r) y, por tanto, el concepto de orden de un cero para funciones holomorfas (que es un
concepto local) se aplica con igual significado para funciones meromorfas. En particular,
se verifica el siguiente resultado.

4.51 Corolario. Sea f una funcién meromorfa en un abierto Q y supongamos que f
tiene en a € Q un cero de orden m. Entonces existe una funcién g meromorfa en Q cuyos
polos son los mismos de f tal queg(a) #0y f(z) = (z—a)"g(z) para todo z€ Q que no sea
polode f.
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4.52 Principio del argumento generalizado. Sea Q un dominio, f una funcion mero-
morfa no idénticamente nula en Q y g una funcién holomorfa en Q. Sea P(f) el conjunto
de los polos y Z(f) el conjunto de los ceros de f en Q.

Parab e P(f) notaremos n(b) el orden del polo de fen b, y paraac Z(f) notaremos m(a)
el orden del cero de fen a. SiT es un ciclo en Q\ (P(f)UZ(f)) que es nulhomdlogo con
respecto a Q se verifica que:

» Elconjunto{weZ(f)UP(f): Indr(w) # 0} es finito.

I f’(
ZMJ Pk 2)dz = Z Indr(a)m(a Z Indr(b (b) (4.32)

acZ(f beP(f

Demostracién. Pongamos S = Z(f) U P(f) que es un conjunto de puntos aislados en Q.
Aplicamos el Teorema de los residuos a la funcién

f'(2)
f(@)

que es holomorfa en Q\ S. Dicho teorema nos dice que el conjunto {weS: Indr(w) # 0} es
finito y ademés

h(z) = g(z)  (zeQ\S)

mjh )dz =" Indr(w)Res(h(z),w) =

wes
Z Indr(a)Res(h Z Indr(b) Res(h(z),b)
acZ(f beP(f)

Calculemos los residuos. Si a € Z(f) hay un disco D(a,r) C Q tal que D(a,r) NS = {a}. Por
tanto, existe una funcién ¢ € #(D(a,r)) tal que ¢(a) # 0y f(z) = (z—a)"@¢(z) para todo
z€D(a,r). Por tanto

f'(2) =mla)(z—a)" " o(z) + (z—a)"¢'(z) zeD(a.r).

yen consecuencia

he) = M ¥ @y enian\ (o}

Deducimos que lim(z —a)h(z) = m(a)g(a) lo que implica que Res(h(z),a) = m(a)g(a).
7—a
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Si b € P, entonces existe un disco D(b,r) C Q tal que D(b,r)NS = {b}. Por la caracte-
rizacién de los polos sabemos que hay una funcién y holomorfa en D(b,r) con y(b) # 0

tal que f(z) = % para todo z€ D(b,r) \ {b}. Tomando r suficientemente pequeiio
z— n
podemos suponer que y(z) # 0 para todo z € D(b,r). Tenemos que
/ v(z) v'(z)
f (Z) n(b) (Z _ b)n(b)-H + (Z— b)n(b)
por tanto,
[ v'(z) —n(b)
h(z) = z)= z)+ Z
()= 55800 = 2y 8O+ 280

y deducimos que lfII;(Z —Db)h(z) = —n(b)g(b),lo que implica que Res(h(z),b) = —n(b)g(b).
>

Si particularizamos la igualdad 4.32 tomando como g la funcién constante g(z) =1,
obtenemos

U /'@, _ nde(b)n
o ! i) dzaEzZEf)Indr(a)m(a) S Indr(b)n(b)

beP(f)

Si ahora suponemos que para todo z€Q es Indr(z) = 0 o Indr = 1 y definimos el conjunto
U ={zeQ\I"* :Indr(z) = 1}, podemos escribir la igualdad anterior en la forma

L '@, _ _
%lf(z)dz_ Z m(a) — Z n(b) =

acZ(f)NU beP(f)NU

= numero de ceros de f en U - nimero de polos de f en U

donde cada cero y cada polo se cuenta tantas veces como indica su orden.

Veamos que

]; ((Z) dz = Ind o (0)

|

2mi ) 2)

Es suficiente probar esta igualdad para un camino cerrado y: [a,b] — C. Por la defini-
ci6én de integral a lo largo de un camino tenemos

2) () Tomi) g

L', 1 a0), 1 odz
2—mJ P 2—maf Y (t)dt ] = = Indjey(0)

Hemos probado asi el siguiente teorema.
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4.53 Principio del argumento. Sea Q@ un dominio, f una funcién meromorfa no
idénticamente nulaen Q yT un ciclo en Q nulhomalogo con respecto a Q y que no pasa
por ningtin polo ni por ningtin cero de f. Supongamos, ademds, que para todo z€ Q\T'™*
se verifica queIndr(z) €{0,1} y definamosU = {z € Q\T'* : Indr(z) = 1}. Entonces

~

Indfor(()) = ﬁ J /(Z)

dz =No—N, 4.33
rf(z) z 0o—N, (4.33)

donde Ny es el niimero de ceros de f enU y N, es el niimero de polos de f enU contando
cada cero y cada polo tantas veces como su orden.
En particular, si f es holomorfa en Q yT es un camino cerrado, se tiene que

Indor(0) = ﬁ £ @) 4o = (4.34)
r

Es decir, el numero de ceros (contando cada cero tantas veces como su orden) de f en U
(el “interior” deT') es igual al niimero de veces que el camino f oI rodea al origen.

Ceros de un polinomio en una regién angular

4.54 Proposicion. Sea P una funcion polinomica con coeficientes complejos de grado
n>2,yseaU laregion angular

U={zeC":a <argz < B}.

donde —n < o< B < 7w, y supongamos que el polinomio P no se anula en la frontera deU .
Entonces el ntimero de ceros de P en U, contando cada cero tantas veces como su orden,
viene dado por

No(U) = %;“) n i (r lim (1) - Ll’mwﬁ(t)) (4.35)

donde ¥ : R — R es un argumento continuo de la funcion ¢ : R — C dada por
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P(—teP ara <0
(P(t):{ ( oL ) g
P(re™®) para t>0

Demostracién. Sea K > 0 tal que P(z) # 0 para |z| > K. Consideremos, para R > K, el camino

cerrado (ver figura 4.15) T'g =y +ox donde
it

Yr:[o,B] — C, 7yr(t) =Re",

—tetP para —R<r<0
or: [-R,R] —C, (SR(t):{ p

te’® para 0<r<R

Observa que, por ser R > K, los ceros de P en U estan todos en Ug = U N D(0,R). Por el

/
ity
Re* *,

Ur

Figura 4.15: Camino I'g

principio del Argumento tenemos que

1 Pz, 1 (P(2) 1 ¢P(2)
M) =25 FfR P02) dz_z_mvl P " i Gf o) < (4.36)

Calcularemos el limite para R — +oo de las dos tltimas integrales en esta igualdad. Te-
niendo en cuenta que P es un polinomio de grado n, podemos escribir

P'z) _n_ R

PGz o)

donde Py y Qp son polinomios verificando que grado Qy - grado Py > 2.

Por tanto, existen nimeros M > 0, Ry > 0 tales que

Py(z)
Qo(2)

siempre que |z| > Ro

TP
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Por tanto, para R > Ry se tiene que

0(z) M
o
Q | <R )20
Ademas, paratodo R >0
| B .o i
_IE = iRe dt:n(B—Oc)
2niJ z 2ni ) Re! 21
TR o
Deducimos que
P'(z) n(B—a)
lim — dz =
R oo 27 . P(z) ¢ 2n

Calcularemos ahora el limite para R — +oo de la tiltima integral de la igualdad 4.36. Ob-
serva que para € [—R, R] se tiene que ¢(r) = P(og(¢)), por lo que la funcién

L(t) =log|P(og(2))|+i0(t) t€[—R,R]

es un logaritmo continuo (y, por tanto, derivable) de P o cg. Tenemos que

1 (PR, 1 {P(or®)ok() , B
%i P(2) dz‘EJR P?GR(t); dt‘%fRLR Nt = o
P(or(R)
P(or(—R))

~—

=log

+i(Or(R) —9r(—R)) = log P

Evaluando P en los puntos Re'®, Re™® se tiene

P R io X R io

Iim ( e”) =P = im log ( e.) =0

R—+ P(Re®) R—s-o0 P(Re)
Deducimos que
1 P'(z) 1

lim — dz = — 1lim (9(R) —9(—R

R 2mi - P(7) ‘Tom Rﬂlr}rlw( (R) ~3(=F))
R

Por tanto, tomando limites en la igualdad 4.36, deducimos que el namero de ceros de P
en U viene dado por

1
o T o im (3(R) —9(=R))
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4.55 Ciclo que rodea a un compacto. Sea Q un abierto y K un subconjunto compacto
de Q, entonces existe un cicloT verificando:

@T* C Q\K.

(b) T es nulhomalogo con respecto a Q2.

(c) Indr(z) €{0,1} paratodozcQ\T*.

(d)Indr(z) =1 paratodozcK.

Figura 4.16: Ciclo que rodea un compacto

Demostracion. Si Q = C podemos tomar R suficientemente grande para que K C D(0,R)
conlo cualI" = C(0,R) verifica las cuatro propiedades del enunciado. Supondremos, pues,
que Q # C. Tomemos & > 0 tal que /28 sea menor que la distancia de K al complemento
de Q. Consideremos las familias de rectas verticales x = md, y horizontales y = nd, donde
m, n€Z,ylacuadricula en el plano formada por los cuadrados de lado & obtenidos como
interseccién de dichas familias de rectas (ver la figura 4.16). Notaremos O(mn) al cuadrado
(cerrado) cuyo vértice inferior izquierdo es md + ind.

Omny ={z€C:md <Rez < (m+1)8, nd <Imz < (n+1)38}

Si Q(uny NK # O entonces, como el diametro de Q) es igual a V28 se tiene, por la
eleccion hecha de §, que Q) C Q. Como K es compacto sélo hay un ntimero finito
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de cuadrados Q, ) cuya interseccion con K no es vacia. Sean éstos 0y, 02, ...,0, don-

de Q; = Q(,n...,)- Es claro que dos cuadrados o bien son disjuntos o bien se cortan en la
J (m]7nj)

frontera porque tienen un lado comtin o un vértice comtin. Pongamos

Yii1 = [m;jd+in;d,(mj+1)8+in;d]
=[(m;j+1)8+in;d,(m;j+1)8+i(nj+1)J
[(mj+1)5+l(n/+1)8 m;d+i(nj+1)§

Vja = [m;jd+i(n;+1)8,m;d+in;d]

Yi =Yl J'rYj,z 4'-71,3 ‘i"Yj,4
P
Observa que vy; es la poligonal formada por la frontera de Q. Pongamos I'y = Z Yj.
j=1
Usaremos en lo que sigue que Indy,(z) = 1 si z estd en el interior de Q; y Indy,;(z) = 0siz
no pertenece a Q; (ver ejercicio 91). El ciclo I'y tiene las propiedades siguientes.

@) T C Q.

(b") T'y es nulhomologo respecto de Q. Pues si z ¢ Q se tiene que z ¢ U§:1 Q;.Porlo que
Indy;(z) = O paratodo j = 1,2...,plo que implica que Indr, (z) = 0.

(c) SizeQ\ I entonces siz ¢ J)_, Q; se tiene que Indr, (z) = 0; y siz € J7_, Q; se tiene
que z estd en el interior de un tinico Q; en cuyo caso es Indr,(z) = 1. Por tanto se verifica
que Indr, (z) € {0, 1} para todo z€ Q\ T.

Observa que si dos cuadrados tienen un lado com1in, el segmento formado por dicho
lado estd recorrido en un sentido en un cuadrado y en sentido opuesto en el otro.
P p 4
Podemos escribir I'y = ZYj = ZZyj,k. Eliminemos de I'y aquellos intervalos v; «
j=1 j=1 k=1
cuyos opuestos también pertenecen a I'y y sea I el ciclo asi obtenido. Observa que los
ciclos I'y y I" son equivalentes en el sentido de la definicién 4.6. Comprobemos que I
verifica las cuatro propiedades del enunciado.

(@) Tenemos que I'* C I'; C Q. Ademds, si un segmento de I'y corta a K dicho segmento
pertenece a dos cuadrados que cortan a K por lo que dicho segmento y su opuesto
pertenecen a I'y por lo que se han eliminado y no pertenecen aI'. Es decirI'*NK = .
Por tanto I'™* C Q\ K.

(b) Siz¢ Q tenemos, por ser I' y I'y ciclos equivalentes, que Indr(z) = Indr, (z) = 0. Luego
I" es nulhomoélogo respecto de Q.

(c) SeazeQ\I™. Probaremos que Indr(z) € {0,1}. Consideremos varios casos.
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D z¢ U}, Q. Entonces z€ Q\ I}y Indr(z) = Indr, (z) = 0.

11) z estd en el interior de uno de los cuadrados Q;. Entonces z€ Q\ I y Indr(z) =
Indr, (z)=1.

1) zestéd enlafronterade alguno delos cuadrados Q;, es decir, z estd en alguno de los
segmentos que se han suprimido enT'y. Sea, por ejemplo z€FrQ,. Entonces como
Indr(w) = 1 para todo w en el interior de O y el indice es una funcién continua,
deducimos que Indr(z) = 1.

(d) Finalmente, si z € K entonces z € Ule Q; por lo que no puede darse I) y, por tanto,

Indr(z) = 1.

4.56 Teorema de Rouché Sea Q un dominio acotado, f y g funciones holomorfas en Q
y continuas en Q. Supongamos que

If(z) —e@| <|f@D)|+]s(zx)]  (z€FrQ) (4.37)

para todo z en la frontera de Q. Entonces, contando cada cero tantas veces como su
orden, se verifica que f y g tienen el mismo niimero de ceros en ).

Demostraciéon. Observa que la desigualdad 4.37 implica que ni f ni g pueden anularse en
la frontera de Q. Dicha desigualdad, y la continuidad de f y g en Q, implican que ni f ni g
pueden ser idénticamente nulas en Q. Por el principio de identidad y por ser Q compacto,
deducimos que el niimero de ceros de f y de g en Q es finito.

Sea K el conjunto

K={zeQ:|f(z) —g(2)| = |f ()] +g(2)|}

Observa que K es un conjunto cerrado y acotado y por tanto es compacto. Ademas, en
virtud de la desigualdad 4.37, se tiene que K C Q. Es evidente que los ceros de f y de g
estan en K. Sea I el ciclo que nos proporciona el lema anterior para el compacto K en el
abierto Q.
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SeaU = {z € Q\I'* : Indr(z) = 1}. Sabemos que K C U por lo que los ceros de f y de g
en Q estdn todos en U. Por el principio del argumento deducimos que

!
No(f) = Zim j ]} ((Z)) dz (ntimero de ceros de f en Q contando multiplicidades)
L[z

!
No(g) = % f g dz (nimero de ceros de g en Q contando multiplicidades)
i) &)

Para ze Q\ K se verifica que

1f(2) —8(2)| < |f(2)| +[g(2)]
/()

lo que, segiin sabemos, en virtud de la desigualdad 1.4, equivale a que el ¢ R, .En con-
z

secuencia la funcién ¢ : Q\ K — C definida por

0(z) =log <%> 7€ Q\K.

es holomorfa en @\ K. Puesto que

(f'(2)8(z) = f(2)g"(2))g(z) _ f'(x) _&'(2)
8*(2)f(z) f@) (@)’

f'(z) ')
f@) g2

de dicha funcién en cualquier ciclo en Q\ K es cero. En particular
f'@) g’(Z))
— dz =0
rj ( f(2)  8@)

es decir, No(f) = No(g).

¢'(2) =

resulta que ¢ es una primitiva en Q\ K de la funcién y, por tanto, la integral

Observacion

Es frecuente en las aplicaciones del teorema de Rouché que se verifique la desigualdad
siguiente
If(z) —g(2)| < |g(2)] para todo z € FrQ (4.38)

Naturalmente si se verifica la desigualdad 4.38 también se verifica la desigualdad 4.37.
Con frecuencia es facil comprobar la desigualdad 4.38 lo que permite aplicar dicho teo-
rema. No obstante, puede ocurrir que la desigualdad 4.38 no se verifique y si se verifique
la desigualdad 4.37.
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El teorema de Rouché permite dar otra demostracion sencilla del Teorema Funda-
mental del Algebra.

4.57 Teorema Fundamental del Algebra. Todo polinomio, P, de grado n con coeficien-
tes complejos tienen ceros en C.

Demostracién. Podemos suponer que el coeficiente del término z” es 1. Sea
P(R)=z7"+cp 1" '+ Feiz+co

Aplicaremos el Teorema de Rouché con f(z) = P(z) y g(z) = z". Debemos elegir un dominio
Q apropiado para comprobar la desigualdad 4.38. Observa que para R > 1y |z] =R se
verifica que

|P(z) — g(z)| < MR™!

donde M = |c,—1|+ - +]c1| + |co|. Sea @ = D(0,R) donde R > M. Entonces
|P(z) —g(z)] <MR"' <R"=|g(z)]  paratodo z€C(0,R)*

El teorema de Rouché nos dice que, contando cada cero tantas veces como su orden, P
tiene en el disco D(0,R) tantos ceros como la funcién g(z) = z", esto es, n ceros.

4.58 Corolario. Sea Q un dominio acotado y { f,} una sucesion de funciones continuas
en Q que ademds son holomorfas en Q. Supongamos que la sucesion converge unifor-
memente en Q a una funcion f y que

f(z) #0, para todo z € FrQ

entonces existe un natural m tal que paran > m se verifica que f, y f tienen el mismo
numero finito de ceros en Q (o0 en Q).

Demostracién. En virtud de las hip6tesis, Fr Q es un compactoy f es una funcién continua
en Q y holomorfa en Q. Sea
p =min{|f(z)|: zeFrQ}

Como f(z) # 0 para zeFrQ, tenemos que p > 0. Por definicién de convergencia uniforme,
existe un namero m € N tal que para todo n > m es |f,(z) — f(z)| < p para todo z€ Q. En
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particular, para todo z€ FrQ y todo n > m tenemos

1fa(2) = fD] < p < || <If @)+ |fal2)]

por tanto, en vista del Teorema de Rouché, las funciones f, y f tienen el mismo ntimero
finito de ceros en Q. Ademads la desigualdad anterior implica que f, y f no se anulan en la
frontera de Q, por tanto, también tienen el mismo nimero de ceros en Q.

4.59 Teorema de Hurwitz. Sea Q un dominio y {f,} una sucesion de funciones holo-
morfas en Q que no se anulan en ningtin punto de Q, es decir, f,(z) # 0 paratodoneN y
todoze Q. Suponemos ademds que{ f,,} converge uniformemente en subconjuntos com-
pactos de Q a una funcion f. Entonces se verifica que o bien f es idénticamente nula en
Q, o bien f no se anula en ningun punto de Q.

Demostracion. Por el Teorema de convergencia de Weierstrass, sabemos que f es ho-
lomorfa en Q. Supongamos que f no es idénticamente nula en Q. Entonces, si f(a) =0
en algin punto a € Q, como los ceros de f son puntos aislados en €, existird un disco
D(a,d) C Q tal que f(z) # 0 para todo z € D(a,8) \ {a}. El corolario anterior aplicado a la
sucesion {f,} en el dominio formado por el disco D(a,8) nos dice que para » suficien-
temente grande, f, y f tienen el mismo nimero de ceros en D(a,d). Deducimos asi que
/» tiene al menos un cero en €, lo cual contradice las hip6tesis hechas. Hemos probado,
pues, que si f no es idénticamente nula en Q entonces f no se puede anular en ningtn

punto de Q.

4.60 Corolario. Sea Q un dominio y { f,} una sucesién de funciones holomorfas e inyec-
tivas en Q que converge uniformemente en compactos de Q a una funcién f. Entonces f
es inyectiva o f es constante en Q.

Demostracién. Supongamos que f no es inyectiva y probemos que es constante. Sean,
pues, a,beQ con a # b tales que f(a) = f(b). Consideramos el dominio Q\ {a}. Definimos
las funciones

gn(2) = fu(2) — fula) para todo z€Q\ {a}
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Como suponemos que cada f, es inyectiva, entonces g,(z) no se anula en Q\ {a}. Como
{f+} converge uniformemente en compactos de Q a f, la sucesioén {g,} converge unifor-
memente sobre compactos de Q\ {a} a la funcién g dada por

8(z) =f(z)—f(a)  paratodo zeQ\{a}

Sabemos, por el Teorema de Hurwitz, que g es idénticamante cero o no se anula en nin-
gin punto de Q\ {a}. Como g(b) = 0, concluimos que g idénticamente nula y, por tanto,
f(z) = f(a) para todo z € Q\ {a}, esto es, f es constante en Q, como queriamos probar.

4.9.1. Ejercicios propuestos

266. Calcula el nimero de ceros en el semiplano de la derecha de cada uno de los si-
guientes polinomios:

a) P(z) = 24 +22 — 27+ 10;
b) P(z) = 7* +22° — 22— 10;

O P(z) =282 —4z+6;

d) P(z) =22 +52 + 1122 +4z+1;

e) P(z) =+ 22 +62* + 53 + 822 +4z+ 1;
f) P(z) =20 — 32 4222 +5.

267. Sea f una funcién continua en D(0, 1) y holomorfa en D(0,1) tal que |f(z)| < 1 siem-
pre que |z| = 1. Prueba que f tiene exactamente un punto fijo en D(0, 1).

268. Calcula la distribucién por cuadrantes de los ceros del polinomio
P2) =84+ - +33 +6224+2z45.

269. Dados un nimero natural n y dos nimeros reales distintos de cero a y b, determine-
se el namero de ceros del polinomio z?* +az?*"~! +b? situados en el semiplano de la
derecha.

270. Calcula el nimero de ceros del polinomio P(z) = z° +z* +4z*> + 2 en cada uno de los
discos D(0,1), D(0,1) y D(0,2).

271. Justifica que para ¢ € R, a > ¢, la ecuacién ¢* = az", tiene n soluciones distintas en
D(0,1).

Z

272. Prueba que la ecuacion (z+ 1)e™* = 2z —2 tiene solucién tnica en el semiplano de
la derecha.
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273.

274.

275.

276.

2717.

278.

279.

280.

281.

282.

283.

284.

Sea 0 < |a| < 1y peN. Prueba que la ecuacion (z — 1)” = ae”* tiene exactamente p
ceros simples en D(1,1) y si |a| < 1/27 dichos ceros estdn en D(1,1/2).

Prueba que los ceros del polinomio z* +iz* + 1 pertenecen al disco D(0, %) y deter-
mina cuantos de ellos se hallan en el primer cuadrante.

Prueba que todos los ceros del polinomio z8 +3z° + 7z+ 5 se hallan situados en el
anillo A(0, %, %) y que exactamente dos de ellos estan en el primer cuadrante.
Prueba que todos los ceros del polinomio P(z) = z% — 3z +27% + 6 pertenecen al ani-
llo A(0;1,1) y determinar cudntos de ellos se hallan en el semiplano de la derecha.
Determina el ntimero de ceros del polinomio P(z) =2z° —z3 +4z+1 en el semiplano
de la derecha.

Determina el nimero de ceros del polinomio z° +5z3 +11z> +4z+ 1 en el semiplano
de la derecha y en el disco unidad.

Determina el nimero de ceros del polinomio z® — 472> +z2 — 2.

a) En el anillo A(0;1,2).

b) En el semiplano de la derecha.

Determina el nimero de ceros del polinomio P(z) = 273 +4z— 1.
a) en el anillo A(0;1,2);

b) en el semiplano de la derecha.

Determina el nimero de ceros del polinomio P(z) = z* — 22 +2z+4.

a) en el disco unidad;

b) en el primer cuadrante.

Prueba que todos los ceros del polinomio P(z) = z°® — z> — 47+ 6 pertenecen al anillo
A(0;1,2) y determinese cuantos de ellos se hallan en el semiplano de la derecha.

Dado 0 < p < 1, prueba que, para n € N suficientemente grande, el polinomio
Pu(z) = 14224322+ +n"!
no se anula en el disco D(0, p).

Dado p > 0, prueba que, para n € N suficientemente grande, todos los ceros de la
funcién

1
_|_...+n!zn

1
fn(Z):1+E+TZ2

se hallan en el disco D(0,p).
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285.

286.

287.

288.

289.

290.

291.

292.

Sea Q un dominio y f una funcién holomorfa e inyectiva en Q. Sea D(a,r) C Q. Jus-
tifica que para todo w € f(D(a,r)) se verifica que

f')
)—w

1
= zdz=f""(w)
Zmaaj,r) 4

Calcula, usando el principio de argumento generalizado, las integrales

2_4,—
f coshzdZ j sen(nz/2)(3z* — 4z 1)dZ

f ze‘tg(nz)dz 3 3
c(0,1) c(o,1) g2 C(0,3) T2t 2

Calcula, usando el principio de argumento generalizado, las integrales

d 3(z—1)2—1
j Z34Z—1 j z —(2312—)F4z—2dZ
€(0,2) c(1,1/5)

Demuestra el teorema de la aplicacién abierta a partir del principio del argumento.

Demuestra el teorema del comportamiento local de una funcién holomorfa (teore-
ma 3.34) a partir del principio del argumento.

Sea Q un dominio en C y {f,} una sucesién de funciones holomorfas en Q. Supon-
gamos que {f,} converge uniformemente en subconjuntos compactos de Q a una
funcién f que no es idénticamente nula en Q. Sea a € Q tal que f(a) = 0. Prueba que
hay una sucesion {z,} de puntos de Q tal que {z,} — ayunmeN tal que f,(z,) =0
para todo n > m.

Sea f una funcién meromorfa en C y regular en oo tal que lim f(z) = 1 y las tnicas
I—00

singularidades de f son los puntos z = —1 donde f tiene un polo de orden uno y

Res(f(z),—1)=1,yz=2donde f tiene un polo de orden 2 yRes(f(z),2) = —2. Calcula

f.

Sea f una funcién meromorfa en C cuyas tnicas singularidades son z = —1 donde
f tiene un polo de orden uno y Res(f(z),—1) = 1, y z = 2 donde f tiene un polo de
orden 2 y Res(f(z),2) = 2. Ademads f(0) =7/4y f(1) =5/2. Calcula f y su desarrollo
de Laurent en A(0; 1,2).
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Capitulo 5

Representacion conforme

5.1. Introduccion

Aunque no es posible visualizar la gréfica de una funcién compleja, ya que tal grafica
es un subconjunto de R*, podemos conseguir informacion sobre la funcién consideran-
dola como una transformacién de un plano en otro plano. Estudiando la forma en que
una funcién compleja transforma algunas regiones o curvas podemos obtener cierta in-
tuicién geométrica sobre el comportamiento de dicha funcién. Este punto de vista “geo-
meétrico” serd importante en este capitulo. Veremos que las funciones holomorfas cuya
derivada no se anula pueden caracterizarse como las aplicaciones diferenciables de R?
en R? que conservan angulos orientados entre curvas. Por esta razon a tales funciones
se les llama conformes. Las funciones holomorfas e inyectivas son, en este sentido, apli-
caciones conformes; pues sabemos que si f es una funcién holomorfa e inyectiva en un
abierto Q, entonces su derivada f’ no se anula en ningtin punto de Q. Ademads, la funcién
inversa f~! es holomorfa en el abierto f(Q). Dos abiertos del plano entre los que existe
una biyeccién holomorfa diremos que son isomorfos. Tales abiertos son esencialmente
indistinguibles en la teoria de funciones holomorfas. Un resultado principal de este capi-
tulo sera la caracterizacion de los abiertos del plano que son isomorfos al disco unidad.
De ello se ocupa el llamado “Teorema Fundamental de la representaciéon conforme”. La
demostracion de este resultado nos llevard a introducir una topologia en el espacio de
las funciones holomorfas #(Q) y a caracterizar los subconjuntos compactos en dicha
topologia. Previamente a ello estudiaremos la clase mds elemental de transformaciones
conformes en el plano: las transformaciones de Mébius.

269
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Podras apreciar en este capitulo que aunque los resultados puedan interpretarse geo-
métricamente las técnicas de demostraciéon son puramente analiticas. Este es, a mi pare-
cer, uno de los aspectos mdas hermosos de la teoria de funciones holomorfas.

5.2. Aplicaciones conformes

En lo que sigue interpretaremos los elementos de C como nimeros complejos o como
vectores de R? segtin convenga.

5.1 Definicién. Sea v : [a,b] — C una curva. Diremos que Yy tiene tangente en un punto
z=1(r) (en rigor habria que hacer referencia al valor 7 del parametro) cuando es derivable
entyy'(t) # 0. El vector (o el nimero complejo) y'(z) se llama vector tangente a y en
z="(1).

Dadas dos curvas y, 6 : [a,b] — C que se cortan en un punto z =y(z) = o(s) y que tienen
tangente en dicho punto, se define el dngulo de la curva y con la curva ¢ en el punto z
como

Y ()

c'(s)

7.6 (z) = Arg

Observa que 7,6 (z) # 6,7 (z).

5.2 Definicién. Sean Q un abierto en el plano y f : Q — C una funcién continua en Q.
Se dice que f es conforme en un punto z de Q si f transforma curvas con tangente en z
en curvas con tangente en w = f(z) y conserva dngulos entre curvas que se cortan en z,
es decir, si v, 0 : [a,b] — C son curvas en Q que se cortan en z y que tienen tangente en
7, entonces foyy foo tienen tangente en wy v,6 (z) = f o/y,%c (w). Se dice que f es
conforme en Q si es conforme en todo punto de Q.

5.3 Proposicion. Sean Q un abierto, f : Q — C una funcién continua y zo un punto de
Q. Supongamos que f es derivable en zo con f'(zy) # 0. Entonces f es conforme en z.

Demostracion. Seany, 6 : [a,b] — C curvas en Q que se cortan en el punto (7)) = zo = 6(s0)
y que tienen tangente en dicho punto. Pongamos Y= f oYy, 6 = f oc. Observa que Y(ty) =
G(s0) = f(z0). Por la regla de la cadena tenemos que

Y'(to) = f'(z0)Y'(t0)  &'(s0) = f'(20)0"(s0)
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Deducimos que las curvas y y 6 tienen tangente en f(zg) y

lo que implica que ¥, 6 (z0) = 7, 6 (f(z0)), es decir, f es conforme en z.

5.4 Proposicion. Sean Q un abierto, f : Q — C una funcioén continua en Q y zo un punto
de Q. Pongamos u(x,y) =Re f(x+1iy), v(x,y) =Im f(x+iy). Supongamos que f es confor-
meenzyyqueuyv son diferenciables en zo. Entonces f es derivable enzy y f'(z0) # 0.

Demostracion. Sea y(r) =y, (¢) +iY2(¢) una curva en Q con tangente en zp = y(f). La curva
Y= fovyes, envirtud de la regla de la cadena, derivable en 7y y su derivada viene dada por

Ju ou
a(zo) a—y(zo) 'Y/l(to)
@ V

x (20) g(zo) 'Y/z(l‘o)

Y'(t0) = Df (20)Y'(t0) = (5.1)

. Ju Ju ov ov
En lo que sigue notaremos a = a(ZO), b= a—y(z()), c= a(z()) yd= a_y

f es derivable en zp probaremos que a = d y b = —c. Tenemos que

(z0). Para probar que

(
= (a+ic)y'1(to) + (b+id)y'2(to) =

¥'(to) = Df(20)Y"(t0) = (i Z) (Z:;(ZD = ay'1(t0) +by'2(to) +i(cv'1(t0) +dy'2(t0)) =

= %(a+icfi(b+id)) (v'1(20) +iy"2(10)) +%(a+ic+i(b+id)) (Y'1(to) — iy'2(t0)) =

= %(a+icfi(b+id))y’(to) +%(a+ic+i(b+id))m

Sea 6 : [a,b] — C otra curva en Q que pasa por el punto zp = 6(sp) y que tiene tangente en
dicho punto. Pongamos 6 = f 0. De lo anterior se sigue que

(5.2)

6'(s0)  (a+ic—i(b+id))c’(so)+ (a+ic+i(b+id))c'(so)

Y'(to) _ (atic—i(b+id))y'(to) + (a+ic+i(b+id))y'(to)
0

Dado un vector w€ R? con ||w|| = 1, la curva dada por A(t) = zo +tw, donde ¢ € [r,7], estd
en Q sin mds que tomar r suficientemente pequeiio. Puesto que A'(r) = wy, por hipétesis,
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f es conforme en z, debe verificarse que Df(zp)(w) # 0. Deducimos que el determinante
jacobiano de f en zg, ad — bc # 0. Ademas la aplicacion lineal T : R? — R? dada por

ren=(20) ()

debe conservar dngulos. Deducimos que los vectores T(1,0) = (a,c) y T(0,1) = (b,d) han
de ser ortogonales. También han de ser ortogonales los vectores T'(1,1) = (a+b,c+d) y
T(1,—1) = (a—b,c—d). Resulta asi que

ab+cd=0, a®—bv*=c*—d*
y deducimos que (a+ib)? = (d —ic)?, lo que implica que a+ib = £(d — ic).

Laigualdad a+ib = —(d —ic) implicaque a = —d y b = cy, por tanto, a+ic —i(b+id) =
a+d+i(c—b) =0. Ademds, debe ser a+ic+i(b+id) = 2(a+ic) # 0. Deducimos por 5.2
que

Ag?’(to)_A v _ Y (0)

CNYI(S()) (5’(50) G’(S())

lo que contradice la hipé6tesis de que f es conforme en z.

Deducimos por tanto que debe verificarse que a + ib = d — ic igualdad que equivale
a las condiciones de Cauchy-Riemann para f en el punto zo. Lo que implica que f es
derivableen zgy f/(z0) = a+ic # 0.

5.5 Corolario. Sean Q un abierto y f una funcién de Q en C. Pongamos

u(x,y) =Re f(x+iy) v(x,y) =Imf(x+iy).

Equivalen las afirmaciones
(@) f es holomorfaenQy f'(z) # 0 para todo z€ Q.
(b) f es conforme en Q y las funciones u y v son diferenciables en Q.

5.6 Definicién. Sean Q; y Q; dominios en C. Se dice que f : Q; — Q, es un isomorfismo
conforme de Q; sobre Q; si f es holomorfa y biyectiva.

Se dice que dos dominios Q; y &, son isomorfos si existe un isomorfismo conforme
de Q; sobre Q,. Representaremos por Iso(Q;,Q,) el conjunto de todos los isomorfismos
conformes de Q; sobre Q,.
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Un isomorfismo conforme de un dominio Q sobre si mismo se llama un automorfis-
mo conforme de Q. Representaremos por Aut(Q2) el conjunto de los automorfismos con-
formes de Q.

Recuerda que la derivada de una funcién holomorfa e inyectiva no se anula nunca. En
consecuencia, si f es una funcién holomorfa e inyectiva en un dominio Q, entonces f es
un isomorfismo conforme de Q sobre f(Q).

Si Q y Q, son dominios isomorfos y f €Iso(Q;,,), la aplicacién g — go f es una bi-
yeccién de H (€, ) sobre #H(Q;). De hecho, dicha aplicacién es un isomorfismo en sentido
algebraico del dlgebra de funciones H(£,) sobre el dlgebra de funciones # (). En es-
te sentido, desde el punto de vista de la teoria de funciones holomorfas, dos dominios
isomorfos son indistinguibles. Con frecuencia es posible trasladar la solucién de un pro-
blema en un dominio a otro dominio isomorfo a él. Por eso es muy interesante conocer
los dominios isomorfos a los dos mds sencillos de todos, a saber, el plano complejo entero
Cy el disco unidad D(0,1).

5.2.1. Automorfismos de C

5.7 Teorema. Las funciones enteras e inyectivas son las funciones polinémicas de grado
uno.

Demostracion. Sea f una funcién entera e inyectiva. Si f tuviera una singularidad esen-
cial en oo, sabemos, por la proposicioén 4.33, que el conjunto {f(z): |z| > 1} seria denso
en C.Y como, en virtud del teorema de la aplicacién abierta, el conjunto {f(z) : |z| < 1} es
abierto, se tendria que
{f@): =l >130{f(2) : [s| <1} # O

lo cual contradice que f es inyectiva. La proposicién 4.34 nos dice ahora que f es una
funcién polinémica. Pero como f es inyectiva debe ser necesariamente una funcién po-
linémica de grado 1.

5.8 Corolario. No hay mds dominios isomorfos a C que el propio C. Los automorfismos
de C son las funciones polinémicas de grado uno.
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5.2.2. Funciones meromorfas e inyectivas en C

El siguiente resultado es la versién para funciones meromorfas del teorema 3.34 sobre
el comportamiento local de una funcién holomorfa.

5.9 Proposicion. Sean Q un abierto, a un punto de Q y f una funcion holomorfa en
Q\ {a} que tiene un polo de orden m en a. Entonces existen ntimeros R > 0, § > 0 tales
que para todo w € C con |w| > R se verifica que hay m puntos distintos z; € D(a,d) \ {a}
tales que f(zj) = w.

Demostracién. Como se trata de un resultado local no es restrictivo suponer que f(z) # 0
para todo z€ Q\ {a}. Definimos g : @ — C por g(z) = 1/f(z) y g(a) = 0. La funcién g es ho-
lomorfa en Q y, por la caracterizacién de los polos, se deduce enseguida que g tiene un
cero de orden m en a. El teorema 3.34 nos dice que hay ntimeros r > 0 y 8 > 0 tales que
para 0 < |w| < r la ecuacién g(z) = w tiene m soluciones distintas en D(a,9) \ {a}. Equiva-
lentemente, poniendo R = 1/r, para |w| > R la ecuacién 1/f(z) = 1/w tiene m soluciones
distintas en D(a,8) \ {a}.

5.10 Teorema. Las funciones meromorfas e inyectivas en C son las funciones de la forma

_aztb
"~ cz+d

¢(2)

a,b,c,deC y ad—bc+#0 (5.3)

Demostracion. Sea ¢ una funciéon meromorfa e inyectiva en C. En el caso de que dicha
funcién sea holomorfa en C, sabemos que debe ser una funcién polinémica de grado
uno. Estas funciones son las que se obtienen en 5.3 para ¢ = 0. Descartado este caso,
la funcién ¢ debe tener algin polo en C. Pero como ¢ es inyectiva, por la proposicién
anterior, se deduce que solamente puede tener un tnico polo simple. Sea zy dicho polo
y sea oo = Res(9(z),z0). En virtud de la proposicién 4.23, sabemos que hay una funcién

entera, g, tal que
o
0(z) — e g(z) para todo z # 7 (5.4)
. —20

Razonando ahora como se hizo en el teorema 5.7, se deduce, por ser ¢ inyectiva, que
dicha funcién no puede tener una singularidad esencial en oo, lo que, teniendo en cuenta
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laigualdad 5.4, implica que g tampoco puede tener una singularidad esencial en co. Y, por
ser g una funcién entera, deducimos que g es una funcién polinémica. Pero en tal caso,

como
_ 0+ (z—20)8(2)
Z—20

9(2)

y la funcién ¢ no puede tener més de un cero, se sigue que g debe ser constante. Hemos

probado asi que ¢ es de la forma ¢(z) = aZiZ
cz

. Finalmente, como

ad — bc

¢'(z) = m

5]

se sigue que ad — bc # 0.

5.2.3. Esfera de Riemann

La consideracion de las funciones meromorfas lleva de forma natural a ampliar el pla-
no complejo afiadiéndole un “punto del infinito”, oo, y a definir en dicho “plano complejo
ampliado”, CU{oo}, una topologia que haga que dichas funciones sean continuas cuan-
do se les asigna el valor oo en cada polo. Notaremos C=Cu {oc} yle llamaremos el plano
complejo ampliado.

En lo que sigue usaremos la siguiente notaciéon
D(o0o,R) ={z€C:|z| > R} U{oo}

y llamaremos a D(oco,R) el disco abierto de centro oo y radio R > 0. En C definimos una
topologia por el siguiente convenio. Se dice que un conjunto U C C es abierto (en C) si es
unién de discos abiertos de la forma D(a,p) con a € C. Es inmediato que si un conjunto
U c C es abierto en C entonces U NC es abierto en C. Ademas, en el caso de que co €U, se
verifica que C \ U es compacto en C. Se deduce facilmente que Cesun espacio topolégico
compacto. Dicho espacio topolégico recibe el nombre de esfera de Riemann. La razén de
tan sonoro nombre es el siguiente artificio que permite visualizar C y que, al parecer, fue
ideado por Riemann.

Consideremos el plano complejo C sumergido en el espacio euclideo R* de modo que
C={(x,y»0): x,yeR}

Sea S = {(x,y,z) €R*:x?+y?+2z? =1} la esfera unidad en R’. Notaremos N = (0,0,1) y
llamaremos a dicho punto el polo norte de la esfera. Dado un punto z = x+iy<C, calcu-
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Distancia Cordal (z,w)

Figura 5.1: Proyeccién estereogréfica

lemos la interseccion con la esfera S de la recta que pasa por dicho punto y por el polo
norte de la esfera.

Dicha recta es el conjunto de puntos de la forma
A((x,5,0) = (0,0,1)) 4 (0,0,1) = (Ax,Ay,1 — ) donde AeR

y para hallar su intersecciéon con S debe ser AL #£ 0y

2

M2 a2 (1A 2=l A= ——
y -1 x2+y2+1

por lo que la interseccién buscada es el punto
( 2x 2y x2—|—y2—1)_ 47 iz-2) |zP—-1
K24yr+ U xl+y2+ 17 a2 +y 2+ ] P41 |z 1 22+ 1

La aplicacién n : C — S dada por

47 iZ—2) |z]*—1
n(z) = 7 e 2
lz|7+1 |z|7+1 |z]"+1
)

z
n(o0) = (0,0,1

se llama proyeccion estereogrdfica. Dicha aplicacién es una biyeccion. Es evidente que la
restriccién de w a C es continua y también es continua en co pues Zlgg n(z) = (0,0,1). Es
facil comprobar que la aplicacién inversa también es continua, es decir, la proyeccion
estereografica es un homeomorfismo entre los espacios topol6gicos C yS.
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Podemos trasladar por = la distancia euclidea de la esfera al plano ampliado definien-
do unadistancia en C llamada, por razones evidentes (ver figura 5.1), distancia cordal que
viene dada por:

x(zw) = |n(z) —m(w)|,  paratodos z,weC
donde ||-||, indica la norma euclidea en R3. Un calculo explicito proporciona

X(z) 2 vl $(00,3) = —2
Zy - 9 ) = —F/7——
ViR 1P Jr+kf

Es evidente que m es una isometria del espacio métrico (@,x) en la esfera con la distancia
euclidea (S,||,) y, por tanto, (C,y) es un espacio métrico completo. Ademads, como «
también era un homeomorfismo entre los espacios topolégicos C y S, se deduce que la
topologia definida en C por la distancia cordal coincide con la topologia antes definida
en C.

Es claro que si f es una funcién meromorfa en un abierto Q C C, podemos considerar
Jf como aplicacion de Q en C definiendo el valor de f en cada polo igual a oo y la funcién
asi obtenida es continua.

5.3. Transformaciones de Mobius

En el teorema 5.10 hemos descrito las transformaciones meromorfas e inyectivas en
C. Es natural extender tales aplicaciones a la esfera de Riemann C. De hecho, como se
prueba en el teorema referido (véase también el ejercicio 101) tales aplicaciones son las
Unicas funciones meromorfas e inyectivas en C.

5.11 Definicién. Dados cuatro niimeros complejos a, b, ¢,d tales que ad — bc # 0, 1a aplica-
cién ¢ : C — C definida por

_az+b

¢(2) = cz+d

para todo z€C tal que cz+d # 0, con los convenios

= Sic =0, definimos ¢(co0) = oo;

= Sic#0, definimos ¢(oco) = 4 Vo <_d> = 00;
c

c

se llama transformacion de Mébius de pardmetros a, b, c,d. Notaremos M el conjunto de
todas ellas.
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5.3.1. Propiedades de las transformaciones de Mobius

(M 1) Las transformaciones de Mdbius son biyecciones de C sobreC.
Se comprueba facilmente que la transformacién de Mobius de pardmetros d, —b, —c,
a, es decir, la aplicacién ¢ : C — C definida por
dz—b
—cz+a

0(z) =

con los correspondientes convenios, es la inversa de o.
(M 2) Las transformaciones de Mobius son homeomorfismos de C.

M 3) SiQ c C es undominioy ¢ es una transformacion de Mdbius que es holomorfa en
Q, es decir, ™! (00) ¢ Q, entonces la restriccion de ¢ a Q, es decir la aplicacion Pl
es un isomorfismo conforme de Q sobre ¢(Q). En particular, las transformaciones de
Mobius conservan dngulos entre curvas.

(M 4) M tiene estructura de grupo con la composicion de aplicaciones.

Sean ¢, v las transformaciones de Mo6bius dadas por

_az+b _az+P
W= YO
Se comprueba facilmente que
_ (aa+Bec)z+ (ab+Bd)
VOE) = Gatse+ (b +d)

igualdad que tiene sentido para ze C\ {o0,¢~! (c0),@ ! (y~'(c0)) }. Puesto que

a B)(a b\ [oa+Pc ab+Bd
vy 8)\c d) \ya+dc yb+38d

y el determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes,
se sigue que la transformacién de Moébius definida por

(va+Bc)z+ (ob+Bd)

x(2) = (Ya+8¢c)z+ (Yb+od)

coincide con yo¢ en el conjunto C\ {oc,¢ ! (c0),¢~! (W' (00))} y, como dicho
conjunto es denso en C, deducimos, por continuidad, que x(z) = (Vo o)(z) para
todo zeC.

(M 5) Subgrupos importantes de /M son:
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= Los giros que son las transformaciones de Mobius de la forma ¢(z) = Az donde
reCcon A =1.

= Las homotecias que son las transformaciones de Mobius de la forma ¢(z) =pz
donde peR™.

» Las fraslaciones que son las transformaciones de Mobius de la forma ¢(z) =
z+b donde beC.

= El subgrupo formado por la identidad y la inversién que es la transformacién
de Mébius dada por J(z) = 1/z, J(0) = 0o, J(co) = 0. Observa que J~! = J.

(M 6) Toda transformacion de Mobius puede expresarse como composicion de giros, ho-
motecias, traslaciones y la inversion.

Sea ¢ la transformacién de Mobius de parametros a,b,c,d.

b
= Sic =0, entonces la igualdad ¢(z) = gz—&— 7= peibz+ P donde p = |a/d|, 6 es
un argumento de a/d y p = b/d, expresa ¢ como composicién de un giro, una
homotecia y una traslacion.

= Sic #0, entonces la igualdad

(2) = az+b a +a7 bc—ad Jra
P = cz+d ¢ c clez+d) ¢

expresa ¢ como composicién de giros, homotecias, traslaciones y de la inver-
sion.

(M 7) La unica transformacién de Mébius que deja fijos 0, 1,00 es la identidad.

Pues si ¢ esla transformacién de Mobius de pardmetros a, b, ¢, d, la condicién ¢(oco) =
oo implica que ¢ = 0. Luego ¢(z) = (a/d)z+b/d. La condicién ¢(0) = 0 implica que
b= 0. Luego ¢(z) = (a/d)z. Finalmente, la condicién ¢(1) = 1 implica que a/d =1,
luego ¢(z) = z para todo z € C.

5.3.2. Conservacion de las rectas—circunferencias

Vamos a probar que las transformaciones de M6bius conservan el conjunto de las rectas
y circunferencias del plano. En lo que sigue representaremos por % la familia de sub-
conjuntos de C cuyos elementos son las circunferencias en C y los conjuntos de la for-
ma LU {oo} donde L es una recta en C. Queremos probar que siI' € €'y ¢ € ‘M entonces
¢o(T') € ¢. Teniendo en cuenta la propiedad 6 y que, como se comprueba facilmente, los
giros, homotecias y traslaciones conservan rectas y circunferencias, sera suficiente pro-
bar que siI"€ ¢ entonces J(I') € . Para ello es cémodo representar el conjunto de todos
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los elementos de ¥ mediante una sola ecuacion. La forma de hacerlo consiste en consi-
derar los elementos de la familia ¥ como proyecciones estereograficas de circunferencias
sobre la esfera S.

Una circunferencia en S viene dada como interseccién de un plano

= {(u,v,w) ER?: Au+Bv+Cw+D= 0}
con S. Para que dicha interseccién no sea vacia debe verificarse que la distancia de IT al
origen sea menor que 1, esto es

D

VA?+B*+C?
Supongamos que esta condicién se cumple, yseaP=7n""':S — Cla proyeccion estereo-
gréfica de la esfera sobre C. Sabemos que 7(0,0,1) = oo y para todo ze C

<1<=A24+B2+4+(C?>D?

47 iz—2) z*—1

TC(Z): ) )
(Iz|2+1 P+ 1 z|2—|—1>

P(IINS) = P({(u,v,w) €S : Au+bv+Cw+D =0})

Tenemos que

Distinguiremos dos casos

= (0,0,1)eIINS lo que ocurre si, y s6lo si, C+D = 0. En tal caso co € P(IINS), y para
zeC se tiene que z€ P(IINS) si, y sélo si, n(z) €11, es decir:
A(z+2)+iBE—2)+C(lz = 1)+D(|z?+1) =0+ (C+D=0) (5.5)
A(z+2)+iB(z—2)+D—-C=0<= (z=x+1iy)
2Ax+2By+D—-C=0
Por tanto
P(TIINS) = {z=x+iyeC:2Ax+2By+D—-C=0}U{oo}
Observa que se trata de una recta en el plano a la que se ha agregado el punto del

infinito.

= (0,0,1) ¢ IINS. Razonando igual que antes, en este caso se tiene que oo ¢ P(IINS),
por lo que P(IINS) es el conjunto de los z€ C que verifican
A(z+2) +iBEZ—2)+C(lz]* = 1)+ D(|z* +1) =0 <= (C+D #0) (5.6)
A—iB A+iB_ D-C

74 =0<«<=|z—d|=R
Z+ C+DZ+ C—|—DZ+C+D lz— 0o
A+iB A2+ B*4+C?*—-D?
donde o0 = — . VR= \/ R . Como puedes ver, en este caso, la
C+D |C+D|

proyeccion es una circunferencia.
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Dados cuatro ntimeros reales A, B,C, D tales que A> +B* +C? — D? > 0, definimos
I'(A,B,C,D) = {zE(C CA(z432) +iBEZ—2)+C(z* =) +D(jz[*+1) = 0} (5.7)
con el convenio de que si C+ D = 0 entonces oo €I'(A,B,C,D).

Hemos probado en 5.5 y en 5.6 que si C+ D = 0 entonces 5.7 representa una recta a la
que se ha agregado el punto oo; y si C+ D # 0 entonces 5.7 representa una circunferencia.
Reciprocamente, es muy facil comprobar que la ecuacién de cualquier recta o circunfe-
rencia en el plano puede escribirse como I'(A,B,C, D) para una conveniente elecciéon de
los pardmetros A, B,C, D.

Probaremos ahora que J(I'(A,B,C,D)) =I'(A,—B,—C, D). En efecto, para z€ C* tenemos
que:

2€T(A,B,C,D) < A(z+2)+iBE—2)+C(|z* = 1) +D(|z*+1) =0 &
( poniendo w = J(z) y dividiendo por zz)
A +w) +iB(w—) +C(1 — ww) + D(1 +ww) =0 < w = J(z) eT(A, —B,—C, D)

Ademas

0€I'(A,B,C,D)&D—-C=0&D+(—C)=0< co=J(0)eI'(A,—B,—C,D)
oo €el(A,B,C,D)&C+D=0&D—(—C)=0<0=J(c0)el'(A,—B,—C,D)

Un ultimo detalle, A2 +B?+C? —D? > 0 <= A%+ (—B)?+(—C)? — D? > 0. Hemos probado
asi el siguiente resultado.

(M 8) Las transformaciones de M6bius conservan el conjunto de rectas y circunferencias. Es
decir, siT € € y ¢ € M, entonces (I') € €.

Es claro que si ¢ es una transformacién de Mébius, las imédgenes por ¢ de lasrectasy
circunferencias que pasan por ¢! (co) han de contener a oo, luego deben ser rectas,
y las imégenes por ¢ de las rectas y circunferencias que no pasan por ¢~'(co) no
contienen a co y, por tanto, son circunferencias.

Transformaciones de discos y semiplanos

Puesto que las transformaciones de Mobius son homeomorfismos de C, las compo-
nentes conexas de la imagen ¢(Q) de un conjunto Q C C por ¢ € M son justamente las
iméagenes por ¢ de las componentes conexas de Q. Este resultado es de gran utilidad
cuando Q = C \I['conT'e%.Sea, pues, I'c ¢ y consideremos los dos casos posibles:
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s I'={z€C:|z—a| = R}. Definimos entonces

' ={zeC:|z—a| >R} U{oc} (el exterior del disco D(a,R))
I ={zeC:|z—a| <R} (el interior del disco D(a,R))
s = {ZE C: 270 e R} U{oo}, es decir, I es la recta que pasa por zp y z;. Defini-
21 — 20
mos entonces
r- = {z €C:im—L > O} (el semiplano de la izquierda al avanzar
21— 20
sobre la recta desde zp a z;)
- = {ze C:m 20 < O} (el semiplano de la derecha al avanzar
21 —20

sobre la recta desde zp a z1)

En cualquier caso tenemos que I'" y I'” son abiertos conexos y disjuntos en C y C \I'=
' ul~. Por tanto, I't y I'” son las componentes conexas de C\I'. En consecuencia, si
@M se tendrd que X = ¢(I') € ¢’ y deberd ocurrir una de las dos posibilidades siguientes

o) =x" y oI )=x"

o bien
eI") =27 y oI )==x"

Por ejemplo, consideremos la transformacién de Mébius dada por

Como |@(it)] = 1 para todo ¢ € R, resulta que ¢ aplica el eje imaginario I' = iRU {oc} en
la circunferencia unidad C(0,1)*. Como ¢(1) = 0 deducimos que o lleva el semiplano de
la derecha, H = {z€C :Rez > 0}, al disco unidad D(0,1). Como todo disco es isomorfo,
mediante una homotecia y una traslacion, al disco D(0,1) y todo semiplano es isomorfo,
mediante una traslacién y un giro, al semiplano H, deducimos que todo semiplano y todo
disco son isomorfos. Veremos més adelante que los tinicos isomorfismos entre este tipo
de dominios vienen dados por medio de transformaciones de Mébius.

5.3.3. Razon doble

(M 9) Dados tres puntos distintos z»,z3,24 € C, existe una tinica transformacién de Mébius,
0, verificando que

(P(Z2) = 0; (P(Z3) = 13 (P(Z4) =00.
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M10)

(M11)

En efecto, dicha transformacién viene dada por

I—273—2Z .
(p(z):—2u Sizy,z3,24 € C
I B0
B—z .
o(z) = 2—= si zp =00
724
71—z .
oe) = —2 si z3 =00
724
-2 .
9(z) = si 24 =00
32

La unicidad es inmediata pues si ¢ es otra transformacién de Mobius cumpliendo
lo anterior, o ¢! dejaria fijos el cero, el uno y co luego, por (M 7) seria la identidad,
estoes, ¢ = ¢.

Notaremos por (z,22,23,24) a esta aplicacién ylallamaremos razén doble dez,z;,z3, z4,
esto es:

Z—22433—124

(2,22,23,24) = 22,23,24 €C
T—234 33—22
3 — 214

(z,00,23,24) = ——— 73,24 €C
Z—2Z24
Z—22

(2,22,00,24) = 2,24 €C
Z—1Z24
—22

(z,22,73,00) = ——  2,53€C
B—2

La razon doble se conserva por transformaciones de Mobius.

En efecto, dados z,25,73,24 € C y ¥ € M debemos probar que
(z:22,23,24) = (W(2), W(22), W(23), W(z4))
Pongamos ¢(z) = (z,22,23,24), ¥ %(z) = (9o y~!)(z). Tenemos que:
x(W(z2)) = 0(z2) =0, x(W(z3)) =1, x(W(z)) =00
Deducimos que %(z) = (z,¥(z2),¥(z3),¥(z4)), ¥ por tanto
0(2) = x(¥(2)) = (W(2), W(z2), W(23), W(z4))
como queriamos probar.

Dadas dos ternas de puntos distintos en C, z1,22,z3 y wi,wa, w3, existe una tnica
transformacion de Mébius, y, que lleva la primera terna a la segunda de manera

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



284 Capitulo 5. Representacion conforme

quey(zj) = w; para j = 1,2,3. Ademds dicha transformacion queda definida impli-
citamente por la igualdad:

(z,21,22,23) = (W(z), Wi, w2, w3) (5.8)

En efecto, sean ¢(z) = (z,z1,22,23) Y %(z) = (z,w1,w2,w3). La transformacion y =
x~! o verifica que y(z;) = w; para j = 1,2,3. Dicha transformaci6n es tnica co-
mo consecuencia de (M 7). Finalmente, observa que la igualdad x(v(z)) = ¢(z) es
precisamente la igualdad del enunciado.

(M 12) Dados tres puntos distintos z»,z3,z4 € C existe una unica recta o circunferencial que
los contiene.

En efecto, si ¢(z) = (z,22,23,24) se tiene que z; € ' (RU{oo}) para j = 1,2,3. Por
tantoI'= ¢~ ! (RU{oo}) es unarecta o circunferencia que contiene a dichos puntos.

SiI’ es otra recta o circunferencia conteniendo los tres puntos entonces
¢(I'") =RU{oo} = o(I')
Puesto que ¢ es una biyeccién tenemos I'' =T, lo que prueba la unicidad.

(M 13) Cuatro puntos distintos del plano ampliado son conciclicos (estdn sobre una misma
recta o circunferencia) si, y solo si, su razon doble es un ntimero real.

En efecto, sean z;,2»,73,z4 € C puntos distintos tales que (z1,22,23,24) €R. Sea ¢(z) =
(2,22,23,24) YT = @~ (RU{o0}). Como, por hipétesis, ¢(z1) € RU{oco}, deducimos
que zj€I' para j = 1,2,3,4. El reciproco es inmediato.

Puesto que un niimero complejo es real cuando coincide con su conjugado, deduci-
mos que la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos z,,z3 viene dada por

(z,22,23,00) = (2,22,23,00)

es decir

— == (5.9

i—22
3—22

o, lo que es igual, =LeR.

Andlogamente, la ecuacién de la circunferencia que pasa por tres puntos z»,z3,z4 viene
dada por
(2,22,23,24) = (2,22,73,24)

Observa que si I es la recta o circunferencia determinada por los puntos z3,z3,z4, 1as
componentes conexas de C\ I' que hemos definido anteriormente deben coincidir con
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los conjuntos
{ZE@ :Im(z,22,23,24) > 0}, {ZE@ :Im(z,22,23,24) < 0}

Esto proporciona el siguiente procedimiento para transformar semiplanos en discos. Ele-
gimos tres puntos z,,z3, 00 en la recta frontera del semiplano y un punto z; en el semipla-
no. Supongamos que Im(z;,z2,23,00) > 0. Entonces elegimos un punto w; en el disco y tres
puntos wy, w3, w4 en la circunferencia frontera del disco de manera que Im(w1, wp, wz, ws4) >
0. La transformacién de Mobius ¢ dada implicitamente por la igualdad

(Z,Z2,23,00) = (Q(Z),Wz,W3,W4)

aplica el semiplano dado en el disco.

5.3.4. Simetria respecto de una recta o circunferencia

Las transformaciones de Mobius permiten extender el concepto de simetria respecto
de una recta a la simetria respecto de una circunferencia.

DadaT € %, diremos que dos puntos z,w € C son simétricos respecto de I' si existe
una transformacion de Mobius, ¢, tal que ¢(I') = RU{oo} y que transforma z, w en puntos

simétricos respecto del eje real, esto es, ¢(z) = ¢(w).

5.12 Proposicién. Sea y una transformacion de Mébius que deja invariante el eje real.

Entonces y conserva la simetria respecto del eje real, esto es, y(z) = W(z).

Demostracion. Sea x; =y~ 1(0), x3 = y~'(1) y x4 = y~!(c0). Deducimos, por (M 11), que
y(z) = (z,x2,x3,x4). Por hip6tesis x;,x3,x4 € R. Tomando conjugados:

W(Z) = (27227}37}4) = (27x27x3ax4) = W(Z)

como queriamos probar.

5]

5.13 Proposicién. Dados un punto z € C y una recta o circunferencial’ € € existe un
unico punto 7* € C que es simétrico de z respecto deT .
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Demostracion. Sea ¢ € M con @(I') = RU{oo}. Definimos z* = ¢! (¢(z)). Es claro que z*
es simétrico de z respecto de I" puesto que por la forma de definirlo ¢(z*) = ¢(z).

Si w es simétrico de z respecto de I' existird x € M de forma que y(I') = RU{oco} y
%(z) = x(w). En dicho caso x o0 ¢~' € M y deja invariante al eje real, en consecuencia deja
invariante la simetria respecto al eje real como afirma la proposicién anterior, esto es,

%) = (xo9 ) (0() = (xo907") (0()) =x(z) = x(w)

Con lo cual z* = w por ser x una biyeccion.

5.14 Ecuacién de la simetria. SeaT' € ¢, tomemos z»,23,z4 €T tres puntos distintos. En-
tonces z,z* son simétricos respecto del si, y solo si

(Z*aZZaZ37Z4) = (Za .27237_4) (5~10)

En particular, z<T si, y sélo si, z = z*.

Demostracién. Llamemos ¢(z) = (z,22,23,24). Tenemos que ¢(I') = RU {oo}. En virtud de
la unicidad del simétrico, sabemos que z*,z son simétricos respecto de I si, y sélo si,

¢(z") = ¢(z). Escribiendo esta igualdad en términos de razén doble obtenemos la igual-
dad del enunciado.

Observa que la igualdad 5.10 determina implicitamente z* como funcién de z y que la
relacién que hay entre z y z* es de la forma z* = ¢(z) donde ¢ es una transformacion de
Mobius. En consecuencia, la simetria conserva dngulos en valor absoluto pero invierte su
sentido: es una transformacién isogonal aunque no es conforme. Observa también que, a
diferencia de las transformaciones de Mébius, la simetria tiene siempre infinitos puntos
fijos:los deT.

También es importante observar que, como consecuencia directa de las definiciones
dadas y por ser las transformaciones de Mdbius aplicaciones conformes, se tiene el si-
guiente resultado.
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5.15 Proposicion. Siz,z* son puntos simétricos respecto de una recta o circunferencial’,
entonces cualquier recta o circunferencial'' que pase por z y z* corta ortogonalmente a
I

Simetria respecto de una recta

Veamos a continuacién que el concepto de simetria respecto de una recta que acaba-
mos de definir no es otro que el concepto de simetria de la geometria elemental. Sea I
una recta. Pongamos z4 = oo y sean z»,z3 €'\ {oo} dos puntos cualesquiera distintos. La
caracterizacién anterior nos dice que un punto z y su simétrico z* respecto de I" deben
cumplir:

-2 -

B-2 B2
Deducimos que |z* —z2| = |z— 22|, donde z; es un punto cualquiera de I'. Esto nos dice
que dos puntos simétricos respecto una recta equidistan de cualquiera de sus puntos.
Ademds, de la igualdad 5.11 obtenemos que

*
-z -2
Im 2)=—Im 2
33— 3—22
es decir, si un punto estd en uno de los dos semiplanos definidos por la recta el simétrico

se encuentra en el otro semiplano. Concluimos que larectaI es la mediatriz del segmento
que une los puntos z,z*.

(5.11)

Comparando la ecuacién 5.11 conla 5.9, resulta que la ecuacién de la simetria respec-
to de una recta se obtiene sin mds que sustituir z por z* en la ecuacion de la recta.

Simetria respecto de una circunferencia

Supongamos ahora que I" es una circunferencia que viene dada por
I'={zeC:|z—a| =R}

En este caso oo ¢ I'. Tomemos z;,73,z4 €I" distintos. Teniendo en cuenta que la razén doble
es invariante por transformaciones de Mobius, los puntos z y z* son simétricos respecto
de I siy, sélo si, se verifica que

R R R

o o~ . R?
(Z*5Z27Z3;Z4):(ZaZ27Z37Z4):<Z_a7Z2_a7Z3_a7 4_a): (— —y = — = —y = —) =
I—a p—a 3—a 4—a

R2 RZ
= <Z_—a’z2_aaz3_aaz4_a> = ( +a7ZZ7Z3aZ4>

i-a
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Como la razén doble es una biyeccién obtenemos

R2
7 =——=+a
zZ—a

Observa que si z = a entonces se obtiene que a* = co. De forma equivalente
(" —a)(z—a) =R, a’ = o0

Tomando mo6dulos obtenemos |z* —al|z — a| = R?, es decir, si un punto estd dentro de la
circunferencia el simétrico estd fuera. Ademds ambos puntos z y z* estdn en una misma
semirrecta con origen en el centro de la circunferencia.

Aligual que antes, la ecuacion de la simetria respecto de una circunferencia se obtiene
sin mds que sustituir z por z* en la ecuacion de la circunferencia.

Observa que la inversidn respecto de una circunferencia C(a,R)* transforma rectas
que no pasan por el centro de la circunferencia (que recibe el nombre de centro de inver-
sion) en circunferencias que pasan por él (ya que oo pertenece a cualquier recta y es el
simétrico respecto del centro); y las circunferencias que pasan por el centro las transfor-
ma en rectas que no pasan por el centro de inversion.

Construccién geométrica del simétrico de un punto respecto de una circunferencia

Consideremos una circunferencia C(O,R)*. Distinguiremos dos casos: que el punto
esté o no esté en el interior del disco D(O,R).

El punto ; esta dentro del disco D(O,R) En este caso dibujamos la recta que contiene al
centro de la circunferencia y al punto z pues sabemos que el simétrico de z, z*, se
encuentra en dicha recta. A continuacién trazamos la perpendicular a la recta Oz
por el punto z. Esta recta nos da el punto A al cortar a la circunferencia. Por tiltimo
trazamos la perpendicular a la recta OA por el punto A y calculamos el punto de
corte con la recta Oz, este serd z* (ver figura 5.2).

Esto es cierto puesto que el teorema del cateto nos asegura que los dos puntos asi

construidos cumplen
R |0

|0z*] R

de donde R? = |0z*||Oz|. Puesto que el simétrico es tnico debe ser z*

El punto ; esta fuera del disco D(O,R) De nuevo dibujamos la recta que une el centro
con el punto z. Encontramos el punto medio de Oz, B, y trazamos un arco de centro
By radio |OB| que corta a la circunferencia en A. Dibujamos la perpendicular a Oz
de forma que corte a A. El pie de la perpendicular es el simétrico de z, z*.
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A
O 2B z
Figura 5.2: z es interior al disco D(0,R) Figura 5.3: z es exterior al disco D(0,R)

5.16 Principio de simetria. Las transformaciones de Mébius conservan la simetria. Es
decir, siT € €, z,z* € C son simétricos respecto deT" y ¢ € M, entonces ¢(z) y ¢(z*) son
simétricos respecto de ¢(I').

Demostracion. Puesto que z,z* son simétricos respecto de I' existe y € M de forma que
x(T') = RU{oo} y x(z) = x(z*). Consideremos la transformacion de Mobius y o ¢! Tene-
mos que

X0 ' (') =RU{oo}

Ademas, (xo@ ') (0(z)) =x(z) =x(z") = (xo ¢~ ") (¢(z*)). Luego, por definicion, ¢(z) y ¢(z*)
son simétricos respecto de ¢(I').

Transformaciones de Mobius que llevan el semiplano superior al disco unidad

Supongamos que ¢ € M transforma el semiplano superior en el disco unidad. En pri-
mer lugar, por conexién, ¢ transforma el eje real en la circunferencia unidad. Sea o en el
semiplano superior tal que ¢(a) = 0. El simétrico de o respecto el eje real, es decir, @, de-
be transformarse en el simétrico de ¢(a) = 0 respecto la circunferencia unidad, es decir,
o(a) = oo.
+b
+d

. . az - . L
Si escribimos ¢(z) = las condiciones anteriores implican que
cz

o(a)=0=a0+b=0=b=—aa

@) =oco=ca+d=0=d=—ca

con lo cual ¢(z) = - %. Ademads debe ser |9(0)| = }E‘ = 1, es decir, £ = ¢ con lo cual
C 77— & C
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deducimos que ¢ debe ser de la forma
g Z— O
(p(z):e"’—a, (ueC,Ima > 0,0€R)
7—
Reciprocamente, es facil ver que cualquier transformacién de la forma indicada aplica el
semiplano superior en el disco unidad.

5.4. Lema de Schwarz. Automorfismos conformes del dis-

co unidad

El siguiente resultado, a pesar de que sus hipétesis parecen muy restrictivas, es ex-
traordinariamente ttil como tendremos ocasién de ver en lo que sigue.

5.17 Lema de Schwarz. Sea f una funcion holomorfa en el disco unidad D(0, 1) verifi-
cando que |f(z)| < 1 para todo ze D(0,1), y f(0) = 0. Entonces:

(@ |f(z)| < |z| para todoz € D(0,1)
@) 1f'(0)] <1

Ademds, si existe un punto del disco unidad no nulo para el cual se da la igualdad en
(a) o bien si |f'(0)| = 1, entonces f es un giro, es decir, existe . C con |\| =1 tal que
f(z) = Az para todoz€ D(0,1).

Demostracién. Definimos g : D(0,1) — C como

=22 :z0

Z
8(0) = '(0)
(@)

Puesto que lfII(l) g(z) = h’rr(l) — = f/(0) = g(0), tenemos que g es continua en 0. El teorema
7= ! Z
de extension de Riemann nos dice que g es holomorfa en el disco unidad.
Sea z€ D(0,1) un punto cualquiera fijo. Tomemos r > 0 de forma que |z| < r < 1. Tene-
mos
lg(z)| < méax{|g(w)]| : |w| < r} = (principio del médulo méximo)

:mz’lx{lf(—w)| Dwl = r} = {|f(_w) sw| = r} < (por hipétesis) <

[wl r

N =

Haciendo r — 1, obtenemos |g(z)| < 1 y esta desigualdad es vélida para todo z€ D(0,1).
Hemos probado asi las condiciones (a) y (b) del enunciado.
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Si se da la igualdad en (@) para algtn zp € D(0,1) \ {0} tenemos que |f(z0)| = |20, €s
decir, |g(z0)| = 1 y |g| alcanza el maximo en un punto interior luego, por el principio del
moédulo maximo, g es constante en D(0,1) y deberd ser g(z) = A con |A| =1 y, por tanto,
f(z) = Azparatodo zeD(0,1)y f es un giro.

En el caso de que |f/(0)| = 1 tenemos |g(0)| = 1 y razonando igual que antes volvemos
a obtener que f es un giro.

Automorfismos conformes del disco unidad

Para cada a€D(0, 1) definimos

Z—a

Ya(z) =

~1-za
Entonces y, es una transformacién de Mobius y

Wa(2)| <1 |z—af* < |l —za]* < |2)* + |a|* — 2Re(za) < 1 + |za|* — 2Re(za) &
sl +la—1—|za* <0e (ja =11 -z ) <0 1—|7>>0= |z < 1

Deducimos que y, es un automorfismo de D(0, 1). Es facil comprobar que v, ! = y_,.

5.18 Proposicion. Los automorfismos conformes del disco unidad son las transforma-
ciones de Mobius de la forma

MWa(z) = A——

—, (A, aeC, |\ =1, a| < 1) (5.12)
1—az

Demostracién. Sea y € M un automorfismo del disco unidad. Esto implica que y conser-
va la circunferencia unidad, y(C(0,1)*) = C(0,1)*.

SeaaeD(0,1) tal que y(a) = 0. Como el simétrico de a respecto a la circunferencia uni-

oz+pB

dad es 1/a debera ser y(1/a) = co. Puesto que y es de la forma y(z) = s

que

, deducimos

ya)=0=aa+Pf=0=P=—-aa

w(l/a):oo:>y%+6:0:>y:—85
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o z—a

de dond == .
e donde y(z) 51_2
vy es de la forma indicada en 5.12. Veamos que son los tnicos.

Ademéds debe ocurrir que 1 = |y(1)| = ’% ’ Hemos obtenido que

Sea f € Aut (D(0,1)). Llamemos a = f~'(0) € D(0,1) y consideremos el automorfismo
del disco unidad y = f oy, !. Como %(0) = 0, estamos en condiciones de aplicar el lema
de Schwarz a y. Deducimos que

x(@)| <zl <1
Por el mismo razonamiento para Xfl =y,0 f*l tenemos
') <ld <1

Obtenemos asi que para todo ze D(0,1) es

2l =[x (0@)] < (@) < [zl

es decir |x(z)| = |z| para todo z€ D(0,1). El lema de Schwarz implica que ¥ es un giro, esto
es, existe A€ C con |A| = 1 de forma que y(z) = Az. Luego f(z) = Ay,(z).

5.19 Corolario. Sean Q, y Q, dominios en C que son semiplanos o discos. Entonces di-
chos dominios son isomorfos y los isomorfismos de Q| sobre Q, son las transformaciones
de Mébius que aplican Q, sobre Q.

ISO(Q[,Qz) = {(p|Ql : (PGM, (P(.Q.l) = Qz}

Demostracion. Por lo visto al estudiar las transformaciones de discos y semiplanos, sa-
bemos Q; y &, son isomorfos y también sabemos que entre discos y semiplanos hay iso-
morfismos que vienen dados por transformaciones de Mdébius. Sea f €Iso(Q;,Q,). Sean
0,y e M tales que ¢(D(0,1)) = Q; y y(Q,) = D(0,1). Entonces yo f o e Aut(D(0,1)), por
tanto Yo fo@ e M, lo que implica que f es una transformacién de Mébius.

Observaciones sobre el lema de Schwarz

El lema de Schwarz puede aplicarse en condiciones mds generales que las conside-
radas hasta ahora. Supongamos que Q,; y €, son dominios isomorfos al disco unidad y
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sea f € H(Q1,Q). En estas condiciones el lema de Schwarz puede aplicarse para obte-
ner informacién no trivial sobre f. Para ello tomamos un punto a € Q; e isomorfismos

yelso(D(0,1),Q;) yoelso(Q,,D(0,1)) tales que w(0) =ay @(f(a)) =0.

f

acQy Q 3> f(a)

0€D(0,1)

La aplicacién g = ¢o foy verifica las hip6tesis del lema de Schwarz y, por tanto |g(z)| < |z|
y |g’(0)| < 1 desigualdades que deben ser estrictas en todo punto del disco unidad z # 0
y, en caso contrario g es un giro. Si se da esta ultima condicién tenemos practicamente
determinada a f. Un ejemplo de esta forma de proceder es el siguiente resultado.

5.20 Lema de Schwarz-Pick. Sea f € #(D(0,1)) con |f(z)| < 1 para todo z€ D(0,1). En-
tonces, para todo z€ D(0, 1) se verifica que

2|+ 1)
ST RlFO)

Ademds, si en alguna de las desigualdades anteriores se verifica la igualdad para un
punto z # 0, entonces f es un automorfismo del disco unidad.

1= lf@P

@) G

Demostracién. Sea a € D(0,1), a # 0, fijo en lo que sigue. Componiendo f con conve-
nientes automorfismos del disco podemos obtener una funcién que fije el cero. Para ello
consideramos los automorfismos del disco unidad dados por

z+a

_ zta _ z—fla)
V(z) = 1522 (P(Z)——l_mz

Podemos ahora aplicar el lema de Schwarz a la funcién g = ¢ o f oy para obtener que
|g’(0)| < 1. Por la regla de la cadena g’ (0) = y/(0) f'(a)¢’(f(a)). Es inmediato que

’ o _a2 / a :;
v/ (0)=1—]a 0'(f(a)) 1= If(@)]?

Por tanto )
1 —

I—laf?
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Si se da la igualdad, entonces |g’(0)| = 1, por tanto, gesun giroy f =9 'ogoy ! esun
automorfismo del disco unidad.

Supongamos ahora que a = 0 en cuyo caso y es la identidad. De nuevo por el Lema de
Schwarz tenemos |g(z)| < |z| para todo z€ D(0, 1), esto es,

f(z) - £(0)

1-£(0)f(z)

<z

<z

de donde

F@I= O] < (@) = FO] < |21 = FO0)f ()] < 2|1+ [£(0)] [f(2)])

lo que implica que

2|+ 1/(0)]
FRIS T——— 747
SO o)
Si se da la igualdad en un punto z # 0, entonces |g(z)| = |z| por tanto g es un giro y
/=9 ogeAut(D(0,1)).

Otros ejemplos de isomorfismos conformes

La exponencial compleja restringida a una banda horizontal de amplitud menor que
27 es inyectiva, por tanto es un isomorfismo conforme de dicha banda sobre su imagen.
Si a, B son reales verificando o < B < o+ 2y

Q) ={zeC:a <Imz< B}

entonces exp(Q;) = Q» = {z € C* : Arg(z)N]a., B[~ O}. Es decir, la exponencial transforma
bandas horizontales en sectores angulares.

Toda banda es isomorfa a D(0,1). En efecto, mediante un giro, una traslacién y una
homotecia se puede transformar cualquier banda en la banda horizontal

{zeC:—m/2 <Imz< 7m/2}

La exponencial transforma esta banda en el semiplano de la derecha, el cual sabemos que
es isomorfo a D(0,1).

Para establecer isomorfismos conformes entre sectores angulares de distinta ampli-
tud, podemos usar potencias. Sea -t <o << nyseap >0talque -t < pa<ppf<mLa
funcién

f(z) = 2P = ePlogl@
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es un isomorfismo conforme de
Q ={zeC':a<arg(z) < B}

sobre
Q ={z€C":po <arg(z) < pB}

Observa que aunque f(z) = zP no es (salvo si p = 1) conforme en 0 (porque, sip # 1, o
bien f no es derivable en 0 o su derivada en 0 es nula) pero !0 ¢ Q,!. En Q, f es derivable

e inyectiva.
Por ejemplo, la aplicacion z +— z3

sobre el semiplano superior.

es un isomorfismo del sector {zeC*: 0 < argz < n/3}

5.4.1. Ejercicios propuestos

293. Las circunferencias maximas de la esfera son los cortes de S con los planos que pa-
san por el origen. Prueba que la proyeccion estereogrifica de una circunferencia
C(a,R)* C C es una circunferencia maxima de S si, y s6lo si, RZ = 1 +|a|.

294. Calcula la circunferencia del plano cuya proyeccion estereografica es la circunferen-
ciaméxima de la esfera que pasa por los puntos (3/13,—4/13,12/13) y (—2/3,2/3,1/3).

295. Encuentra la relacion entre las proyecciones en la esfera de los siguientes pares de
puntos:
a)z—z b)zz ©zl/z d)zl/z

296. Prueba que dos puntos z, weC se proyectan en puntos diametralmente opuestos de
la esfera si, y sélo si, zw = —1.

297. Dados dos puntos z; y z;, halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya
proyeccion estereografica es el conjunto de puntos de la esfera que equidistan de
las proyecciones de z; y z;. Interpreta el resultado obtenido.

298. Sean Q;, i = 1,2,3 dominios isomorfos. Supongamos que conocemos un isomorfis-
mo @ €Iso(Q,Q,). Prueba que

ISO(.Ql,Q3) = {fO(p: fGISO(Qz,.Q3)}

En particular, puede ser Q, = Q3. Es decir, si conocemos Aut(Q,) y conocemos un
isomorfismo particular ¢ €Iso(Q;,Q,), entonces conocemos todos los isomorfismos
de Q, sobre Q,.
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299.

300.

301.

302.

303.

309.

310.

311.

312.

Prueba que toda transformacién de Mobius, distinta de la identidad, tiene uno o dos
puntos fijos en C. Determina todas las las transformaciones de Mébius que tienen:

a) oo como tnico punto fijo,

b) 0 e co como puntos fijos.

Dados dos ntimeros complejos distintos a y b, halla la ecuacién general de todas
las circunferencias respecto de las cuales a y b son simétricos. Prueba que cualquier
circunferencia que pase por a y b es ortogonal a cualquier circunferencia respecto
de la cual a y b son simétricos.

Determina todos los isomorfismos conformes del primer cuadrante sobre el disco
unidad.

Determina un isomorfismo conforme del primer cuadrante sobre la mitad superior
del disco unidad.

Determina, en cada uno de los siguientes casos, la imagen del dominio Q por la
transformacion ¢.

z—1

Z+i

2z

24z
Z

T
c) Q:{ZGC.0<argz<Z}, (p(z):Z_—1

a) Q={zeC:Rez>0,Imz>0}, ¢(z) =

b) Q={zeC:|z] < 1, Imz >0}, ¢(z)

—1
d) Q={zeC:0<Rez< 1}, ¢(z) = 1_2
7—
z
Encuéntrese una transformacién de Mébius que aplique la circunferencia unidad
en una recta vertical, el punto 4 en 0 y la circunferencia de centro 0 y radio 2 en si

misma.

Encuéntrese una transformacién de Moébius que aplique la circunferencia unidad
sobre la de centro 1 y radio 2, deje fijo el punto —1 y lleve el punto 0 al i.

Prueba que el dominio Q = {zeC:Rez >0, |z—2| > 1} es isomorfo al anillo A(0;p, 1)
para conveniente valorde p con 0 < p < 1.

Prueba que el dominio Q = {z€C: |z| < 5, |z —2| > 2} es isomorfo al anillo A(0;p, 1)
para conveniente valorde p con0 < p < 1.
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313.

314.

315.

325.

326.

327.

328.

Sea ¢ una transformacién de Mobius con dos puntos fijos a,b € C. Prueba que ¢
puede expresarse de la forma:

9(z)—a _,z—a
0@ b Tb

para conveniente valor de A € C*. Deduizcase que:

a) Toda recta o circunferencia que pase por a y b se aplica por ¢ en si misma si, y
solo si, A es real.

b) Toda recta o circunferencia respecto de la cual a y b sean puntos simétricos se
aplica por ¢ en si misma si, y sélo si, |A| = 1.

Halla una transformacién de Mdbius que deje invariante la circunferencia de centro
0 yradio 5y tenga 5 como tinico punto fijo.

Construye un isomorfismo conforme de Q; sobre Q, en cada uno de los siguientes
casos:

a) Q) ={zeC*:|argz| <m/4}, Q, =D(0,1)

b) Q) ={zeC:|z— 1| <V2,|z+1| <V2}, Q =D(0,1)

©) Q ={z€C:Rez>0,|z— 1| <V2}, Q,=D(0,1)

d) Q) ={zeC:|z] < 1,Imz >0}, Q ={z€C:Imz> 0}

e) Q) ={zeC:0<argz< §,0< 7| <1}, Q=D(0,1)

f) Q =D(0,1)N{z€C: |z +iV3| >2}, Q= {z€C:Imz>0}

g) Q =C\{xeR:x< 1}, Q,=D(0,1)

h) Q| =C\{xeR:|x| > 1}, Q@ =D(0,1)

i) Q ={zeC: |z <1,[2z—1| > 1}, Q, =D(0,1)
Sea f una funcién holomorfa en el disco unidad, verificando que f(0) = 1, f'(0) = 2i
y Re f(z) > 0 para todo z en D(0,1). Prueba que f(z) = %ﬁi para todo ze D(0,1).
Sean 0 < r <R, 0 < s < Sya,bdos nimeros complejos. Prueba que para que exista

una transformacién de Mébius que aplique el anillo A(a; r, R) sobre el anillo A(b; s, S)
es condicién necesaria y suficiente que R/r = S/s.

;Puede existir un isomorfismo conforme entre los anillos A(0;0, 1) y A(0;1,2)? Justi-
fica la respuesta.

Sean f'y g transformaciones de Mobius ninguna de ellas igual a la identidad. Estudia
la relacion existente entre las afirmaciones siguientes:
a) fy g conmutan, es decir, f(g(z)) = g(f(z)) para todo z€C.

b) fy g tienen los mismos puntos fijos.
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329.

330.

331.

332.

333.

334.

335.

336.

Prueba que una funcién holomorfa del disco unidad en si mismo que tiene dos pun-
tos fijos es igual a la identidad.

Construye un isomorfismo conforme del dominio
Q={zeC:|z—1|<1, |z—i| <1}

sobre el disco unidad.

Prueba que, para conveniente valor de p con 0 < p < 1, el dominio
Q={z€C:Rez>0,z—1]|>p}

es isomorfo al anillo A(0;1,2) y describe todas las transformaciones de Mobius que
aplican Q sobre A(0; 1,2).

Construye un isomorfismo conforme del dominio
Q={zeC:|z|>2, z—V2| < V2}
sobre la mitad del disco unidad abierto que estd contenida en el semiplano superior.

Construye un isomorfismo conforme del dominio

1—i

T

Q{ZG(C:Im(z)<07

1
> —
V2 }
sobre el disco unidad abierto.

Construye un isomorfismo conforme del dominio

5.
z+ i

Q=¢zeC:l7] <1,
{Z |2 1

S 3
4
sobre la mitad del disco unidad abierto que estd contenida en el semiplano superior.

Construye un isomorfismo conforme, ¢, del dominio
. o
Q= {ze(C s arg(z)] < Z}

sobre el disco unidad, verificando que ¢(1) =0y @(2) = % Justifica que tal isomor-
fismo es tnico.

Sea fe€ H(D(0,1)) tal que |f(z)| < 1 para todo z€ D(0,1). Sean ay,az, ...,a, ceros de f
en D(0,1). Prueba que:

raI<I] (z€D(0,1))
k=1

Z—dag
1—axz
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337. Sea f:D(0,1) — C una funcién meromorfa no constante en el disco D(0, 1), conti-
nua en D(0,1) \ 2, donde P es el conjunto de los polos de £, y tal que |f(z)| =1 si
|lz] = 1. Describe cémo es f.

338. Seanay,as,...,a, y b puntos del disco D(0, 1). Prueba que la ecuacién

n Z—a;
Hl—a_jJZ:b

J=1

tiene n soluciones en D(0, 1).

5.5. Espacios de funciones holomorfas

5.5.1. Topologia de la convergencia uniforme en compactos

Hasta ahora la tinica estructura que hemos considerado en €(Q) ha sido la algebraica.
Queremos definir ahora una topologia en C(Q) de forma que la convergencia de una su-
cesion en dicha topologia sea lo mismo que la convergencia uniforme sobre compactos
de Q. De hecho, vamos a definir dicha topologia en el conjunto C(Q) de las funciones
complejas continuas en Q. En lo que sigue Q serd un subconjunto abierto de C.

Dados f € C(Q), € > 0 y un conjunto compacto K C Q, definimos el conjunto

U(f,K,e) ={geC(Q):]g(z) — f(2)| <&, VzEK}

5.21 Proposicion. Existe una tinica topologia 7 en C(Q) tal que para toda f € H(Q),
la familia de conjuntos

{U(f,K,€) : K C Q compacto, € > 0}

es una base de entornos abiertos de f.

Ademds, la convergencia de una sucesion en la topologia 7 es lo mismo que la conver-
gencia uniforme sobre compactos de Q).

La topologia 7 se llama topologia de la convergencia uniforme en compactos.

Demostracién. Diremos que un conjunto A C C(Q2) es abierto, es decir A € .7, si para toda
f €A existe un conjunto U(f,K,e) C A. Naturalmente, el compacto K y el nimero € > 0
pueden depender de f. Convenimos también en que @ € 7.
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Es facil comprobar que la familia .7 de subconjuntos de C(2) que acabamos de de-
finir es una topologia. Puesto que los elementos de .7 son uniones de conjuntos de la
forma U(f,K,¢) es claro que .7 es estable por uniones arbitrarias. Sean A;,A, € .7 y sea
f € A1 NA,. Por definicién, existen conjuntos compactos K, K, y nlimeros positivos €;, &,
tales que U(f,K,€1) CA; YU(f,K2,€2) C A>. Tomando K = K; UK, y € = min{e;, €, }, tene-
mos que

U(f,K,e) CU(f,Ki,&) i=12=U(f,K,e) CA1NA;

Falta ver que los conjuntos U (f, K, €) son abiertos. Para ello, sea g U(f,K,¢), y definamos
p = méx{|f(z) — g(z)| : z € K}. Es claro que 0 < p < €. Comprobemos que U(g,K,e—p) C
U(f,K,¢). En efecto

heU(g,K,e—p)=|h(z) —g(z)| <e—p, paratodozck
= |h(z) = f(2)| < |h(z) — g(2)| +g(z) — f(z)| <e—p+p=¢, paratodozeK
= heU(f,K,¢)

Por definicién de convergencia de una sucesién de puntos en un espacio topolégico,
una sucesion {f,} de funciones continuas en Q converge a f € C(Q) en la topologia .7, si
para cada entorno U (K, f,€) existe ng tal que para todo n > ng se tiene que f, €U(f,K,€).
Equivalentemente, para cada compacto K C Q y para cada € > 0, existe ny tal que para
todo n > ng se verifica que |f,(z) — f(z)| < € para todo z € K, esto es, {f,} converge a f
uniformemente sobre compactos de Q.

5.22 Definicién. Diremos que {K, } es una sucesién exhaustiva de compactos de Q si para

cadaneN, K, C Q es un compacto, K, estd contenido en el interiorde K11y Q = U K,.
neN

En todo abierto hay sucesiones exhaustivas de compactos. Por ejemplo, supuesto que
Q +# C, la definida por K, = {z € C : |z] < n,dist(z,C\ Q) > 1/n}. Si Q@ = C basta considerar
K, = D(0,n). Es claro que si {K, } es una sucesién exhaustiva de compactos de Q, entonces
para cada compacto K C Q se tiene que K C K, para alginneN.

Si {K,} es una sucesion exhaustiva de compactos de Q, es facil ver que la familia
{U(f,Kn,1/n) : n € N} es una base de entornos de f en la topologia de la convergencia
uniforme en compactos.

Vamos a probar que la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos puede
definirse por medio de una distancia, es decir, se trata de una topologia metrizable.
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5.23 Proposicion. Sean Q un abierto de C y {K, } una sucesion exhaustiva de compactos
deQ. ParacadaneN y cada f € C(Q), definimos

On(f) = max{|f(z)] : z€ Ky}

Entonces la aplicacion d : C(Q) x C(Q) — R dada por

—3)

2)’ (f,8€C(Q))

1
d(f:8) :2;2_ (pnf

es una distancia en C(Q).

Demostracion. Es inmediato que d(f,g) = d(g,f) y que d(f,g) = 0si, y sélo si f = g. Pro-

baremos la desigualdad triangular. Para ello, usaremos que la aplicaciéon x — 1 j_
X
creciente parax > 0. Si f,g,h son elementos en C(Q), es claro que

Ou(f—8) < Ou(f —h)+0u(f—2)

de donde
Pu(f—8) < Qu(f =)+ Qu(h—g) < Pu(f —h) Pu(h—g)
1+0u(f=8) " 14+0u(f=h)+0ulh—g) ~1+0u(f—h) 1+@u(h—g)
Multiplicando por % y sumando la serie resulta que d(f,g) < d(f,h) +d(h,g).
5.24 Lema.

i) Dados un compactoK C Qy € > 0, existed > 0 tal que
f,8€C(Q),d(f,8) <d=g€cU(f,K,e)
ii) Dado d > 0 existen un compacto K C Qy € > 0 tales que

f,8€C(Q), gcU(f,K,e)=d(f,g) <o

Como consecuencia, la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos coincide
con la topologia definida en C(Q) por la distanciad.

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



302 Capitulo 5. Representacion conforme

Demostracion.

i) Dados el compacto K y € > 0, elegimos m tal que K C K,,. Tomemos & > 0 verificando
m

0<1-2"3y [ omg <& Entonces sid(f,g) < §, se tiene que
On(g—f)
— == <2"d(f,g) <28
Crus—p) 8
y por tanto
(pm(fig) < 1—2'"6 < €:>g € U(f,K,S)-

ii) Dado & > 0, elegimos m tal que 1/2" < §/2. Tomemos K = K,, y € = §/2. Entonces para
g€U(f,K,¢), tenemos que ¢, (f — g) < 8/2. Deducimos que

m

1 guf-g) - L el 3
Mﬁ@—}jgf:@@t@*‘zzﬁTEEG:5<5

n=1 n=m+1 n=1 n=m+1
8,8 8 8
2 om T2 2

Hemos probado que cada entorno basico de un punto en la topologia de la convergencia
uniforme en compactos contiene un entorno bésico de dicho punto en la topologia defi-
nida por la distancia y reciprocamente, por tanto ambas coinciden.

El hecho de que la topologia de la convergencia uniforme en compactos coincida con
la definida por la distancia d nos dice que la convergencia de una sucesion en el espa-
cio métrico (C(£),d) es lo mismo que la convergencia de dicha sucesion en el espacio
topolégico (C(Q),.7). Como la condicién de Cauchy con la distancia d es, como puede
comprobarse ficilmente, la condicién de Cauchy uniforme en compactos, lo cual, segiin
sabemos, implica convergencia en (C (Q),7 ), deducimos, por lo antes dicho, que la dis-
tancia d es completa.

Larazén de introducir primero la topologia y después la distancia es que la definicién
de la topologia es intrinseca, mientras que la distancia depende de la sucesion exhaustiva
de compactos que usemos para definirla. Por ello resulta més clarificador trabajar direc-
tamente con la topologia en vez de hacerlo con la distancia. No obstante, el hecho de que
la topologia sea metrizable serd usado mds adelante para caracterizar los subconjuntos
compactos de (C(Q), 7).

En el contexto actual, el teorema de convergencia de Weierstrass para sucesiones de
funciones holomorfas puede enunciarse como sigue.
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5.25 Teorema.
i) H(Q) es un conjunto cerrado en C(Q).

if) La aplicacién f— f' de H(Q) en H(Q) es continua.

5.5.2. Conjuntos compactos de funciones continuas. Teorema de Ascoli-
Arzela

Teniendo en cuenta que la topologia de la convergencia uniforme en compactos es
metrizable, podemos caracterizar la compacidad en dicha topologia por sucesiones al
igual que se hace en los espacios métricos.

5.26 Definicion. Sea ¥ C C(Q).

a) Se dice que ¥ es relativamente compacto si cualquier sucesién de puntos de ¥ tiene
una sucesion parcial convergente en C(Q); equivalentemente, F es compacto.

b) Se dice ¥ estd puntualmente acotado si para cada z€ Q el conjunto {f(z): f€ ¥} estd
acotado.

c) Se dice ¥ esta acotado en compactos si para cada compacto K C Q hay un niimero
Mg > 0 tal que para todo ze K y toda f € ¥ se verifica que |f(z)| < M.

d) Sedice que ¥ es puntualmente equicontinuo si para cada a € Q y para cada € > 0 existe
un 3 > 0 tal que D(a,d) C Q y para todo z € D(a,d) y para toda f € ¥ se verifica que

1f(z) = fla)] <e.

5.27 Proposicion. Supongamos que F es relativamente compacto en C(Q). Entones F
estd acotado en compactos y es puntualmente equicontinuo.

Demostracién. Dado un compacto K C Q la familia de abiertos {U(f,K,1): f€F } esun
recubrimiento por abiertos del compacto ¥, luego tiene que haber un ntimero finito de

P
funciones fj€ F, 1 < j < p de maneraque F C UU(fj,K,l). Sea M; = méx {|f;(z)| : z€ K}
J=1
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yM =méx{M;:1<j<p}. Entonces, dada f € ¥ hay algun j tal que f €U(f;,K,1) y, por
tanto, para todo z € K tenemos que

lf(2)] < ‘f(z) _fj(Z)‘ + |fj(Z)| S1+M;<1+M
Lo que prueba que ¥ estd uniformemente acotado en compactos.

Fijemos ahora a € Qy r > 0 tal que D(a,r) C Q. Pongamos K = D(a,r). Dado € > 0, la
familia {U(f,K,¢) : f€ F} es un recubrimiento por abiertos de F. Por la compacidad de

n
F, existe un numero finito de elementos g,--- ,g, de ¥ tal que F C U U(g;,K,e). Por la
=1
continuidad de cada una de las funciones g; podemos encontrar un nimero 0 < § < r tal
que
lz—al <8=[gj(z) —gjla)l <&  j=12,---,n.

Dada f € ¥, entonces para algin j se tiene que f € U(g;,K,¢). Por tanto si [z —a| < &
obtenemos

1f(2) = fa)| < |f(2) —g(2)| +1gj(2) —gj(a)| +|g;(a) — g(a)| < 3e

Hemos probado asi que ¥ es puntualmente equicontinuo.

5]

5.28 Teorema de Ascoli-Arzeld. Un subconjunto F C C(Q) es relativamente compacto
si, y solo si, es puntualmente acotado y puntualmente equicontinuo.

Demostracion. Supongamos que ¥ es puntualmente acotado y puntualmente equiconti-
nuo. Dada una sucesién de funciones {f,} de ¥, por la acotacién puntual de ¥, se tiene
que para cada a € Q la sucesion {f,(a)} es acotada y, por tanto, tiene una parcial conver-
gente.

Fijamos un conjunto numerable E = {a; : k € N} que sea denso en Q. Empezamos
probando que hay una parcial de {f,} que converge puntualmente en E. Para cada jeN
la sucesion {f,(a;)}, oy ©std acotada. Sea {fs,(s)(a1)}nen una parcial convergente de
{fn(a1)},en- Como la sucesion { fs, () (a2) }aen €std acotada tiene una parcial { f, o6, (n) (a2) }
convergente. Naturalmente, la sucesion {f;, s,(») (a1)} también converge por ser parcial
de una sucesién convergente. De esta forma, por induccién, obtenemos que hay una su-
cesion, {c,}, de aplicaciones de N en N estrictamente crecientes de manera que, defi-
niendo t; = 610630+ 00y se verifica que { f;, (,)(a;) }aen converge para 1 < j <k.

La aplicacién dada por 6(n) = 1,(n) es estrictamente creciente. Veamos que la sucesion
{fs(n)} converge puntualmente en E. Pongamos, por comodidad de notacion g, = fs(,)-
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Para £ fijo, tenemos que

gnk(ar) = fo(nir) (k) = fr,(nrk) (k) = fo1000--00, 1 (nk) (k) = Fryo(ops oo, (ntk) (@)

lo que nos dice que {g,«(ax)},cy €s una parcial de { f;, (,)(ax)}n, y por tanto converge, lo
que, evidentemente, implica que {g,(ax)},y cOnverge.

Usando la densidad de E y la equicontinuidad de ¥, probaremos que {g,} converge
uniformemente en compactos. Fijemos un compacto K C Q y comprobemos que {g,}
verifica la condicién de Cauchy uniforme en K. Como ¥ es puntualmente equicontinua,
dado € > 0 ya €K, existe §, > 0 verificando

|z—a| < 8,=|f(z) — f(a)] <e& paratodafeF

Por la compacidad de K, existen by,b;, -+ ,by € K tal que K C Uyle(bj,Sbj). Por densi-
dad de E en Q, podemos conseguir para cada j un elemento ¢; € E tal que e; € D(b;,5y,).
Sabemos que {g,(e;)} converge para todo j. Usamos la condicion de Cauchy para estas
sucesiones. Como s6lo hay un nimero finito, podemos encontrar m € N tal que

p.g=m=[gp(ej) —gqle;)| <€ (I1<Jj<N)
Un elemento z de K ha de estar en algin disco D(b;,85,). Se tendra entonces
|gp(2) — 84(2)| <lgp(2) — 8p (b)) +18p(b)) — 8p(ej)| +18p(ej) —8q(ej) 1+
+1gq(ej) — 8q(bj)| + 184 (b)) —8q(2)] < 5¢

Hemos probado la condicién de Cauchy uniforme sobre compactos para la sucesion {g, }
lo que, segtin sabemos, equivale a que dicha sucesién es convergente en C(Q).

Veamos que para funciones holomorfas los compactos de #(Q) tienen una caracte-
rizaciéon mas sencilla que la que proporciona el Teorema de Ascoli-Arzeld. Observa que,
por ser # () un subespacio cerrado de C(Q2), un conjunto ¥ C #(Q) es relativamente
compacto en #(Q) si, y s6lo si, F es relativamente compacto en C(Q).

5.5.3. Conjuntos compactos de funciones holomorfas. Teoremas de Mon-
tel y Vitali

5.29 Teorema de Montel. Un conjunto F C H(Q) es relativamente compacto si, y solo
si, F estd acotado en compactos.
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Demostracién. Sabemos, por la proposicién 5.27, que la condicién es necesaria. Proba-
remos que es suficiente.

Supongamos que ¥ estd acotado en compactos. Para probar que ¥ es relativamente
compacto, serd suficiente, en virtud del teorema de Ascoli-Arzel4, probar que ¥ es pun-
tualmente equicontinuo. Dado un punto a € Q, elegimos R > 0 tal que D(a,2R) C Q. Por
hipétesis, existe una constante M tal que

If(2)| < M, paratodo z € D(a,2R) ytoda feF
Supongamos que |z —a| < R. Usando la férmula de Cauchy se tiene

J () e

C(a,2R)

1

1) - F@] = 5

f (f(W)(Z—a) dw

ce2R) w—2)(w—a)

Como z € D(a,R), paraw € C(a,2R)" se tiene
|(w—z2)(w—a)| > (jw—a| —|a—z|)2R > (2R —R)2R = 2R?
Por tanto, u
—a
172)— ftay) < ME

La condicién anterior, vdlida para todo f € ¥ y para todo z€ D(a,R) claramente implica la
equicontinuidad de ¥.

5.30 Teorema de Vitali. Sean Q un dominio y { f,} una sucesion de funciones holomor-
fas en Q. Supongamos que el conjunto ¥ = {f, : neN} estd acotado en compactos de
Q y que {f,} converge puntualmente en los puntos de un subconjunto A C Q que ve-
rifica A' N Q # @. Entonces {f,} converge uniformemente en compactos a una funcion
holomorfa en Q.

Demostracién. Por el Teorema de Montel, el conjunto ¥ es relativamente compacto. Por
tanto, cada parcial de la sucesién admite una parcial convergente. En estas condiciones,
para probar que {f,} converge, basta ver que todas las parciales convergentes tienen el
mismo limite.

Si dos parciales de {f, } convergen uniformemente sobre compactos a dos funciones
holomorfas, entonces, por hip6tesis, éstas han de coincidir en A y, por el Principio de
identidad, ambas serdn iguales. Como consecuencia { f,, } converge uniformemente sobre
compactos a una funcién holomorfa en Q.
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5.5.4. Ejercicios propuestos

339. Sea ¥ C H(D(0,1)) y supongamos que ¥'={f’: f€ ¥} es un conjunto relativamen-
te compacto en # (D(0,1)) y que el conjunto {f(0) : f € ¥} estd acotado. Prueba que
¥ esrelativamente compacto.

340. Sea ¥ un conjunto de funciones holomorfas en D(0, 1) verificando que:
a) Ref(z) > 0 paratodo zeD(0,1) yparatoda f € F;
b) El conjunto {f(0) : f € ¥ }estd acotado.

Prueba que ¥ es relativamente compacto en #(D(0,1)).

341. Sea F = {f€H(D(0,1)): £(0) =0, [f"(0)| < (n+1)! VneN}. Prueba que ¥ es com-
pacto en H(D(0,1)).

342. ;Es Aut(D(0,1)) relativamente compacto en #(D(0,1))?

343. Sea Q un dominioy {f,} una sucesién de elementos de H(Q). Supongamos que hay
un nimero M > 0 tal que

ff |fulx,y)?d(x,y) <M  paratodo neN
Q

Prueba que ¥ = {f, : n€N} es relativamente compacto en H(Q).

5.5.5. Teorema de Riemann de la representacién conforme

5.31 Teorema de Riemann de la representacién conforme. Sea Q un dominio de C
distinto de C tal que toda funcion holomorfa y que no se anule en Q admite una raiz
cuadrada holomorfa en Q. Entonces Q es isomorfo al disco unidad.

Ademds, dado un punto a de Q existe un unico isomorfismo F de Q en el disco unidad
talqueF(a) =0y F’'(a) eRT.

Demostracién. Probaremos en primer lugar la unicidad. Dado un punto a € Q, suponga-
mos que F; y F> son isomorfismos conformes de Q en D(0, 1) tales que Fi(a) = F2(a) =0,
F'i(a) >0y F'3(a) > 0. La aplicacion G = F, o F,"' es un automorfismo del disco unidad
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que deja invariante a 0 y, por tanto, es un giro, esto es, existe 8 € R tal que G(z) = e'®z. De-
ducimos que F(z) = ¢ Fi(z). Como F’;(a) = ¢® F’|(a) y ambas derivadas son positivas,
se sigue que el® =1, es decir, F| = B.

Una vez probada la unicidad queda el trabajo mds dificil que es probar la existencia
de un isomorfismo conforme en las condiciones del enunciado. La estrategia para la de-
mostracion es la siguiente. Consideraremos la familia

F={feH(Q): fes inyectiva, f(Q)C D(0,1), f(a)=0, f'(a)eR"} (5.13)

En primer lugar probaremos que dicha familia no es vacia. Hecho esto, el teorema de
Montel permitird probar que existe una funcién F en la familia ¥ tal que F’(a) > f'(a)
paratoda f <€ 7. Finalmente, probaremos que dicha funcién F es sobreyectivay, por tanto,
es la solucién buscada.

Probemos ya que ¥ # @. Como Q # C, sea b€ C\ Q. Como la funcién z+— z—b es
holomorfa y no se anula en Q, existe, por hip6tesis, una funcién g< #(Q) tal que g(z)> =
z— b para todo z€ Q. Puesto que la funcion z — g(z)? es inyectiva, también g es inyectiva.
Pongamos —g(Q) = {—g(z) : z€ Q}. Veamos que g(Q) N —g(Q) = @. Si hubiera puntos z;, z»
en Q tales que g(z1) = —g(z2), se tendria que g(z;)> = g(z2)? y, por tanto z; = z,, lo que
implica que g(z1) = g(z2), luego g(z1) = 01lo que no es posible pues la funcién g no se anula
en Q. Sabemos, en virtud del teorema de la aplicacion abierta, que g(2) es un conjunto
abierto. Por tanto existe r > 0y zo € C tales que D(zo,r) C g(2). Como D(—zo,r) C —g(Q), se
tiene que D(—zp,r)Ng(Q) = O, es decir, |g(z) +zo| > r para todo z€ Q. Definimos la funcién

r
h(z) = ————— 2€Q
(2) @ 1% (z€Q)
Es claro que la funcién & es holomorfa e inyectiva en Q y suimagen, #(€2), estd contenida
en el disco unidad. Usaremos ahora un automorfismo del disco unidad para modificar el
valor de dicha funcién y de su derivada en el punto a.

Sea

(aeD(0,1), |u| = 1) (5.14)

Derivando tenemos que

1
@WU:uTjﬁp (5.15)

Haciendo en 5.14 o = h(a), u = |h'(a)|/h’(a) y notando ¢ al correspondiente automorfis-
mo, tenemos que la aplicacién f = @o#, es decir, la aplicacién dada por
[1'(a)| h(z) —h(a)

f(Z): h’(a) 1-@”!(1) (ZEQ)

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



5.5.5 Teorema de Riemann de la representaciéon conforme 309

es una funcién holomorfa de Q en el disco unidad, inyectiva, que se anula en a y, teniendo
en cuenta 5.15, su derivada en a viene dada por

h(a 1 h'(a
=gt = Gl oo = e

y por tanto f'(a) > 0. Luego f€ T.

Una vez probado que la familia # definida en 5.13 no es vacia, probaremos que hay
una funcién F € ¥ tal que F'(a) > f'(a) paratoda f € F.

Puesto que toda funcién f € ¥ verifica que |f(z)| < 1 para todo z€Q, se sigue, por el
Teorema de Montel, que 7 es un conjunto compacto en #(Q). Como la aplicacion de
H(Q) en C dada por f — f'(a) es continua y toma valores positivos en ¥, se tiene que
f'(a) > 0 paratoda f € . En consecuencia la aplicacién

F—RS
fr—f'(a)

es continua, toma valores reales y estd definida en un compacto por lo que tiene que al-
canzar un maximo absoluto, es decir, existe F € ¥ tal que F’ (a) > f'(a) para toda f eEF.
Observa que debe ser F’(a) > 0 porque sabemos que ¥ # (. Todavia queda probar que
F € F. Lo que es seguro es que hay una sucesion, {f,}, de funciones de ¥ que converge
puntualmente a F yla convergencia es uniforme en compactos de Q. Como las funciones
f» toman valores en D(0,1) se sigue que para todo z€ Q es F(z) = lim{f,(z)} € D(0,1), es
decir, |F(z)] < 1. Como F no es constante (pues F’(a) > 0), el principio del médulo ma-
ximo implica que |F(z)| < 1 para todo z € Q. Finalmente, el teorema de Hurwitz nos dice
que F es inyectiva. Por supuesto F(a) =0. En resumen F € .

Sélo resta probar que la aplicacién F es sobreyectiva. Para ello probaremos que si
una funcién de la familia ¥ no es sobreyectiva, entonces hay otra funcién en ¥ cuya
derivada en a es mayor que la derivada en a de dicha funcién. Probado esto, se tendrd
que necesariamente F(Q) = D(0,1) yla demostracién habra concluido.

Sea, pues, f € ¥ tal que f(Q) # D(0,1). SeaweD(0,1) un punto que no estden f(Q) y
definimos la aplicacién A por

Az) = fl2)—w

_Wf(z) (ZEQ)

Observa que A se obtiene componiendo con f el automorfismo del disco unidad que se
obtiene haciendo en 5.14 u =1 y o = w. Se sigue que A es holomorfa e inyectiva en Q y
con imagen contenida en el disco unidad. Observa que, ademas, A no se anula en Q. Por
hipatesis, existe una funcion y e #(Q) tal que y(z)? = A(z) para todo z€ Q. La funcién y
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es inyectiva por serlo A (y, por tanto, su derivada no se anula), toma valores en el disco
unidad y no se anula en ningtin punto. Definimos ahora

Flo) = W' (@)] w(z)—w(a)

V@ -y Y

La funcién f se obtiene componiendo con y el automorfismo del disco unidad que se
obtiene en 5.14 haciendo o = y(a) y u = |y’(a)|/w’(a). En consecuencia f es holomorfa e
inyectiva en Q, con imagen contenida en el disco unidad, se anulaenay

o o

Luego f € 7. Calculemos f”(a). Como y(z)? = A(z), tenemos que

'@ =wf(z) +Wwf'(2)(f(z) —w)

29y (2) =M (z) = (1-wf(z))>

Como f(a) = 0, se obtiene que 2y(a)y’(a) = f'(a)(1 — |w|?); y como y(a)? = A(a) = —w,
resulta que
f(a)(1—|wl?)

i@ =5 =

Finalmente, usando que 0 < (1 —+/[w|)> = 1 + |w| — 24/|w|, obtenemos que

2 L@ ) _ F@ )
RN [ RV TR

lo que concluye la demostracion.

5.5.6. Caracterizaciones de los dominios simplemente conexos

Recogemos en el siguiente teorema algunas caracterizaciones de los dominios sim-
plemente conexos. Algunas de estas caracterizaciones son topolégicas mientras que otras
son de naturaleza analitica. Todas ellas ponen de manifiesto el lugar destacado que en la
teoria de funciones holomorfas desempeina este tipo de dominios.
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5.32 Teorema. Sea Q C C un dominio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
i) Q=C 6 bienQ esisomorfoaD(0,1).
ii) Q es homeomorfo aD(0,1).
iii) Q es simplemente conexo.
iv) Q es homoldgicamente conexo.
v) Laintegral de toda funcién holomorfa en Q sobre cualquier ciclo en Q es nula.
vi) Toda funcion holomorfa en Q tiene primitivas en Q.
vii) Toda funcion armoénica en Q es la parte real de una funcién holomorfa en Q.
viii) Toda funcion holomorfa que no se anula en Q tiene logaritmos holomorfos en Q.

ix) Toda funcion holomorfa que no se anula en Q tiene una raiz cuadrada holomorfa
en Q.

x) C\Q esconexoenC.
xi) C\ Q no tiene componentes conexas acotadas.

Si solamente suponemos que Q es un abierto entonces las afirmaciones iii) a xi) son
equivalentes.

Demostracion.

z
1+|z|
de C sobre D(0,1). Si Q es isomorfo al disco unidad entonces también es homeomorfo al
disco unidad.

i)=ii) SiQ =C, bastatener en cuenta que la aplicaciéon z— es un homeomorfismo

ii) = iii) Sea y un homeomorfismo de Q sobre D(0,1).Sivy: [0,1] — C es una curva cerrada
en Q definamos

H:[0,1]x[0,1] — Q
H(s,t) =y (sw((1))
Entonces H es continua; H(0,¢) = y~!(0) es una curva constante; H(1,¢) =y(¢t) y H(s,0) =

H(s,1) porque v(0) = y(1). Por tanto, y es homotépica en Q a una curva constante. Por
tanto Q es simplemente conexo.

iii) = iv) Es el corolario 4.20.
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iv) = v) = vi) = vii) = viii) = iv) Es el teorema 4.13.

viii) = ix) Si f esuna funcién holomorfa y no nula en Q y g es un logaritmo holomorfo
de f en Q, entonces la funcién z — exp(g(z)/2) es una raiz cuadrada holomorfa de f en
Q.

ix) = i) Es el teorema de Riemann de la representacién conforme.
xi) = iv) Esla proposicion 4.18.

iv) = x) SiC\ Q no es conexo, entonces existen A, B cerrados de C disjuntos no triviales
y tales que C \ Q = AUB. Supongamos que oo € B. Entonces el conjunto A es un com-
pacto en C que estd contenido en el abierto G = C \ B=AUQ. Sabemos entonces, por el
lema 4.55, que existe un ciclo I' en G que no corta al compacto A, por tanto I' es un ciclo
en Q, y que verifica que Indr(a) = 1 para todo a € A4, lo que contradice la hipétesis hecha.

x) = xi) Esta implicacién es un caso particular del segundo lema que probamos a conti-
nuacion.

5.33 Lema. Sea C una componente conexa de un espacio topologico de Hausdorff com-
pacto Y; entonces C es igual a la interseccion de los subconjuntos abiertos y cerrados
deY que lo contienen. Equivalentemente, dado x €Y \ C hay un subconjunto abierto y
cerrado deY que contiene aC y no contiene ax.

Demostracion. Sea ¥ la familia de todos los subconjuntos abiertos y cerrados de Y que
contienen a C. La familia ¥ no es vacia pues Y € . Sea K = (| ¥. Puesto que C C K bas-
tard probar que K es conexo. Nétese que K es cerrado. Supongamos, pues, que K, K, son
cerrados disjuntos tales que K = K; UK;. Probaremos que uno de ellos es vacio. Las hip6-
tesis hechas garantizan la existencia de abiertos disjuntos A; 2D Kj, y A> 2 K;. La familia
FU{Y\ (A1 UA)} es una familia de cerrados con interseccion vacia. La compacidad de Y
implica que hay un ntimero finito de conjuntos Q;€ #,i = 1,2,...,n de manera que:

(ﬁgi) m(Y\(Al UAy)) =0

poniendo Q =, Q;, tenemos que Qc F y Q((Y \ (A1 UA;)) = @. Veamos que QNA; es
cerrado. Ello es consecuencia de que:

QNA; CONA =QN(A1UA)NA = (QNAINA) U (QNANAL) = QNAS.

Departamento de Analisis Matematico Prof. Javier Pérez



5.5.6 Caracterizaciones de los dominios simplemente conexos 313

Andlogamente se prueba que QN A; es cerrado. Puesto que CC K CQ CAjUAy, yCes
conexo, deberd estar contenido en A; 0 en A;. Supongamos que C C A;. Entonces el con-
junto QN A; estd en la familia # porlo que K C QNA; lo que implica que

KE=KNK; CQNAINA; =0

esto es, K» = .

5.34 Lema. Sea X un espacio topolégico conexo, compacto y de Hausdor{f; x un punto
de X y C una componente conexa de X \{x}, entonces xC.

Demostracién. Si x ¢ C, existe un entorno abierto V de x tal que VNC = @ (los entornos
cerrados son una base de entornos). SeaY = X\V.Como C C Y C X\{x}, se sigue que C es
una componente conexa del espacio compacto de Hausdorff Y. Podemos aplicar el lema
5.33 para obtener que para todo y € Fr(V) existe Q, abierto y cerradode Y talque C C Q, e
y ¢ Q, (nétese que siyeFr(V) =V\V, entonces y ¢ C). La familia {Fr(V)} U{Q, : yeFr(V)}
es una familia de cerrados de X con interseccién vacia, luego existen elementos y; €Fr(V),
k=1,2,...,n tales que:
Fr(V)NQy, N---NQ,, = 0.

Pongamos Q = Q, N---NQ,,. Se tiene que C C Q C X\V, y Q es abierto y cerrado en Y
luego también es cerrado en X. Ademads:

X\Q=(Yuv)\Q=(r\Quv

de donde se sigue que Q es abierto en X. La conexién de X implicaque Q=Xo0Q =0, lo
que es contradictorio.

Para probar que x) = xi) aplicamos el lema 5.34 con X = C\Q, x= 00, para obtener que
si C es una componente conexa de C\Q entonces oo € Cy, por tanto, C no estd acotada.
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