Apéndice.- NUMEROS COMPLEJOS

Ampliacién de Matematicas.

1 Numeros complejos. (Generalidades

1.1 Definiciones

Llamaremos nimero complejo a toda expresion de la forma a+bi, donde a y b son mimeros
reales; ¢ es la llamada unidad imaginaria, definida por

Z:\/—_l O 7:2:_1.

En un nimero complejo a+ b, a a se le denomina parte real y b es la parte imaginaria del
niimero complejo. Si a = 0, el niimero complejo 0 + bt es un nimero imaginario puro; si
b = 0, se obtiene un niimero real a + 0¢ = a. El conjunto de niimeros complejos se denota
por C.

Dos niimeros complejos a + bi y ¢ + di son iguales si y sélosia=cy b=d.
Dos niimeros complejos z = a + bi y Z = a — bi que se diferencian sélo por el signo de
su parte imaginaria se llaman conjugados.

1.2 Representacién grafica

Todo nimero complejo a + bi puede ser representado en el plano XY mediante un punto
de coordenadas (a, b) . Reciprocamente, todo punto del plano de coordenadas (a, b) puede
considerarse como la imagen geométrica del nimero complejo a + bi. Obsérvese que todos
los niimeros imaginarios puros se representan en el eje OY que llamaremos eje imaginario;
igualmente los mimeros reales se representan en el eje OX llamado eje real.

1.3 Forma trigonométrica de los niimeros complejos

Si se designan por r (r > 0) y 6 las coordenadas polares del punto (a,b), se verifica que
a = rcosf b= rsen 0
y, por tanto, el nimero complejo puede ser representado en la forma:

a+ bi =r(cos@ +isen 0)
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A la expresion representada en el segundo miembro se le conoce como forma trigonométrica
del nimero complejo a + bi. Obsérvese que

b
r =+va?+ b? f = arctan —

a

El ntimero r se llama mddulo y 6 es el argumento del nimero complejo a+bi. El argumento
del nimero complejo es positivo cuando se toma a partir de la direccién positiva del eje
OX en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj, y es negativo, cuando se
calcula en direccién opuesta. Es evidente que el argumento 6 no se determina de manera

univoca.

Nota: el nimero complejo z = a + bi podemos escribirlo utilizando la llamada forma
polar, escribiendo abreviadamente z = ry.

2 Operaciones con nimeros complejos

e Suma: (a+bi) + (c+di) = (a+c¢)+i(b+d)
e Producto:

En forma binémica: (a + bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + i (bc + ad)

En forma trigonométrica:
r1 (cos @y +isen 01) - ro (cos by + isen Oy) = riry (cos (61 + 02) + isen (01 + 65))
e Division:

En forma bindmica:

(a+bi) (a+bi)-(c—di) ac+bd  bc—ad

(c+di) (c+di)-(c—di) c2+d? Hc2+d2

En forma trigonométrica:

ry (cosby +isen 01) 1 |
79 (cos Oy + isen 03) oy (cos (0, — 02) +isen (61 — 65))

e Potencia: Si z = a+ bi = r(cosf +isen #) y n es un nimero entero positivo, se

verifica
2" = (a+bi)" =r" (cosnb + isen nb)



3 Funcién exponencial y forma exponencial de un
nimero complejo

Sea z = x + yi. Si x e y son variables reales, z es una variable compleja. Definimos la
exponencial compleja como sigue:

4yt

w=¢e" =e""Y" =¢e"(cosy +1isen y)

Propiedades:

1. 621+Z2 — e*le?2
zZ1

2. e = £
e*?

3. (e2)" =em* para m € Z.

e F6rmula de Euler. Forma exponencial de un mimero complejo

Si hacemos x = 0 en la férmula correspondiente a la funcién exponencial de exponente
complejo, se tiene que
e’ =cosy+1seny

Esta es la férmula de Euler y expresa la relacién entre la funcién exponencial con exponente
imaginario y las funciones trigonométricas. En efecto,

evi 4 e ¥
, ' COsY = ——5——
e¥" = cosy +i sen y }
e ¥ =cosy — 1 sen y Vi _ oy
sen y = ———
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Teniendo en cuenta la expresion trigonométrica de un niimero complejo y la férmula de
Euler, resulta que cualquier niimero complejo puede representarse en forma exponencial

z=a+bi=r(cosf+isen 0) = re.
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