Sucesiones y series de Funciones

Una sucesion de funciones una aplicacidmue a cada nimero naturdhace corresponder una funcion
fn. Supondremos en lo que sigue que las funcidipeson funciones reales definidas en un intervalo
Usaremos el simbolof,} para representar la sucesion de funciones dada peff,, para toda € N.

Ejemplos

Sea{ fy} la sucesion de funciones definida por:
2n

x3 X
fn.R—>R, fn(X):l—f‘X—‘rE“‘g‘i“f‘ﬁ

Convergencia puntual

Dadox € | se dice quda sucesion de funcionesf,} converge puntualmente eq sila sucesion de
numeros reale$ fn(x)} es convergente.

El conjuntoC de todos los puntasc | en los que la sucesion de funcior{dg} converge puntualmente,
se llamacampo de convergencia puntualSimbélicamente:

C = {xel : {fy(x)} converge

Supuesto que # d, la funcionf : C — R definida por:

f(x) = [im{fa(x)}

n—oo

se llamafuncién limite puntual de la sucesiof f,}.

Para entender la definicion de convergencia puntual y en general en todo este capitujoinegortante

no confundir la sucesion de funciongl, } con la sucesion de nimeros rea]égx) } obtenida evaluando
las funciones de dicha sucesion en un nimeeol. Tampoco debes olvidar que en una sucesion la
variable es siempra € N y nuncax € |. Asi, la sucesiod f,(x)} es la aplicacion que a cada nimero
naturaln € N (la variable) le asigna el numero refa(x) dondex esta fija

Ejemplo 1 Sea la sucesién de funciongf,} definida por:

f,:0,1] — R
fn(X) = nx(1—x)"

Departamento de Analisis Matematico 1 Prof. Javier Pérez



Sucesiones y series de funciones 2

Observa que si=00x =1, la sucesior f,(0)} = {fa(1)} = {0} es, evidentemente, convergente a 0.
Si0<x<1entonced < 1—-x< 1y se verifica qug fy(x)} — 0 porque es una sucesion de la forma
{nPA"} donde|A| < 1. Deducimos que el campo de convergencia puntual de esta sucesion es el conjunto
C =10,1] y la funcién limite puntual es la funcién idénticamente nulés) = O para todox € [0,1].
Observa las gréficas de las primeras seis funciones de esta sucesion.

Fijate como por el extremo derecho del intervalo las graficas se van pegando al eje de abscisas pero su
comportamiento es muy diferente en el extremo izquierdo. Ello es asi porque duandes pequefio

(es decirx esté cerca dg) la sucesior fn(x)} converge muy rdpidamente a cero, pero cudnda esta

proximo al (es decirx esta cerca d6) la sucesion{ fo(x)} converge lentamente a cero. Observa las
gréficas de las funciondgg y fao.

¢, Te parece que la funciéiag estdmuy préximaa la funcion limite puntuaf = 0? Observa que, aunque
para cada € [0,1] es f(X) = rI]’lm{fn(x)} = 0, la funcion f, no se acerca mucho a la funcién limite
puntualf = 0.

Para evitar ambigledades necesitamos precisar qué entendempaspoidadentre dos funciones. Para
ello, considera dos funcionelsg: | — R. Dichas funciones son iguales cuant®) = g(x) para todo
xel o, lo que esigual, cuandoax{|f(x) —g(x)| : xel} = 0. En general, el nimemax{| f (x) — g(x)| :
xel} proporciona una buena idea de la proximidad entre las funcibgespues dicho nimero es tanto
mas pequefio cuanto mas cercanas estén las gréaficas de las dos funciones.
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Volviendo al ejemplo anterior, cofy(x) = nx(1—x)"y f =0, podemos calcular facilmente el nimero
max{| fn(x) — f(x)| : x€ [0, 1]} = max{ fn(x) : x€ [0,1]}. Basta derivarf, para comprobar que la funcién

fn alcanza su maximo absoluto en el interv@dl] en el puntog, = ﬁ Luego

n+1
max{ f(x) : xe [0,1]} = fo(xn) = <nil>

n+1
[0,1]} = 1/e> 0, es decir, las funcione, no se aproximan a la funcion nula. De hecho, como la su-

y la sucesion{ (" )”H} converge al/e. Fijate en quelim{fy(x)} = 0 pero lim max{fn(x) : x€

., n n+1 . . . . .,
cesion{ (;7;)" "} es creciente, cuanto mayor semayor es la distancia entre la funciéyy la funcién

nula. Observa cdmo son las graficas de las funcidnesrca de cero para= 100 120 140,160,180, 200

0.35¢
0.3}

0. 02 0. 04 0. 06 0. 08 0.1

Ejemplo 2 Sea la sucesion de funciongf,}, dondef,: R — R es la funcion dada por

X2n
) =1 e
Es claro que sfx| < 1 se tiene qued f,(x)} — 0O, y si |x| > 1 se tiene qud f,(x)} — 1. Parax=t+1es
{fn(£1)} = {1/2} que, evidentemente, convergé&/&. Por tanto, el campo de convergencia puntual de

{fn} esC =R, y la funcién limite puntual esté definida por
1si|x>1
f(x) = rI]erol{ fnX)}=141/2sijx]=1
Osilx <1
Aqui ocurre que la funcién limite puntual es discontinua (tiene discontinuidades de salto en -1y en 1)

a pesar de que las funciones de la sucesién son continuas. Observa las graficas de las primero cinco
funciones de la sucesion.

-2 -1 1 2
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Tenemos que

(1+1/2n)2" e 1

T1r(@+L2n T 1te 1+te

max{|f (x) — fn(X)| 1 XER} > F(1+1/2n) — fo(1+1/2n) =1

Por tanto, la distancia entre la funcidfy la funcién limite puntualf, no converge a cero.

Este ejemplo y el anterior ponen de manifiesto que la convergencia punt{gl}def no proporciona

una buena idea de la aproximacién entre las funcidpgsf. Ademas las propiedades de continuidad
de las funcioned, pueden no conservarse para la funcion limite puntual. Esto lleva a definir un tipo de
convergencia mejor que la convergencia puntual.

Convergencia Uniforme

SeaJ un intervalo no vacio contenido en el campo de convergencia puntual de la sydgs$ion seaf
la funcion limite puntual d¢ f,}. Se dice qud f,} converge uniformementefaenJ si para tode > 0
existeng € N (que dependera @ tal que para toda > ng se verifica qusup({| fn(X) — f(x)| : x€ J} <.

Para comprender bien esta definicion, analicemos la ultima desigualdad. Tenemos que:
sup{|fn(X) — f(X)| :x€ I} <e e |[fa(X) — f(X)| <€ VxeJ e —e < fiy(x) — f(X) <€ VxeJ &
e f(x)—e< fu(x) < f(X)+€ Yxed

Cuya interpretacion gréfica es la siguiente (donde hemos consideradi b)).

A

f+e
f
f—c¢

Figura 1: Interpretacion grafica de la convergencia uniforme

Esto nos dice que la grafica de la funcifjnse queda dentro de unbo centrado en la grafica dede
anchurae (ver figura 1). Ahora debe estar claro que en el ejemplo 1 no hay convergencia uniforme en
ningun intervalo del tipd0,a] con0 < a< 1y en el ejemplo 2 no hay convergencia uniforme en ningdn
intervalo que contenga-alo al.

Observa que la diferencia entre la convergencia puntual y la convergencia unifodnes Ensiguiente.
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Decir que{ f,} converge & puntualmente ed significa que:
e Fijas unxe J;

e La correspondiente sucesion de nimeros repfg&)} converge af (x), es decir: para tode > 0,
existe un numero naturap tal que para todac N conn > ng se verifica quefy(x) — f(X)| < €.

Naturalmente, el nimenay dependera dal y, en generaltambién de x porque si cambias por otro
puntoze J la sucesion{ fn(2)} es distinta de{ fn(X)} y el np que vale para una no tiene por qué valer
también para la otra.

Decir que{ f,} converge & uniformemente ed significa que:
e Fijas une > 0;

¢ Existe un niumero natura tal que para todo<N conn > ng se verifica quéf,(x) — f(x)| < € para
todo xeJ.

Es decir, en la convergencia uniforme, hay un mismo nimgmue es valido simultineamente para
todos losxe J.

En la practica, el estudio de la convergencia puntual se reduce a calcular elrl]L'ﬂ]”l{'fE](X)}, lo que
suele ser muy sencillo. Mientras que para estudiar la convergencia uniforme en un intelvajoe se
hace es calcular, con las técnicas usuales de derivacior@éno absolutale |f,(x) — f(x)| enJ. La
presencia del valor absoluto éfy(x) — f(x)| es incbmoda para derivar por lo que conviene quitarlo, lo
que casi siempre puede hacerse con facilidad. Supongamosmégigio absolutale | fy(x) — f(x)| en

J se alcanza en un puntg< J. Entonces er]erJO{ fan(cn) — f(cn)} = 0, hay convergencia uniforme &n

Ejemplo 3 Estudiemos la convergencia uniformelRf y en intervalos de la formg, +o[, (@ > 0), de
la sucesion de funciondd,} definidas para todee R por fy(x) = n?x e "%,

Observa quén(0) = 0, y six > 0, limy e fn(X) = X limp_ n?(e™)" = 0 (porque es una sucesion de la
formanPA" donde0 < |A| < 1). Por tanto, el campo de convergencia puntuates R¢, y la funcién
limite puntal esta dada pdirx) = AL@“”(X)} = 0 para todxe R{.

Estudiemos si hay convergencia uniformeRh. Observa quefn(x) > 0, por lo que|fa(x) — f(X)| =

fn(X). Ahora, como,f/(x) = n?e""X(1— nx), se deduce qué/(x) > 0para0 < x < 1/n,y f/(x) <0

parax > 1/n. Luegofn(x) < f,(1/n) para todok > 0. Deducimos quén(1/n) = max{ f,(x) : xe R}, y
comofy(1/n) =n/e, sucesion que, evidentemente, no converge a 0, concluimos que no hay convergencia
uniforme enR.

Estudiemos si hay convergencia uniforme en un intervalo de la féamao|[, cona > 0. Por lo antes
visto, sabemos que la funcidi es decreciente en el intervdlty/n, +o[. Sean, un numero natural tal
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quen—l0 < a. Entonces, para todo > n,, tenemos quéa, +[C [1/n, 4], por lo quemax{ f,(X) : xe
[a,+o[} = f(a). Comolim{fy(a)} = 0, concluimos que hay convergencia uniformean-oo|.

Observa las gréficas de las primero cinco funciones de la sucesion.

1.75
1.5
1.25

0.2 0.4 06 08 1 1.2 1.4

Puedes comprobar facilmente, integrando por partesj’oqu@efnxdx: 1—(1+n)e "paratodmeN.

Por tanto
1 1

lim fn(x)dx:lyéO:f(rI]Lrgo fr(X))dx
0

Nn—oo

Es decir, en general, no se puede permutar la integracion con el limite puntual.

El concepto de convergencia uniforme requiere algunas precisiones importantes.

e La convergencia uniforme se refiere siempre a un conjunto. No tiene sentido detla queesion

{fn} converge uniformementesi no se indica inmediatamente a continuacion el conjunto en el que afir-
mamos que hay convergencia uniforme. Ademas, siempre hay convergencia uniforme en subconjuntos
finitos del campo de convergencia puntual (si no sabes probarlo es que no has entendido la definicion
de convergencia uniforme). Por ello, sélo tiene interés estudiar la convergencia uniforme en conjuntos

infinitos, por lo general en intervalos.

e No existe“el campo de convergencia uniformeEs decir, el concepto deampo de convergencia
puntualno tiene un analogo para la convergencia uniforme. La razén es que no tiene por qué existir un
mas grandeonjunto en el que haya convergencia uniforme. Asi, en el ejemplo anterior, hay convergencia
uniforme en intervalos de la fornia, +-[ cona > 0. La unién de todos ellos é&8" y enR* no hay
convergencia uniforme.

Condicién de Cauchy para la convergencia uniforme

La sucesion f,} converge uniformemente ehsi, y solo si, para tode > 0, existe un numero natural
no tal que para todos, m > ng se verifica quasup({| fa(X) — fm(X)| : x€J} <¢€
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La utilidad de esta condicidn es que es intrinseca a la sucesion, es decir, no involucra a la funcién limite.

A continuacién enunciamos una condicién que implica que no hay convergencia uniforme.

Supongamos que hay una suces{@y} de valores deJ tal que{|f,(z,) — f(z)|} no converge &,
entonceq f,} no converge uniformementefaenJ.

Series de funciones

Dada una sucesion de funcionels }, podemos formar otrdf,}, cuyos términos se obtienen sumando
n
consecutivamentes de{ f,}. Es decirf; = f1, Fo = f1+ f2, Fs = f1+ fa+ f3,... En generaky, = z fk.
K=1

La sucesion F,} asi definida se llamserie de término generdl, y la representaremos por el simbolo

Z fn. LOs conceptos de convergencia puntual y uniforme para sucesiones de funciones se aplican igual
n>1
para series. Asi el campo de convergencia puntual de la %rfe cuyas funcioned, suponemos

n>1

definidas en un intervalb, es el conjuntaC = {xel : z fn(x) es convergente La funcion limite
n>1

puntual, llamad#&uncién sumale la serie, es la funciof : C — R dada porF (x) = Z fn(x) paratodo
n=1

X € C. La Unica novedad es que ahora también podemos consideampb de cor;vergencia absoluta

de la serie, que es el conjuntb= {xel : Z |fa(X)| es convergente El siguiente resultado es el mas
n>1
Gtil para estudiar la convergencia uniforme y absoluta de una serie.

Criterio de Weierstrass. Seaz fn una serie de funcionesArun conjunto tal que para todoc Ay
n>1

todoneN se tiene quef,(x)| < an, donde la seriez On es convergente. EntonceE fn converge
n>1 n>1
uniformemente y absolutamente &n

Demostracion

Es inmediato, en virtud del criterio de comparacion para series de términos positivos, que la serie
Z | fn(X)| converge para todoc A. Esto implica que la seri(i fn (X) converge para todoc A. Veamos

n>1 n>1
gue la convergencia es uniforme. Utilizaremos el criterio de Cauchy.

Como z 0p es convergente cumplird la condicion de Cauchy, esto es,alady) existeng € N tal que
n>1
sin,m> ng entonces

n m n
ak— Y axl=(n>m)= Ok < €
kzl kZl k:%_i,_l
Deducimos que
n m n n n
z f(X) — Z fu(X)| = Z fu(X)| < Z [fk(X)| < (WX e A) < Z Ok < €
K=1 K=1 k=1 k=rm+1 k=1
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Concluimos que la seri§ fn cumple la condicién de Cauchy para la convergencia uniforn#e en
n>1

Los resultados siguientes, relativos a la convergencia uniforme, se aplican, claro esta, tanto a sucesiones
como a series de funciones.

Conservacion de la continuidad

Supongamos quéf,} converge uniformemente faen un intervalal y que las funciones, son todas
ellas continuas ed. Se verifica entonces que la funcibres continua ed.

Demostracion

SeaacJ. Dadoe > 0, la hipétesis de convergencia uniforme implica que exigteN tal que para > ng
se verifica quef,(u) — f(u)| < &/3 paratodaic J. Tenemos:

£ = f(@)] < [F(X) = fro ()| + [ frg (%) = fro ()] + | o (@) — ()]

Pero por la forma en que hemos tomag®e sigue que:

2¢
1100 = (@) < 5+ o (X) = Tro (3)] *
Ademés, como por hipotesfs, es continua ea, se verifica que exisi® > 0 tal que para tod&c J con
Ix—a| < des|fn(X) — fny(a)| < €/3, lo que, en virtud de (*) implica que:
100 fa)l < > =¢
Resumiendo, hemos probado que dada0, existed > 0, tal que sitomamox — a| < 8y xeJ entonces
|f(x)— f(a)| <&, que es, precisamente, la continuidadfdma.

Como la continuidad dé enac J se expresa porf (a) = )I(in;f(x) = )I(’m(ji(rl]im fa(X)) y, por otra parte,
por serf, continua era, f(a) = I!'lm fn(a@) = rI]im ()I(’lrr;1 fn(X)); el resultado anterior nos dice que

lim(1im fo(x)) = lim (Iim fa(x))

X—a n—o N—oo X—a

El ejemplo 2 anterior coa= 1 0 a= —1 muestra que esta igualdad puede ser falsa si no hay conver-
gencia uniforme.

Permutacién de la integracion con el limite uniforme

Supongamos quéf,} converge uniformemente en un intervédob] y que las funciones, son todas
ellas continuas efa, b]. Se verifica entonces que

b b
lim [ fa(x)dx= [ (1im fa(x))dx

N—oo n—oo
a
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Demostracion

Seaf(x) = rI]im {fn(x)}. La hipdtesis de convergencia uniforme nos dice que das0 existe umg tal
que para todam > ng se cumple:

|f(X) — fn(X)] <€ paratodoxde[a,b]

Asi pues, sh > ng tenemos:

b

ff(x)dx—fb fa(x)dx| =

a

b b
< [ 1109 = fa(ldx< [ edx=e(b—a)

a

{1£09 = fa(x)]dx

a

Al cumplirse esto para todo> 0 se sigue que

En particular, si una seri§ fn converge uniformemente éa b] se verifica que:
n>1

8

b b / w
! fo(X)dx = ! (n; fn(x)> dx

Ejemplo 4 Para cadar € N sea fy: [0,1] — R la funcion dada porfn(x) = x"(logx)?, y fn(0) = 0.

n=1

Estudiese si la serig f, converge uniformemente @, 1] y dedizcase que

fxlogx dx _2;7

Observa qué, es continua y positiva ej0,1] y se anula en los extremos del intervalo. Coffjx) =
(nlogx+2)x"logx, se sigue que en el puntg = exp(—2/n) la funcion f, alcanza un maximo abso-
luto en[0,1]. Luego|fn(X)| = fa(X) < fn(cn) = €724/n? y, puesto que la serig &j es convergente,
deducimos, por el criterio de Weierstrass quk, converge uniformemente €0, f] En consecuencia,
se verificara quef g fa(X) dx= jfn x)dx. Puesto que

o n=1 =

n

> x(logx)? 1
Z = ffn X) dX = e

como facilmente puedes comprobar integrando por partes, se deduce la igualdad del enunciado.

La convergencia uniforme no conserva la derivabilidad. Esto es facil de entender si consideras que puedes
sacar pequefios dientes de sierra a la grafica de una funcién derivable con lo que resulta una nueva funcion
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no derivable y arbitrariamente préxima a la primera. Por ello, el siguiente resultado tiene hipdtesis mas
exigentes que los anteriores.
Derivabilidad y convergencia uniforme

Sea{ f,} una sucesion de funciones definidas en un intefyglsupongamos que:

i) f, es derivable eh para todm.
i) {fn} converge uniformementefaenl.

i)y {f,} converge uniformementegenl

Entoncesf es derivable ehy g(x) = f’(x) para todo € I.

Demostraremos este resultado en el caso particular de que las funtioeegan derivada primera
continua en. En tal caso, fijemos un punte|. Ahora, parael, en virtud del teorema fundamental
del Célculo, tenemos que

fo(x) = fn(a)+fx f/(t)dt

Tomando limites y haciendo uso del resultado anterior, deducimos que

Una nueva aplicacién del teorema fundamental del Calculo nos dice ahofaegderivable ehy que
f’(x) = g(x) para todak €.

El teorema anterior suele enunciarse de una forma mas general en apariencia. TU mismo puedes deducirla
a partir del siguiente resultado que se prueba, con algun trabajo, haciendo uso del teorema del valor
medio.

Proposicién

Sea{f,} una sucesion de funciones derivables en un interbalBupongamos que la sucesiéfy,}
converge uniformemente éra una funcidrg y que hay un puntac| tal que{f,(a)} es convergente.
Entonces la sucesidjf,} converge uniformemente en todo intervalo acotado contenidlo en

Teorema de Stone—Weierstrass (1868)

Toda funcion continua en un intervalo cerrado y acotado es limite uniforme en dicho intervalo de una
sucesion de funciones polindmicas.
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Series de potencias

Dados un numero readc R, y una sucesion de numeros realgs o, seaf,: R — R la funcion dada
para todaxe R por fy(X) = c,(x—a)" y, por conveniofo(X) = Cp. La serie de funcione§O f, se llama
n>

serie de potencias centradaaria sucesior c,}n>0 se llamasucesion de coeficientes de la serigl
coeficientecy se llamatérmino independientge la serie. Suele usarse, y nosotros también seguiremos la

costumbre, la notaciéch(x —a)" para representar la serie de potencias centrad@en coeficientes
n>

ch,n=0,1,2,....

Un tipo particular de series de potencias sorskrges de Taylor Dada una funciéri que tiene derivadas
de todo orden en un pungp la serie de potencias

n>
se llama serie de Taylor deena. Recuerda que, por convenif? = f y 0! = 1.

Observa que esta serie de Taydsila sucesion de los polinomios de Taylor iena. Recuerda que el
polinomio de Taylor de ordende f enaes la funcién polinémica dada por

B n f(k(a)
Tn(f,a)(x)_k; o (x—a)

El resultado basico para estudiar la convergencia de una serie de potencias es el siguiente.

Lema de Abel

Seap > 0y supongamos que la sucesifje,|p"} estd mayorada. Entonces se verifica que la serie de
potenciaszocn(x— a)" converge absolutamente en el intervi@e- p,a+ p[ y converge uniformemente

n=

en todo intervalo cerrado y acotado contenidgeenp,a+p|.
Demostracion

Por hipotesis, exist®l > 0 tal que|c,|p" < M para todon. Sea0 < r < p. Sera suficiente probar que
la serie converge absolutamente y uniformemente en el intefvalo, a+ r|. Aplicaremos para ello el
criterio de Weierstrass. Para tode [a—r,a+r], tenemos que:

x—a|" rn <r>”
ch(x—a)" =|c nl <M<M—==M|[ -
‘n( )’ ’n|p pn pn p

r . , . , ..
Yy basta tener en cuenta que la SeEe(f)n €S convergente por ser una serie numerica de razén positiva
n>0
r
- <1
P
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El resultado anterior nos lleva, de forma natural, a considerar el mas grandetal que la sucesién
{lcn|p"} esté mayorada.

Radio de convergencia de una serie de potencias

Consideremos el conjunto
A= {p>0:lasucesion {|cy|p"} estad mayorada

Observa qué\ # @ ya que eDe A. Si A esta mayorado definimd®= supA), si no lo esta definimos

R = 4. Se dice qu es elradio de convergencide la serie de potenciaZ)cn(x— a)". El intervalo
n>
| =]a— R,a+ R[] 0, cuanddR = +o, el intervalol =R, se llamaintervalo de convergencide la serie.

Larazén de esta terminologia queda clara en el siguiente resultado, facil consecuencia del Lema de Abel.

Convergencia de una serie de potencias
Sea Zocn(x—a)” una serie de potencias con radio de convergencia no nulo ¥ skmtervalo de
n>

convergencia de la serie. Se verifica que la serie converge absolutamente en todo pyntomerge
uniformemente en cualquier intervalo cerrado y acotado contenido A&temas la serie no converge
para valores dg € R tales quegx—a| > R.

Este resultado nos dice que el estudio de la convergencia de una serie de potencias se reduce a calcular
el radio de convergencia. La Unica duda corresponde a los extremos del intervalo de convergencia, los
puntosa— Ry a+ R, en los cuales puede darse cualquier comportamiento como veremos enseguida con
ejemplos.

Fijate que el radio de convergencia so6lo depende de la sucesion de coeficientes de la serie y que el punto
aen que la serie esta centrada no interviene para nada en la definicion del radio de convergencia.

Todo esto esta muy bien, diras, pero ¢cémo se calcula el radio de convergencia? Desde luego, la defini-
cién que hemos dado de radio de convergencia tiene utilidad te6rica pero no sirve para calcularlo. Hay

una férmula general para calcular el radio de convergencia pero este curso no la veremos y vamos a
limitarnos a dos casos patrticulares.

Célculo del radio de convergencia

Podemos aplicar los criterios del cociente y de la raiz para estudiar la convergencia absoluta de una serie
de potencias. Ello permite deducir con facilidad los siguientes dos resultados.
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Criterio del cociente

: . G .
Seaz cn(x—a)" una serie de potencias y supongamos| 4 ’1| — L donde0 < L < 4. Entonces si

n>0 n
L = O el radio de convergencia de la serieRes 4+, siL = + el radio de convergencia de la serie es

R=0ysi0O< L < 4 el radio de convergencia de la serieRes 1/L.

Criterio de la raiz

Sea;cn(x— a)" una serie de potencias y supongamos {j&,| — L donde0 < L < +o0. Entonces si
n>
L = 0 el radio de convergencia de la serieRes +, siL = + el radio de convergencia de la serie es

R=0ysi0O< L < 4 el radio de convergencia de la serieRes 1/L.

Observa que los criterios anteriores son bastante restrictivos pues, por ejemplo, a foé'f‘iao
n>

puedes aplicarle ninguno de ellos. En particular, el criterio del cociente no puede aplicarse cuando hay
infinitos coeficientes nulos. El siguiente artificio es de bastante utilidad préactica.

Consideremos una serie de potencias de la foEnaq(x— a)9" dondeq es un nimero natural fijo. Para
n>0
calcular su radio de convergencia podemos haeefx — a)9 y calcular el radio de convergencia de la

serie Z)cnz”. Si éste eRe R, entonces Iazocn(x—a)q” converge parax—a|% < R, es decir, para
n=> n=>

Ix—a| < VR, luego su radio de convergencia¥R.

El siguiente importante resultado nos dice, entre otras cosas, que si una serie de potencias tiene radio
de convergencia no nulo entonces dicha serie es la serie de Taylor de su funcidon suma. Las series de
potencias con radio de convergencia nulo suelen llamarse series de potencias triviales. Por tanto: toda
serie de potencias no trivial es una serie de Taylor. La demostracién utiliza el hecho, facil de probar, de

que la seriezocn(x— a)"y la serie Z nc,(x—a)" 2, obtenida derivando término a término la anterior,
) ) n>0 _n>1
tienen igual radio de convergencia.

Las series de potencias pueden derivarse término a término
Sea Zocn(x—a)” una serie de potencias con radio de convergencia noRuBeal el intervalo de
n=>

convergencia de la seriefy. | — R la funcién suma de la serie definida ara todol por:

fx)=S ci(x—a)"
nZO
Entonces se verifica que:

i) f esindefinidamente derivable &n

Departamento de Analisis Matemético Prof. Javier Pérez



Sucesiones y series de funciones 14

ii) La derivada de ordek de f esta dada para todae | por

o0}

f(k(x) = Ekn(n_ 1) (N—k+1)cn(x— a)n—k

n=

. . . fa . .
En particular, se verifica qué(a) = ¢ - k!, es decirc, = kf ) Yy, por tanto, la serie de potencias
Z cn(X—a)" coincide con la serie de Taylor @de su funcién suma.
n>0

Desarrollos en serie de potencias de las funciones elementales
El siguiente problema es importante
Problema

Dada una funciorf con derivadas de todos érdenes en un intervglain puntoacl, ¢ se verifica que
la serie de Taylor dé centrada em tiene radio de convergencia no nulo? En caso de que asi sea, ¢se
verifica que la funcion suma de la serie de Tayloif dmincide conf ?

Contrariamente a lo que, en principio, puede parecer la respuesta a ambas preguntas es, en general, ne-
gativa. Un estudio en profundidad de este problema requiere el uso de técnicas de variable compleja que
no son propias de este curso. A continuacién consideraremos algunas de las funciones mas usuales del
Célculo y probaremos que, en determinados intervalos, coinciden con la suma de sus respectivas series
de Taylor. La herramienta basica para estudiar la convergencia de una serie de Taylor es, precisamente,
el teorema de Taylor. Conviene recordarlo.

Teorema de Taylor
Seaf un funciénn+ 1 veces derivable en un intervdly seama, x € | entonces existe un punte | con

|a—c| < |a—X| tal que:

f(x) = Ta(f,a)(X) + f(*1(c)(x—a)"?t

(n+1)!

Series de Taylor de la funcién exponencial

Los polinomios de Taylor de la funci@xpson particularmente faciles de calcular. Puestosyy(0) =
exp(0) = 1 para todd, el polinomio de Taylor de ordemenO es:

X2 X3 X"
Ta(exp,0)(x) = 1+ x+ Sty Tt
Consideremos la serie )
X
Zort
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Llamandoc, = ] tenemos queT =i — 0, por tanto la serie converge y su radio de conver-
n

gencia ek = +. Llamemosh a la funcién suma de la serie:

© n

X
h(x) = ZO— para todox € R
n!
n=
Vamos a probar qule es la funcién exponencial. Por el teorema de derivacién tenemos que
>t 2 xt 'l

S RPN TP AT

n=

Acabamos de probar giees una funcién que coincide con su derivada, esth(es—= h’(x) para todo
x € R. Consideremos ahora la funcigtx) = h(x) e,

g'(x) =h'(x)e*—h(x)e*=h(x)e *—h(x)e*=0 paratodox € R
Comog’(x) = 0 para todax € R tenemos que la funciéges constante. Cong(0) = 1, deducimos que
g(x) = g(0) = 1. Concluimos, por tanto, qu&X) = expx.
La serie de Taylor centrada en un purtee deduce de la anterior sin mas que tener en cuenta que
exp(x) = exp(a) exp(x — a).
Series de Taylor del seno y del coseno

Sabemos que:

sen'(x) = cos(x) = sen(x+ g)
K(x) — n
sert¥(x) = sen(x+ k2>
Por tanto
n sen(a+k3)

Th(sena)(x) = k;T(x— a)k

Como para todac R es|serg| < 1, el teorema de Taylor implica que:

N sen(a+ kI
serx— M(x— K < x—a™?
A k! (n+1)!
Pero sabemos que
i ’X7a|n+1
lim————=0
n—wo (N4 1)!

De donde deducimos
> sen(a+k3)

o (x—a)® paratodox € R

SeIX =
k=0

Es decir, la serie de Taylor del seno convergeix cualquiera sea € R.
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Por el teorema de derivacion obtenemos la serie del coseno, que también sera convergente cualquiera sea
xeR.

® cos(a+kd
= Z)(:r”(x—a)k para todox € R
2 K

Si hacemos = 0 tenemos que para todas R:

serx— 3 ) jeni
n; (2n+1)!

Series de Taylor de la funcién logaritmo

Seguiremos el siguiente método. Supongamos una furfcifinla que queremos calcular su desarrollo
en serie de Taylor centrada anSupongamos que la derivada flef’, es mas “sencilla’ qué y que
conocemos la serie de Taylor de la derivada en un parfpor comodidad supondremos gae-= 0).
Entonces el teorema de derivacion nos permite obtener la serie de Taylointtlgrando término a
término la serie de su derivada Si

= ianx” (xel =]-RR])
Entonces .
F(x) = £(0)+ ;ni"lxnﬂ (xel=]-RR)

Para calcular la serie de Taylor g, pongamod (x) = log(1+ x) definida para > —1. Tenemos que

1 [eo)

(0= 7= 3 (U (<)

Integrando formalmente esta expresion, definamos|gasal:

h(X) _ ni (n_—:); Xn+1

Tenemos, en virtud del teorema de derivacion, lofie) = f’(x) para todox €] — 1, 1], esto implica que
h(x) — f(x) es constante y, confg0) — f(0) = 0, concluimos qud (x) = h(x). Hemos probado asi que:

log(1+4Xx) = i(n_j)lnx”“ (x| < 1)

Observa que, efectivamente; 1, 1] es el intervalo de convergencia de la serie.

La serie de Taylor centrada an> 0 se deduce de lo anterior:

log(x) = log(a+ (x—a)) = loga+ log <x—aa> :Ioga+§0mi—1gm(x_ ™ (x—al < a)
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. i
Observa que la seri (=1) X1t
& n+1l
parax = 1 puesto que se trata de la serie arménica alternada. En esta situacion ¢cabe esperar que la
1 t trata de | It da. E ta sit b I
- o (=" ni1
igualdadlog(1+Xx) = X
g 9(1+%) n;) =]

cuya suma pargx| < 1 es igual dog(1+ x) es también convergente

vélida, en principio, parg| < 1 sea también valida pare= 1?

_1)"\

En este caso particular, la respuesta es afirmativa porque sabemlog gue % (n T El siguiente
n=

resultado establece que esto es cierto en general.

Teorema de Abel

Supongamos$ (x) = ¥ _oCn(X—a)" paratodo €]a— R, a+ R dondel < R < 4. Supongamos ademas
que la seri& -, CchR" converge. Entonces se verifica que la si&:n(x— a)" converge uniformemente

en el intervalda,a+ R]. En consecuencia:

a+R o at+R .

XEQRf(x) n;)CHRn y ff nzbjcnx a)"dx=

x<a+R

Serie de Taylor del arcotangente centrada en cero

Puesto que

0o

1 n,,2n
arctg'(x) = Ty n;( ™" (x| < 1)
se deduce facilmente que

(=1)" oni1
arctgx = €]-1,1
nz) n+i (xe€] D

Ademas, como esta serie converge también pafa, el teorema de Abel nos dice que:

T
=arctgl= -

I|marctgx 2

x<1

2

Serie binomial de Newton

Consideremos la funcioh(x) = (1+x)“, dondea € R\ Z, ya que para < Z el desarrollo es conocido.
Calculemos la serie de Taylor decentrada e®. Tenemos que

f/(x) = 0((1+x)°‘*1
f(n(x) =a(a—1)---(a—n+ 1)(1+X)or—n

Los coeficientes de la serie seran

f°0) _a(@-1)---(a—n+1) _ <0()

n nl n

Por tanto la serie de Taylor dees
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Calculemos su radio de convergencia

(-

Por tanto, el radio de convergenciares: 1. Definamos paré&| < 1

o0 = 5 (). (<D

Queremos probar ahora que la funcion suma de la sgrisgincide con la funciérf en el intervalo
| —1,1[. Para esto consideremos la funchim) = (1+x) “g(x), definida parax| < 1. Calculemosy’.

o —n|
= e
In+1]

Cn+1
Ch

W (x) = —a(1+X) "0 g(x) + (1+X) g’ (%) = (1+X) " [~ag(x) + (1+x)g'(X)]

Analicemos ahora la expresién entre corchetes,
(1+X)g'(X) — ag(x) = (1+X) f G)x”—l_ani (‘;)Xn

_ n:n<z>x”1+§1n<(:‘>x” —(xni (‘;)x _

=2l (oSe)o(0) (o)

Elma(n) eo(g) e

Hemos probado qu (x) = 0 para todox €] — 1, 1], de donde deducimos qt¢éx) es constante, y como

h(0) = 1, concluimos que(x) = (1+x)“ para|x| < 1. Hemos probado asi que:

(1+x)% = ni <(:]> X", (X <1)

Para centrar esta serie en un puate —1 podemos proceder como sigue:

a

(1+x)%=(1+a+(x—a)*=(1+a)® [1+1a]a = (1+a)°‘n§O <(:]> (’EZ)G =

= Z{)( > Tran g (x—a)" siempre que |x—a| <|1+a

Serie de Taylor del arcoseno centrada en cero

Seaf (x) = arcserx, su derivada viene dada como
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Haciendo las sustituciones— —x? y a — —1/2 en la serie binomial de Newton obtenemos

F(x) = (1) V2 = ni <3:]/2> (=) = ni <:IL1/2> (—)™  (|x| < 1)

Integrando término a término la expresion anterior obtenemos la serie del arcoseno

® /—1/2\ (-1)"
arcsemnx = < / >( ) XM (X < 1)
& n /2n+1

Como

<1/2> _ —1/2(-1/2-1)---(=1/2—n+1)
n n!
_(_1),121”3-5..-r§!2n—1)
. n35:7(2n-1)
=V @)

Resulta finalmente

arcsenx =
2 246 @) il

(X <1)

Ademas, como la serie también converge patal, por el teorema de Abel tenemos que

© 3.5.7...(2n—1) 1
2.4.6-(2n) 2n+1

Tt
arcsenk - =1+
2 n=1

Ya dijimos que las series de Taylor de una funcién no siempre convergen a la misma funcién. Veamos un
ejemplo de esto.
Consideremos la funciéh: R — R definida de la siguiente forma
2 .
e /X six>0
f(x) =

0 six<O

La funcién es de clase infinito, §"(0) = 0 para todon = 0,1,2,..., por lo que su serie de Taylor en
a= 0 es la serie idénticamente nula que, evidentemente, no convérge aingun intervalo abierto que
contenga a 0.

Funciones analiticas

Seaf :1 — R, dondel es un intervalo abierto. Se dice qiesanalitica enl si

1. feC*(l),

2. Entodo punta € | la serie de Taylor dé centrada el converge en un intervalo no vacibg I,
y su suma es igual &en ese intervalo.
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