Series de Fourier

SERIES DE FOURIER

Cuestiones previas: la Serie de Fourier es un tipo especial de series funcionales en
las que sus términos son funciones trigonométricas (sen y cos) de variable real (x).
Se las utiliza especialmente en el estudio de fendmenos periédicos porque este tipo
de series permiten representar funciones periddicas y por eso y por eso utilizaremos
funciones de este tipo.

Definicién de Funciones Periddicas: una funcion f(x) se dice periodica si
pertenece a un numero real T#0, tal que se verifique que f(x)=f(x+T) para todo x del
dominio de definicidn f(x). T se denomina periodo de f(x).

Propiedades de las funciones peridédicas:

1) Si T es un periodo de f(x), entonces cualquier multiplo entero de T es un periodo
de f(x). T periodo = (n.T) periodo, n € N.

2) La suma, resta, producto y cociente de funciones periddicas que tienen el mismo
periodo T, es también una funcién periddica del mismo periodo.

3) Si f(x) es una constante, entonces cualquier numero real es un periodo de ella.

Y

f(x)=k

X x+T
~_
T

4) El producto de una constante por una f(x) periédica de periodo T, es también
periddica y de periodo T. Ejemplo: sen xy 2 sen x. jojo!=> sen xy sen (2x)
%/_J

Sl NO

Las funciones periddicas mas sencillas son las trigonométricas (seno, coseno,
tangente)

En trigonometria se demuestra que sen x = sen (x+2r) > T = 21
H_J

Periodo
También se determina que:
cos X =cos (x+2x) > T =2x
fgx=tg(x+m) > T=17

Se denomina periodo de una funcién periddica al menor periodo de dicha funcion.
Por ejemplode sen x> T =2rx
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Series de Fourier

Grafica de una funcidén periédica: dada la definicion, de ella se deduce que para
trazar la grafica de una funcién peridédica basta con trazar la parte de ella que
corresponde a un intervalo de longitud igual al periodo y luego se repite ese trazado
en intervalos consecutivos de lo longitud igual al periodo.

Y Y

ia §a+T§ §a+2Tx

Integral definida de una funcién peridédica: si una funcion f(x) es periddica y
demas es integrable sobre un intervalo cualquiera de longitud igual al periodo,
entonces es integrable sobre cualquier otro intervalo de la misma longitud y el valor
de la integral sobre cualquiera de los intervalos es el mismo.

Y

a+T b+T
f f(x)dx:f fO)4 x
a b

1

a bpiarm brr

Sistema _trigonométrico fundamental: se denomina sistema trigonométrico
fundamental al conjunto de infinitas funciones siguientes.

{1, cos X, sen x, cos 2X, sen 2X,...cos nx, sennx}n €N

Este conjunto tiene la particularidad siguiente: todas las funciones que son sus
elementos tienen periodo comun T = 2
En efecto:

f(x) =1 T € R esunperiodo 2 T =2x es un periodo

Para analizar las demas veamos que:

sen nx, n € R, tiene periodo fundamental Tph= 27”
n
2r

porque senn(x + —) = sen(nx + 2x) = sennx
n
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Series de Fourier

Entonces para todas estas funciones senoidales podemos ver que 2z es multiplo del
periodo fundamental comun de sen nx para todo n. De la misma manera puede
demostrarse para el cos nx. Todos los elementos tienen como periodo 27.

Y

sen 2x

Y
sen x

3 sen 4x sen x
2 X
T 2r
X

T 2

NE

Propiedades del sistema trigonométrico fundamental:
1) Goza de la propiedad de ser ortogonal sobre cualquier intervalo de longitud

T = 2m. Dado un sistema de funciones: {Qo(X),Q1(X),QQ(X),Q3(X),...Qn(X),' n€R
tal que todas ellas son integrables sobre un intervalo comun [a,b], se dice que ese
sistema es ortogonal sobre el intervalo [a,b] si y s6lo si se verifica que la integral
definida:

b
(1 fQ,-(x).Qj(x).dx =0 paratodoi #j
a

b . .
y que ademas la integral: L QXx).4x # 0 paratodo/ # j

b
(I fQ,-(x).Qj(x).a/x,—tO paratodo i =j
a

En efecto, el sistema trigonométrico fundamental {1, cos x, sen x, cos 2x, sen
2x,...cos nx,sennx }n € N es tal que:

27 27
(1) 0 cosnx.Z x =0 nz0 (i #)) fo sennx.4 x = 0 nz0 (i #j) paratodon#0

Ademas:

2r 2z
(2) 0 cos’nx.d x = (=) fo sen’nx.d x = (i=j) paratodon#0 n=m

Ademas también se cumplen:

27
3 Jo cosmx.senmx.4 x =0 paratodonym

2z 27
(4) fo cosmx.cosmx.4 x =0 < paratodonym > j{; senmx.senmx.d x =0

(1), (2), (3) y (4) verifican la propiedad enunciada.
(1), (2), (3) y (4) también se verifican en intervalos [a, a+2r] a € R.

Luego utilizaremos estas propiedades en la Serie de Fourier.
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Series de Fourier

Polinomio trigonométrico de orden “n”: recibe este nombre la expresion
siguiente:

a
Sh(x) = Eo +a1.c0SX +b1.8enx +a2. cosS2x +bo.sen2 X +... + an.cosnx +bn.sennx

Podemos observar en esta expresion:
aOaa1 1821 sue ,an
b0=b1’b2" --,bn

Las funciones que componen este polinomio trigonométrico son todas funciones
trigonométricas de periodo 2. Por lo tanto el polinomio es una funcién periddica del
tipo T =21

Serie trigonométrica: se denomina asi a la serie fundamental siguiente:

a
Eo +81.c0SX +b1.8enx +as.cos2 X +bo.sen2 X +... +an.coSnNx +bnpsennx =

a oo
=20 +Z an.cosnx +bp.sennx (2)
n:1

Puede observarse que la suma parcial enésima de esta serie es el polinomio
trigonométrico de orden n (S,(x)); y como este, dijimos que es una funcién periddica

de periodo 27w. Si suponemos que esa serie es convergente, entonces su suma

deberia también ser una funcién periddica de periodo 2x. Llamaremos f(x) a esa
suma. Podemos escribir:

f(x)= Lim Sy(x); fx)=Ff(x+2x);
X—c0

Podemos escribir también:

f(x) = o +Z an.cosnx +bp.sennx

2 n:1
Hemos dicho que f(x) debia ser periddica de periodo 2z. Como conclusion podemos
decir que:
Si una serie trigonométrica representa una funcion f(x), entonces necesariamente
esa funcion debe ser periddica de periodo2r.

Serie de Fourier de una funcidon periédica f(x)=f(x+2x):
Definicién: sea f(x) una funcion integrable en un intervalo de longitud 2z, y ademas
periddica de periodo 27. La serie trigonométrica:

a oo
(1) 20 +Z an.cosnx +bn.sennx
n:1

es la serie de Fourier de f(x), y sus coeficientes son calculados con las férmulas
siguientes:
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Series de Fourier

1 rox
(1) ap=— fo f(x).cosnx.d x; n=0,12 ..
T

1 rox
(2) bn:fo f(x).sennx.d x; n=0,1,2 ..

Ve

Puede observarse que los coeficientes calculados con formulas (2) y (3), dado la
periodicidad del integrando, también pueden ser calculados integrando sobre
cualquier intervalo de longitud 27.

e

En practica usaremos: f
Los coeficientes calculados con (2) y (3) reciben el nombre de coeficientes de
Fourier de la funcion f(x).

El hecho de que la serie (1) sea la serie de Fourier de la funcién f(x) se indica de la
siguiente manera:

a oo
0~ 2 +> ap.cosnx +bp.sennx  (4)
n:1

y unicamente podra sustituirse ~ por = cuando la serie del segundo miembro sea
convergente, y su suma sea la funcion f(x). En tal caso se dira que la funcion esta
desarrollada en serie de Fourier para ciertos valores del intervalo.

Para analizar esto, se han establecido condiciones.

Condicidén suficiente para que una serie trigonométrica sea la serie de Fourier
de f(x):

Supongamos que f(x) es una funcidn periddica de periodo 27 y que f(x) esta
representada por la serie (4). Si dicha serie es integrable término a término sobre el
intervalo [-w, m] y también son integrables término a término las series de ellas
multiplicandolas por sen nx y cos mx respectivamente, entonces la serie (4) es la
serie de Fourier de la funcién f(x).

Bajo la hipotesis de integrabilidad que hemos denotado que los coeficientes a, y by,
de (4) son calculados con la formula (2) y (3) de acuerdo con la definiciéon de serie
de Fourier, se parte de la (4) y se integra término a término sellegaaa,y by,

Para demostrarlo integraremos miembro a miembro la serie (4).

Ve 7 a X 7T Ve
f f(x).dx:f Zo.dx+2[f an.cosnx.a/x+f bn.sennx.a/x]
- /4 n..1 /4 /8

=0 por propiedad anterior paratodon

T a
f f(xX).d x :20.2/7

80 Vd 1 e
:[E'X] . - aozﬂf_”f(x).dx (5)
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Series de Fourier

Multipliquemos miembro a miembro la (4) por sen mx m:1,2,3,...
ag =
f(x).senmx = > .senmx + Z an.cosmx.senmx +bp.sennx.senmx
n=1

Integramos miembro a miembro la expresion anterior

fﬁ f(x)y.senmx.d x =

ap 7 s Ve T
=— senmx.d X + Z [anf cosmx.senmxd x + anf sennx .senmx.dx]
2 /g n.1 -7 =7
. J - — _/ — _/
VT " T
=0 paratodom# 0 = 0 para todo m =0sin#m
=mwsin=m

Ve 1 V4
f f(x).senmx.d x =bmz > bm:f f(xy.cosmx.dx m=1,23 .. (6)
- /4 -

Para obtener los coeficientes a,, multiplicamos miembro a miembro la (4) por cos mx
y luego integramos entre —r y 7. Asi tenemos:

1 rz
am:f f(x).cosmx.dx m=1,23 .. (7)
T J-x

con lo que queda demostrado que las formulas (5), (6) y (7) son los coeficientes de
la serie (4) y también son los coeficientes de Fourier de la funcién f(x).

Convergencia de la serie de Fourier:

Antes hemos demostrado condiciones soélo suficientes, el problema que planteamos
ahora es el siguiente: jante qué condiciones f(x) es tal que su serie de Fourier es
convergente y representa la funcién?

Se han enunciado diversos criterios para determinar la convergencia de Fourier. El
mas general y util es el denominado Criterio de Convergencia de Dirichlet, que
dice: “Sea f(x) una funcidn acotada de periodo 2r tal que en un intervalo cualquiera
de longitud igual al periodo 27, tiene un numero finito de maximos y minimos, y un
namero finito de discontinuidades. Entonces su serie de Fourier converge para todo
valor real de “x”; su suma es igual a f(x) en los puntos de continuidad de f(x); y su
suma es igual a la semi-suma de limites laterales en los puntos de discontinuidad”.
Se puede observar que por ser acotada la funcién f(x) y tener en un intervalo finitas
discontinuidades, entonces esas discontinuidades necesariamente deben ser finitas.
Es decir en esas discontinuidades f(x) tiene limite laterales distintos.

Por ejemplo:

f(x) = |x| -T<X<T f(x) =f(x +2 )

X Si0O<x=<rx
|x|:{ )
-X Si—7=<x=<0
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Series de Fourier

como f(x) es continua para todo x, entones Serie de Furrier es convergente a f(x)

para todo x.

a [ee)
f(x) =0 +Z an.cosnx + bn.sennx, paratodo x
n:1
1 rr»
an:f f(x).cosnx.d x n:0,1,2 ...
/4 -

1 rr
bn:f f(x).sennx.d x n:12, ..
/4 v/

1 0 1 rr»
an:f —X.CoShX.d X + f X.coShx.d x
a J-x a JO

1 sennx -0 sennx 1 Sennx 1«
SR Ll BN Bt P PRI

0

1 1 1 1
= ——{—— sen(-nr) + —[cosnx] } +— {—senn/r + —,lcosnx] }:
n 0

7' n n? —r 7 'n

— —
cero cero

11 11
=—— —[cos0 - cos(—nx)] + — — [cosnx — cosO] =

1 cosnr  CoS nr 1
- — + + —_ =

nr  zn? nr nlx
2 2cosnr
=, paratodo n #0
nér nér
1 e 1 0 1 Ve
aazf f(x)dx:f —x.dx+f X.dX=ux
T J-r 7 J-r 7 JO0
1 0 1 rr
bn:f —x.sennx.dx+f x.sennx.4 x =0
7 J-r a7 J0

7 Sennx

p (/x}:

Va

fxcosnxdx
Por Parte
fu%v:u.v—fv.%u
dV=coSnx.d x
sennx

v:fcosnXa/x =

n

ap=x

anO
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Series de Fourier

aO an bn
r—*—\ - ~ —
( 2 2.cosn/r) 2
f(x) = + .cosnr —(— cosn/r).senn/r
1 \ n2 nr ) n
n

para x=1 2> fx)={1}=1

Serie de Fourier de funciones periddicas de periodo arbitrario T=2/

Sea f(x) = f(x+2l)

Para aplicar a estas funciones la teoria anteriormente vista para funciones de
periodo 2 &, efectuaremos un cambio de variable, el que conduce a una nueva

funcion tal que la nueva variable es de periodo 27.

=T

Ve

En efecto: It
foo=f(—)=Qd (2)

Ve

Mostremos que esta Q(f) es de periodo2r > Q(t)=Q(t+2x)

Q(t+27r):f[l(t+2/7)]:f[lt+21] > f(Z):Q(t)

Ve 4

Luego: para la funcién Q(t) podemos usar los conceptos de Fourier para funciones

de periodo 2.

Podemos escribir - Q(t)~z +Zan cosnt + bn.sennt
n1

siendo sus coeficientes:

1
a,,:f Qb).cosnt.4t  n:0,123.
/8 /8

1 rr
n :f Qty.sennt. 't n:1,23...
/4 -

Fity=F0 = Q) t:”; a/t:’;.[/t {tt:”ﬁ\lel}Extremos

=-7 > X=-

a nzx nzx
f() ~— + ) an.cos—— + bp.sen —
D 2 nz; n / n / (6)
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nt at
—r

1 nzx
:ff(X)COSllJX
-l

Ve

an

1 i
an :f f(x). COS;MX .d X n:0,1,2... (7)
T J-l

nt at
—

1 T nzx
bn:f f(t).sen—.f.dx
7 J-r [ [

1
bn :flf(x).sennﬂx .d X n:1,2... (8)
T J-l /

(6) - serie de Fourier de la funcion f(x) de periodo arbitrario T = 2/ se sus
coeficientes son calculados por (7) y (8).

Series de Fourier de funciones pares e impares.

Cuestiones previas:

Definicién de f(x) par sobre [-11]: 3 Y
f(x) es par para el [-1,/] siy solo si: | f(x)=f(-x) ‘

La gréfica tiene simetria respecto del eje y:

X
! X x 1
Definicién de f(x) impar sobre [-1I]:
f(x) es impar sobre [-1,1] si y solo si: f(x)= - f(-x) | para todo x perteneciente a [-,/]
Se grafica tiene simetria respecto al origen de
coordenadas:
X

9
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Series de Fourier

Propiedades de las funciones pares e impares:

v 1) Integral definida de una funcién par sobre [-1I]:

[ [

. A} x Si f(x) es par sobre [-,]] ff(X)-JX :2-f f(x).d x
‘ entonces: B 0

Y

2) Integral definida de una funcién impar sobre [-1]:

Si f(x) es impar sobre [-,I] entonces: flf(x) .d x =0 i %
- ;

7 !

3) El producto de dos funciones pares y el de dos funciones
impares es siempre una funcion par sobre el intervalo.

a) Si f(x) es par, y g(x) es par sobre [-1,{]
F(x) = f(x).g(x) = f(-x).g(-x) = F(-x) > F(x) es par

b) Si f(x) es impar, y g(x) es impar sobre [-/,/]
F(x)=f(x).9(x)
F(-x) = f(-x).g(-x) = [-{(x)].[-9(x)] = f(x).g(x) = F(x) =2 F(x) es par sobre [-],]]

4) El producto de una funcion par por una impar siempre es una impar sobre dicho

intervalo.

Si f(x) es par, y g(x) es impar sobre [-1,1]

F(x) = f(x).9(x)

F(-x) = f(-x).g(-x) = f(x).[-9(x)] = -f(x).9(x) = -F(x)

Serie de Fourier de una funcién par:
Si f(x) es par sobre [-,/], entonces le corresponde una funcion cosenoidal de la
siguiente forma con T = 2.

nzx

f(x) ~ao+Z an.cos —
n:1 !

. o 2 i nzx
Siendo sus coeficientes: an :7 fo f(x).cosT Zx n:0,1 2.

Series de funciones impares:
Si f(x) es impar sobre [-/,/], entonces le corresponde una funcién senoidal de la
siguiente forma:

o n
f(x)~an.sen—ﬂX
n:1 !

. 2 nzx
y sus coeficientes: bnzlfof(x).senl dx n:12..

UTN
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Series de Fourier

Demostracion para f(x) par:

f(x) =f(x+2]) y f(x)es paren [-]].

a = nzx
HY  fo)~2 + Y ap.cos——
2 4 /

2 (i nzx
T an:lff(x).cosl X n:0,12.
-l

como por H) f(x) es periddica de periodo 2/, la serie de Fourier que le corresponde
es:

ap & nzx nzx
(1) fx 0 +Zan.cos— +bpn. sen ——
2 3 ) [

1 i nzx
2) an:lff(x).cosl.a/x; n:0,1,2.
-

3 1 i nzx
(3) bnzlff(x).senl.zfx; n:0,1,2...
-1

como por H) f(x) es par. Se observamos los integrando de la férmula (2) y (3)
nzx 1 nzx ! nzx
f(x).cosT esparen |-/, [] - f f(x).cosT.dx :2.f0f(x).cosl .d X
-l

reemplazamos en (2)

2 i nzx
anzlff(x).cosl.dx; n:0.1.2.. | @
-l

en (3)
nzx 1 nzx
f(x).senT es unafunciénimpar - f f(x).senT dx=0
-1

reemplazamos en (3)

1
bn:7.0 =0| paratodon=1,23... (5)

con (4) y (5) reemplazamos en (1)

ap & nax
fox) ~9 + > ap.cos——
n=1 !

UTN
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Series de Fourier

Serie de Fourier de f(x) impar:

H) f(x) =f(x+2]) y f(x) esimparen [-,]]

< nzx
T) f(x)~) bp.sen——
n:1 !
2 [l nzx
bn:lfof(x).senl.a/x n:0,1,2...

Demostracion T = 2/
(1), (2) y (3) son validas para esta demostracion.

Como f(x) por H) es impar: impar
' - ~
nzax . ! nzx
en (2) f(x).cosT es impar en [-l]] > f_[f(x).cosl.c/x:
)

! nzx
. :2ff(x).sen.dx
par impar 0 /

2 nzx
reemplazamos en (3) bn:lfof(x)-senl-JX = |paratodon=1,23...

con (4)y (5) en (1) f(x>~an.senn7x (6)
n:1

Casos particulares:

(1) f(x) = f(x+2]); f(x)paren [-m,x] T=2rx

a oo
T foo~20 +Z ap.cosnx
n=1

2 rr
an:f f(x).cosnx.Z x; n:0,1,2...
7 JO

() f(x) =f(x+2l); f(x)imparen[w,xr] T=2r

T fx) ~ an.sennx

n=1

2 (r
bn:f f(x).sennx.4 x n:1,2.
7 JO

UTN
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Desarrollos de medio ranqgo:

w4

7 0 !

f(x) definida sélo en el intervalo [0,/]

Demostraremos que una funcion definida asi, que es seccionalmente continua, de
“0” a “I" le corresponde tanto una serie cosenoidal de Fourier como una serie
senoidal de Fourier en todo ese intervalo.

(1) Desarrollo de f(x) definida en [0,/], seccién continua en [0,/] en la serie
senoidal de Fourier.

Efectuamos una extension periddica de f(x) a partir del intervalo [0,/], sobre el [-1,0]
siendo esa extension impar. Graficamente:

Y
21 f/o 1/21 31 X
flx); 0<x<I
F(x) F(x) = F(x + 2])

-f(-x); -I<x<0
F(x) por ser periédica e impar le corresponde:
o nzx
F(x)~an.senT (1)
n=1

2 (i nzx
bn:lfof(x).senl.c/x n:1,2..

Como segunda parte demostraremos que le corresponded una serie cosenoidal.

UTN
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Series de Fourier

(I1) Desarrollo de f(x) definida en [0,/], seccion continua en [0,/] en la serie

cosenoidal de Fourier.
Para obtenerlo efectuamos una extension periddica par de f(x) a partir del intervalo

[0,1] sobre el intervalo [-,0].

Y
21 -1i 0 1l 21: 3; X
flx); 0<x<I
F(x) F(x) = F(x + 2]) F(x) par en [-1]]

f(-x); -1<x<0

por ser perioddica par le corresponde:

a [ee)
F(x) ~?0 +Zan.% (1)

n=1 !
2 i nzx
an:lfOF(x).cosl dx n:01 2.

En todos los puntos de continuidad F(x) le corresponde esa serie como F(x) = f(x)
en0<x<lI.

a = nzx
> | Foo ~29 +Zan-C°ST 0<x<]
n=1

2 [l nzx
an:fF(x).cos .d X
[ Jo [

Ejemplo: obtener los desarrollos de medio rango de:  f(x) = x 0<x<l

(1) Desarrollo en serie senoidal de Fourier:

Y
- nzx ! !
f(x) :;bn.senl /
4 2 0 2 7] X
T=2/=4

2 i nzx
bn:ff(x).sen.a/x
/ Jo /
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Series de Fourier

2X nzx, 2 2 2 nzx
fxsen .d X = [—.cos—] + — cOS— .4 X =
T2 nr 210 nrJo 2
4 cosn [ z sennﬂx]z
= 7+ ) =
nr n? 72 210
4 22 nax 2
:——.cosn;r+[ p 2.sen p ]0: =—-———.c0SNnr + 7 3 sennxr =
nr nér nr né 7 )

4
bp=—-——.cosnr
nr

La serie que le corresponde es:

nax para todo xtalque 0 <x <2
foo = Z‘i cosnz .sen cosnm =+ 1paratodon=1,2,...
n=1 nx 2
4 X 2 1 37x
f(x)y=— .sen— —— .senzx + — .sen—— —...
V V4 3 2
para x =1
4 z 2 4 37
1=— .sen— -— .senr+— .sen—— —
y 2 3r 2

(Il) Desarrollamos en serie cosenoidal de Fourier:

nzax
an < nax V=X dVvV=c0S—— d X
f(x):—0+2an.cos—; 0<x<2 2
2 5 /
2 nzx
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para todo xtalque 0 <x <2
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