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Ingenieria Electromecanica: “Transformada de Laplace”

1. CONTINUIDAD SECCIONAL

Una funcién [ (t) es seccionalmente continua en un intervalo [a ,b] si existe una particion del

mismo, en nimero finito de partes, en cada una de las cuales la funcion es continua y ademas, tiene

limites laterales finitos en los extremos de cada subintervalo.

Es consecuencia de esta definicion que una funcién continua en un intervalo [a,b] es

seccionalmente continua en el mismo.

En efecto, si se divide el intervalo [a ,b] en dos 0 mas partes se comprueba que en cada una de

ellas la funcidn continua verifica las condiciones enunciadas anteriormente.
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Figura 1

2. FUNCIONES DE ORDEN EXPONENCIAL

Se dice que una funciéon f (l‘ ) es de “orden exponencial & ” cuando ¢ tiende a infinito, o

simplemente que es de orden exponencial, si existen dos constantes reales “M ” y “a ” mayores

que cero, tales que a partir de cierto valor de #>H | es

£ (¢)| < M.

Se dice también que f (t) esta dominada por M.e”" o que es mayorante de la funcién f (t) .

Si la funcion es de orden exponencial, para todo ¢>H , se verifica la doble desigualdad:

—M.e"" < f(t)<M.e"

a gréfica de la funcion f (t ) , a partir de £ > H se encuentra entre las curvas simétricas de las

. . t t
funciones exponenciales M.e”" y —M.e"" .

Vi>H

En el grafico siguiente aparecen algunas funciones de orden exponencial

3

f(t) f(t):_'e}w.e

at

Figura 2

—M .e*!
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3. TRANSFORMADA DE LAPLACE

Sea f (t ) una funcion definida para todo ¢ real positivo.

Si la integral Io e (l‘ ) dt existe, es decir, si esta integral converge para algiin valor de

s >0, serd una funcion del parametro § . Esta funcion recibe el nombre de “TRANSFORMADA DE

LAPLACE DE LA FUNCION f (t ) ?

Denotaremos la Transformada de Laplace de | (t ) con cualquiera de las siguientes formas:
ﬁ{f(t)} =F(s) se lee: La Transformada de /' (¢) es F ()

f(t)cF(s) se lee: f(t) tiene por transformada a F (s)

En la definicion:

L{f(1)}= J': e f(t)dt=F(s)
f(t)  esla“funcién original”,
F(s)  esla“imagen o transformada”,

e es el “nucleo de la transformacion”,

S es la “variable simbolica”.

4. EXISTENCIA DE LA TRASNFORMADA DE LAPLACE

Si una funcion es seccionalmente continua en un intervalo finito, 0 <¢# < H , y es de orden

exponencial & paratodo ¢ > H , existe la transformada de Laplace de [ (Z) paratodo s > .

Demostracion:

[Tef () ar

Esta integral se puede descomponer dividiendo el intervalo de integracion en el punto H .
Resultard asi la suma de dos integrales, la primera en el intervalo finito [O,H ] y la segunda en el

intervalo infinito [H , OO] )

Como f (l‘ ) es seccionalmente continua en el intervalo [O,H ] la primera integral existe, de
modo que nos ocuparemos de la segunda.

La funcién f (t ) es de orden exponencial & en el intervalo [H ,00], en consecuencia, para

<J. ‘ —st
H

U:e” (¢) dt
U:e” (1) dtHj:e” () dt

Integrando el segundo miembro resulta:

f(e)de<| e Me dt

<M[ N a

_ef(s—a)t ®

[Tef(e)de=m|- —

Si s<a = s—-a>0<H = e‘(s_“)’ —> o cuando ¢ —> ©
" M —(s—a)H

[Cep (1) ar -
H

<=—— paratodo s >«
s—a

En consecuencia:
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Por lo expuesto, la integral

IO e (t) dt converge para todo § >«

Si a es el minimo orden exponencial de f (l‘ ), la Transformada de Laplace de esta funcion

existe en el intervalo (0{ , 00) . No es posible asegurar la existencia de la integral en el (0, a ) .

Las condiciones expresadas anteriormente para la existencia de la transformada de Laplace son
suficientes pero no necesarias. Esto significa que a la gran variedad de funciones seccionalmente
continuas y de orden exponencial, se pueden agregar otras que a pesar de no cumplir estas
condiciones admiten transformada.

5. TRANSFORMADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

A continuacién deduciremos las formulas de transformacion de algunas de las funciones
elementales que aparecen con frecuencia en una ecuacion diferencial lineal de orden “n ™.

5. a) L{I}ZI/S para s >0

Demostracion:
st P
@ . r o_ )
L{}=] le* dr=Tlim["e™ dr=1lim—] =
0 p—xd0 po© —g 0
e—Sp e—S.O 1
=lim| — +——=0+— .
p—)oo( s ] s s si §>0
2
5. b) L{t} :1/5 para s >0
— * st 1 b -ST

L{t}_jo £ di=lim | "re”"dr
Para integrar por partes hacemos:

u=t = du=dt yresulta:

dv=e'dt v=e""[-s

te—ST p 1
L{r}=1im w=[ e dr a
poo| —g , S 0
—st
. e .
Cuando s >0el lim P =lim p,sp =
poe =S po* —se

Aplicando la regla de L Hopital

) 1
:hmT:O
p—)oO_S e sp
te*  0é°
Para t =0es =—=0
—S —S

En consecuencia, la integral (1) se reduce a:

L{B~[ e dt==L{1) =

2
S S S
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5.¢) |L{e"}=nYs"" | para s >0 (n=123,....)

Esta regla ya se demostro6 en el punto anterior para 7 =1

Supongamos ahora que se verifica para un valor de n =k, o sea que

Ll =2

k+1
S

Para n =k +1 sera: L k” I e dt

Desarrollando esta ultima integral por partes, es

e T ke,
L{tkﬂ}: A tke st dt
=S | s 70

Procediendo como en el punto anterior se demuestra que el primer término del segundo
miembro es igual a cero, de donde

L{ey =T L ey
N s S

Asi, por el principio de inducciéon completa, queda probada la validez de la formula para todo
valor natural de 7 .-

—

5.d) L{eat} = para s >0

= lim—s_a)t =0

sis>a = s—a>0 = lime ™

{—0 [—>0 e(

en consecuencia, resulta:

£{e‘”}:(0__eoj i para s >a

S—a )s—a

5.¢e) L{sen at} :(%j para S >da

s +a

Demostracion:
L{sen at}= J‘: e sen (at) dt

aplicamos el método de integracion por partes, haciendo:

u=e* . du=-se’ dt
dv=senat dt V:_cosat
a
cos(az‘) s
1= dt—— LT e t) dt
I “sen ( ; a_[e cos(at) 1)

Reiterando el método de integracion por partes para resolver esta tltima integral, y sustituyendo
en (1) resulta:
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Desarrollando el paréntesis y pasando el altimo término al primer miembro,

2
(1+S—2j 1 :e_”M+isen (at)

a a a’
Si >0 = e —>0 cuando >0 y como |cos ar| <ly |senaz'| <1, el segundo
miembro tiende a cero para ¢ —> ©

Cuando =0 es; e’ =1, cosat =1, senat =0, entonces el segundo miembro se reduce a:
~1/a

De acuerdo con estas consideraciones podemos escribir:

2
ST e _afcosat s
(1+—2]J. e "' sen(at)dt = —e ‘[( +—senarj
0 2

a a a

o a

En consecuencia;

2

2 2
aa#ﬁ{sen at}:é L{sen at}:aza?

2
s +a

5.1) L{COS at} :(%j para S >a

Demostracion:
cos at} = J.Ooe_” cos(at) dr
Licosar}=[ e cos(ar)
Aplicando el método de integracion por partes se obtiene:
_,. sen(at)

+§J.OOO e sen(at) dr
0

L{cos az‘} =e

a

El primer término del segundo miembro es igual a cero y el segundo es la transformada de la
funcion sen at, de donde

ﬁ{cosat}:iﬁ{senat}:i a __ S

a a s2+a2 s2+a2

5.9) L{Sh at :(#azj para § > a

Demostracion:

at —at

L{sh at}:L%

Como la transformada de una funcion, por tratarse de una integral, posee propiedades lineales,
podemos escribir:

L{Sh(at)}z%[.(e‘”)—ﬁ(e‘”):%( 1 1 j

st+a Ss—a

y efectuando las operaciones, resulta:

Lish @)=

Universidad Tecnolégica Nacional- Unidad Académica Reconquista



Ingenieria Electromecanica: “Transformada de Laplace” Pag. 6

S —a

5. h) L{Ch at}:( 261 zj para s >a

Demostracion:

1 _
LiCh (at)j= L 2(€M+e ‘”) =%L<e‘”)+ﬁ<e“”)

de donde L{Ch(at)} %(sia—i_s—il-aj para § >a

y efectuando las operaciones en el segundo miembro resulta:

L{Ch (az‘)} =

2 2
s —a

Sintetizando los resultados obtenidos podemos confeccionar la siguiente tabla de transformadas
de funciones elementales:

N° f(t) F(s) s

| L /s 50
2 t 1/s s>0
3 " nlfs"! §>0
4 o 1/(s-a) s>a
5 sen at af(s*+a*) s>a
6 cosat s/(s* +a’) s>a
7 Sh at af(s*-a*) s>|d
8 Ch at s/(s*+a?) s>|d

6. PROPIEDADES LINEALES DE L4 TRANSFORMADA

Si f (t ) y g(t) , son dos funciones cuya transformada de Laplace existe, para s >a,y “A4”,

“B”, son dos constantes, es:

L{ar () + Bg (1)) = AL{ £ (1)} + BL {5 (1)

Esta propiedad es consecuencia inmediata de la definicion de transformada de Laplace, en razén
de las propiedades lineales de las integrales.

Ejemplo:

Lf st} =Lle)sLp2Lfy =232

A\ A\ S

7. PROPIEDAD DE TRASLACION (PRIMER TEOREMA DEL DESPLAZAMIENTO)

si L{f ()} =F(s) = L{e"f(0)=F(s—a)

Demostracion:

Lie"f(1)} =], e'e" f(¢) dt por definicion.

Universidad Tecnolégica Nacional- Unidad Académica Reconquista
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Podemos escribir entonces:
Llef(e)f =] e (e) dr

Si la Transformada de Laplace de la funcion f (t) existe, esta ultima integral define una

transformacion de variable simbdlica (S - a) , por lo tanto la propiedad queda demostrada.
Ejemplos: Hallar a) L {12831} b) L {ezt} sen 4¢

a)[,{tz} =2/s° = [,{tze3‘} =2/(s—3)3

4 N 4
b) L{sen(4t)}=s2+16 = L{€2 sen4t}=m

Con el empleo de esta propiedad podemos ampliar la tabla de Transformadas de las funciones
elementales de la pagina anterior en la siguiente forma.

N° f(2) F(s)= L{f(t)} s

9 e''t” n!/(s—a)’Hl s >|a|
bt l
10 " cos(at) (s—b)2 e
11 e” sen(ar) a/(s—b)2 +a’
-b
12 eb’Ch(al) a

(s—b)2 —a’

8. TRANSFORMADAS DE LAS DERIVADAS DE UNA FUNCION

13 eb’Sh(at)

Sea f (t ) una funcion de orden exponencial, cuya transformada de Laplace es F (S) y f '(t)
su derivada de primer orden.

a) Demostraremos en primer lugar que:

L7 () =5F(5)_7(0)

Demostracion:

L (o)) =], e f(e) de
para resolver esta ultima integral por partes, hacemos:
u=e"* dv =f'(t) dt = du=-se” dt, V= f(t), entonces
p

L{f'(t)} =lime™ f(2)

p—>0

5[ e f (1) di=lime™ [ (1)="f(0)+5F (s) Q)

0
Si f (t ) es una funcion de orden exponencial & , como hemos supuesto, cuando # —> 0, se

puede considerar ‘ f (t )‘ <M e”" y por lo tanto:
‘e_‘“"f(p)‘ <Me*'e?® = Mef(H’)p

si § >0, el segundo miembro de esta desigualdad tiende a cero cuando p tiende a infinito. En
consecuencia, de (1) se obtiene:

L{r () ==1(0)+sF(s)

Universidad Tecnolégica Nacional- Unidad Académica Reconquista



Ingenieria Electromecanica: “Transformada de Laplace” Pag. 8

b)Si f(¢) posee derivada de segundo orden f”(¢), demostraremos que:

L7 (0] =<F(5)_(0)_/'(0)

En efecto;

Aplicando la férmula obtenida para la derivada de primer orden es:
Ly (o)} =st{f'()-1(0)}
Lif" ()} =s[s-F(s)-£(0)]-1(0)
L{f"(r)} =s’F(s)—s-£(0)-1"(0)

Por el principio de induccion completa se puede generalizar la formula de transformacion para
una derivada enésima.

L{f" (1)} =5"F (s)=5"" £ (0)=s"2£(0) .- " (0)

9. MULTIPLICACION POR " (n=1,2,3,...)

L{f(t)y=F(s) = L{t”f(t)} =(=1)" F"(s)

a)Sin=1
F(s)= J? e f(1)dt

Podemos derivar la funciéon F (S), aplicando la Regla de Leibniz, bajo el signo integral,
entonces:

1”5 (1) di = [Tt f(¢) dt

zgo

Resulta asi:
F'(s)==L{tf(2)} - Li{tf(t)}=-F(s)

Generalizacion:

F'(s)

Supongamos que la regla es vélida para 1=k , o sea:
Ly (o) =] et f(t) de=(-1) FO(s)
Derivando nuevamente respecto de § se obtiene:
—jow et f (1) de = (-1) F* (s)
de donde resulta:
Ll p( =1 7 s)

con lo que, por el principio de induccion completa, la regla queda demostrada para todo valor
natural de 7.

Ejemplo: Hallar L {t2 sen (az‘)}

como L{sen(at)}z 261 3

S +a

d? a d =2as —as* —2a’ +8as
[, =(=1 2_( j__ =
S {l‘ sen(az‘)} ( ) = z

2 2 2 3
s +a <S2+a2) (S2+a2)

Universidad Tecnologica Nacional- Unidad Académica Reconquista
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10.C4MBIO DE ESCALA

Lif(@)=1r(2

a a

j donde F(S) zﬁ{f(t)}

ﬁ{f(t)} = J‘:e_” (at) dt .

haciendo u=at = du=adt .. dt:ﬂ
a
L{f(a)=] ¢ r) B[ e " rw) du=Lr (s70)
0 a a’0 a
Ejemplos

1 [,{ef}=L1 = L=t L 1

S_

11.D1vISION POR T

12.SEGUNDO TEOREMA DEL DESPLAZAMIENTO

FUNCION ESCALON UNIDAD O DE HEAVISIDE:

0 si t<0
”(t):{l si 120

L{u(z‘)} :jowu(t)e_” dt :jjl-e_”- a’t:l s>0

K
t
na
t
1 u(t)
<€ > !
v
Figura 3
FUNCION ESCALON UNIDAD DESPLAZADO:
{O si t<a a>0
(t—a): .
1 si t=a
[,{u(t—a)}:j:u(l‘—a)e_” dt:J.;Le‘”-dt:e; s>a
t
A0
u(t—a)
1 |- - - e
<€ E > !
a
A 4
Figura 4

Universidad Tecnolégica Nacional- Unidad Académica Reconquista



Ingenieria Electromecanica: “Transformada de Laplace” Pag. 10

TEOREMA DEL DESPLAZAMIENTO:

[,{F(t—a)-u(t—a)} = e_“F(s)

()
t
f(l—a)
\./ t
a
1 u(t—a)
_____ .’—
o t
a
f(t a)-u(t—a)
t
a
Figura 5
Ejercicios: Hallar las transformadas de Laplace de las siguientes funciones:
1) f(t):at+b 7) (): S 13) f(t):sent-cos3t
2) f(t)=at’ +bt+c 8 f(r)=Ch’2 14) f(t)=¢'sent
3) f(t)=8"-3 9) f(¢t)=sent-cost 15) f(t)=e" coswt
4) f(¢)=sen3t 10) f(t)=asen(wt+c) 16) f(t)=re™
5) f(t)=sen’t 11) f(t)=a cos(wt+c)
6) f(t)=e"" 12) f(t)=sent-sen2s
Soluciones:
) Lla+by=al{t}+bL{l)=at+pl =210
s S S
2 b ¢ 2a+bs+cs’
L bt LY+ L LNogl b _c_zatbstes
2) at’ + +c} a { }+ {th+cL{1} ast=- .
3 L{8r-3}= 82—§=48 43S

s s
3

s*+9

4 L

sen }

6) L eaz+b}:L{ b at}_ebﬁ{eaz}: €

{
{
{
5) L{sen’ t}:L{ 1- cos2t)}:;— =
{
{

7 L6514}_e—4£{ }

Universidad Tecnolégica Nacional- Unidad Académica Reconquista
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8) L{Ch22t}=L{%(1+Ch4t)}=l(l+ i j

2\s s7-16
1 1.2 1
9) L{Sen(f)'COS(f)}:[’{Esenzt} 2944 544

L{asen(thrc)} aﬁ{cos(c) sen(wt)+sen(c )-cos(wt)}:

10
) ~ a-cos(c)—

+asenc
S2 S2+W2

L{acos(wt+c)}:aﬁ{cos(c)c ( t)—sen(c )+sen(wt)}:
11)

=a cos(c)— +a senc——

S+W S +w

1) L{sen(z‘)sen(Zt)}ZL{%cos(t)—cos(3t)}: 1( s s j

20s°+1 s*+9

13) L{sen(2t) cos(3t)} = L{%(sen(St) —sen(t))}

Para esta sustitucion se ha tenido en cuenta que :

- +
sen(a)—sen(b)= 2 senZ bcosazb
, -b a+b .
si se hace —— =2t y =3¢, se obtiene

2

sen (2t) cos(3t) = %(sen(St) sen(t))

L{sen(2t)cos(3t)}:l( s j

20 s*+25 s*+1

14) L {et sen (t)}

como L{sen(l‘)}zszl_i_l = L{e[Sen(z‘)}:(STl)zH

por la primera ley de traslacion.

15) L{e‘” cos(wt)}

como L{Cos(wt)}: 2S = L{emcos(wt)}:%

sT+w s—a) +w’
por la primera ley de traslacion.
16) Li{r'e™}:
3! _ 3!
como L {fs} == = L {f3€ St} =———7 por la primera ley de traslacion.

(s + 3)
Aplicando multiplicacién por ¢ }

F(s):L{e_3t}:(SJ1r3)

3 3 s d’ d’ | d 2
e G P (‘(wsf}%[‘(ﬁsf}:

Universidad Tecnolégica Nacional- Unidad Académica Reconquista
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13.7RANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

En la resolucion de ecuaciones diferenciales, cuando se aplica la transformacion de Laplace, se
presenta al final el problema inverso de hallar la funcién cuya transformada se conoce.

Asi, si L{f(t) = F(S)}, se dice que la transformada inversa de la funcion F(s) es f(t)

La transformada inversa de una funcién F' (S) se representa simbolicamente por:

LF)] =)

Por ejemplo:

3 _ | o) e
Lle)-— = £l

S —

14.74BLA DE TRANSFORMADAS INVERSAS

De la tabla de transformadas inmediatas deducimos la siguiente correspondiente a las
antitransformadas de las funciones elementales:

N° fls)  LF(s)=1 (1)
1 1/s 1
2 1/s° t
3 1/s" (n=1,2,...) " [(n—1)!
4 1/(s—a) o
5 1/(32 +a2) sen (at)
6 s/(s2+a2) cos at
7 1/(s2+a2) Sh(at)
8 s/(s*+a?) Ch(at)

15.PROPIEDADES LINEALES DE LA TRANSFORMADA INVERSA

Si ﬁ{f(t)} =F(S), [.{g(t)} =G(s) a y b constantes, es
L {(aF(s)+bG(s))} = af(t)+bg(z‘)

En efecto, dado que:

L{af (t)+bg(t)} =aF (s)+bG(s)
entonces L' {aF (s)+bG(s)} =af (1)+bg (1)
Ejemplo:

L‘l{ L 23 }=£‘1{ 1 }—EL‘I{ 24 }=e2’—33h4z
s—2 s -16 s—2] 4 s =16 4
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16.PRIMERA PROPIEDAD DE TRANSLACION

Si

L) =/() = L {Fia)=¢"7()

Esta propiedad es consecuencia de la primera ley de translacion de la Transformada de Laplace.

17.C4MBIO DE ESCALA

LF) =11 5|5 k=cte.y £1{F (=100

Demostracion:
si L {F(s)} =f(t) = F(s) =Ie_‘”‘f(u) du . F(ks) =Ie_l””f(u) du

Sabiendo f =ku = uzt/k = du=difk =

0

F(ks)=[e f( t/k k ;Te-”f t/k) d f(t/k)

L () —r(1)
Ejemplo:

ﬁ_l{ 21 4}:%sen(2t) =

ST+

2

[,1{ ! }— ! sen2t—ll sen
257+4)] 227 2 242 NG

18.TRANSFORMADA INVERSA DE EXPRESIONES DE L4 FORMA T ( S ) / Q ( A )

Desarrollaremos a continuacién un método para hallar la transformada inversa de una funcion
algebraica de la forma P (S) / Q(S) donde tanto el numerador como el denominador son polinomios

enteros en sy ademas el denominador es de grado mayor que el numerador.

Consideraremos ademds que el polinomio denominador Q(S) tiene como coeficiente del

término de mayor grado a la unidad.
Se pueden presentar tres casos distintos, a saber:
a) cuando el denominador tiene raices reales simples.
b) cuando el denominador tiene raices reales multiples.
¢) cuando el denominador tiene raices imaginarias.

RAICES REALES SIMPLES

Primer caso: Supongamos que Q(s) seanulapara S=a, s=b, S=c

P(s) 4 B C
Hacemos = + +
(s)

s—a s—-b s-c
reduciendo a comun denominador y eliminando los denominadores resulta:

P(s); A(s—b)(s—c)+B(s—a)(s—c)+C(s—a)(s—b)
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Si en la identidad anterior se dan a la variable “s ” tres valores numéricos distintos se obtienen
tres ecuaciones con tres incdgnitas que nos permiten determinar los valores numéricos de los
coeficientes 4, B, C.

Asi, para s =a,es:

P(a)=(a—b)(a—c) = A-— 119

Para s =b, es:

P(b)=B(b-a)(b-c) = B=

Para s =c¢, es:

P(c)=C(c—a)(c—c) = C= P(c)

(c—a)(c—b)

Obtenidos los coeficientes 4, B, C, se procede a aplicar la propiedad lineal de la
transformada inversa:

Ll{P(s)/Q(s)}zAﬁl{ 1 }+BL1{ ! }le{ ! }

s—a s—b s—c
L {P(s)/Q(s)} = Ae" + Be" + Ce”
Ejemplo: Hallar

[ { s+1 }
s’ +5° —6s
Determinamos las raices del denominador,
sS+s—6s=0 = s(s2+s—6):O = §=0,5,=2,5=-3
Hacemos entonces:

s+1 A B C
=2 -t +
s +s°—6s B s—2 s+3

s+1=A4(s=2)(s+3)+B(s+3)+C(s-2)

para s=0 es 1=4(-2)3 =  A=-1/6
para s=2 es 3=B8-2-5 =  B=3/10
para s=-3 es -2=C(-3)(-5) = C=-2/15

Resulta entonces:

ﬁl{#}=—l£1{l}+iﬁl{ 1 }—iﬁl{ 1 }=—1+iezt—£e3’
s +s” —6s 6 s) 10 s—2) 15 s+3 6 10 15

RAICES REALES MULTIPLES

Segundo caso: Supongamos que el denominador tiene dos o mas raices distintas, una de las
cuales por lo menos, es multiple. Por ejemplo, supongamos que,

O(s)=0para s,=a,s,=s,=s5,=b
a) En ese caso hacemos,
P(s) 4 B C D
= + -+ -+
O(s) s—a (s—b) (s-b) (s—b)
Reduciendo a comun denominador y eliminando los denominadores, se obtiene:

P(s)za(s—bf+B(s—a)+C(s—a)(s—b)+D(s—a)(s—b)2
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Esta identidad permite formar, para cuatro valores distintos de la variable independiente s, un
sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas A, B, C y D.

Determinados los valores de estos coeficientes se procede a calcular la Transformada inversa
por aplicacion de la propiedad de linealidad, entonces:

e e o

=Ade" +Be" 1*/2+Cte" + De”

Nota: Aplicamos aqui la primera propiedad de traslacion, ya que:
P

si L )] ALY {L} +BL ] —t+CL! ;2 +pL]
0(s) (s—b) (s-2) (s—b)!

Entonces,

L {sln}:(nil)!ﬁl{ws_'fl)!}:(nti)!

Por cada raiz multiple de orden de multiplicidad “n” se obtiene “n-1" ecuaciones con “n-1”
incognitas.

“n_17, e e e e e oo

ecuaciones e

. J
CBY 29
n-1

incognitas

Ver ¢j. Pag.17 =

s=0 Orden de multiplicidad =3 —> 3 —1 =2 ecuaciones

+

s=1 @« “ =2—> 2 —1=1 ecuaciones

3 ecuaciones con 3 incognitas (B;C; E)
Ej.:
Hallar:

1 S+2
L { 5 4 3}
s =25 —s§
Factoreando el denominador
a’ =25+’ :s3(s2 —2s+1):s3(s—1)2

se obtiene inmediatamente sus raices: s, =5, =5, =0, 5, =5, =1

Hacemos:
s =2s"+s7 & s (3_1)2 s—1 M

Después de reducir a comin denominador y suprimir los denominadores se obtiene la siguiente
identidad:

s+2:A(s—l)erBs(s—l)2 +Cs? (c—l)2 +Ds’ + Es® (s—l)

Para s =0 y s =1se obtienen de inmediato los valores de los coeficientes:

A4=2 D=3
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Sustituyendo 4 y D por los valores obtenidos, podemos formar para tres valores distintos de s,
un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que nos permitira calcular B, C y E. Asi, para:

s=1 ; 2B + 4C + 8E = =22 Sistema de 3
s=3 2B+ 36C + S4E = -84 ccuacionescons
incognitas (B ;C; E)
s=-1; —-4B + 4C + 2FE = -4
o bien;
B + 2C + 4E = -11
2B + 6C + O9FE = -14 B=5 C=8 E=-8

-2B + 2C + E = 2

Sustituyendo en (1) los valores obtenidos para los coeficientes 4, B, C, D, E resolvemos;

2 2
RS T
s st —s s s s (5_1) s—1

=1’ +5t+8+¢ (3t -8)

OTRO METODO PARA HALLAR LOS VALORES DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS:

Si a partir de la expresion (1) de esta misma pag., multiplicamos ambos miembros por s, se
obtiene:

3 3
S+22:A+Bs+Cs2+ Ds 2+ES Q)
(s—1) (s—1)° s-1
Para s =0 se obtiene en forma inmediata A =2
Si se derivan los miembros de la igualdad (2), resulta:
+5
S _B+2Cs+W (s) 3)

(s=1)"

En esta tltima igualdad hemos representado por W (s) la funcion que resulta de derivar los dos

Jq.. , . .y ’ 2
ultimos términos de (2). Hacemos notar que esta funcion W (S) debe contener un factor comin s,

entonces;
para s =0 es B=5
si se halla la derivada de la igualdad (3), es:
(s—l)3 —3(s—1)2 (s+5)

(s-1)

.7 . , 2 . .
Como la funcion W(S ) contiene un factor comin s°, su derivada contiene el factor s . Por lo

—2C+W'(s) @

tanto, para s =0, la igualdad (4) da:
l16=2C .. C=8
Para determinar ahora los valores de los coeficientes D y I se multiplica la igualdad (1) por

(S — 1)2 resultando:

s+2

3
S

:D+E(s—l)+h(s)(s—1)2 5)

Para abreviar el procedimiento se han representado los tres primeros términos del segundo
miembro de la igualdad (1) por la funcién £ (s ) . Si hacemos s =1, de la igualdad (5) se obtiene en

forma inmediata:

D=3
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Derivando la igualdad (5), es :

223 g () () 1)+ 20)

que para s =1, da: E=-8

S

Raices imaginarias conjugadas simples
Tercer caso: El denominador Q(S) posee dos raices imaginarias conjugadas simples.
Supongamos que Q(S) =0 para s, =a+bi, s, =a—bi
Procediendo como en el caso de las raices reales simples descomponemos el cociente
P(S)/Q(S) asi:
P (s) A B
= . + .
Q(s) s—(a+bl) S—(a—bl)

Los valores de los coeficientes 4 y B se determinan con los procedimientos vistos
anteriormente para el caso de raices reales, entonces,

g

— Ae(a+bi)t + Be(afbi)t
Podemos transformar esta ultima expresion asi:

[ { g 8} =" (4e™ + Be™) =

Il
Q
8
[\ I N —_
L
—~
Q
o
95}
S~
~
+
2]
o
=]
S
~
~
+
>3]
—
Q
o
95}
S~
~
|
2}
o
=]
S
~
~
P
I

6s
Ej.: Hallar L'
. Halat {sz +9}

s +9=0 para s, =3i s, =31

H 6s—2 A N B
acemos s2+9  s=3i s+3i

0y

Si suponemos calculados los valores de los coeficientes A y B, pasamos a calcular la
transformada inversa:

L—l{ﬁj—;}:Aem +Be—i3t —
ST+

= A(cos3t+i sen3t)+ B(cos3t—i sen 3t) = @)
=(A+B)cos3t+i(A—B) sen 3t

Calculamos ahora los valores de A y B. Multiplicamos la igualdad (1) por (S—3i), y

simplificamos:
6s—2 :A+BS_3Z
s+3i s+ 3i

que para § =3i

1
da: A=3+—1i
: 3
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Multiplicando la igualdad (1) por (S +3i ) y simplificando, es:

6s—2 s+3i . .
-=4 -+ B | expresion esta ultima
s —3i s —3i
que para: § =—3i
1
da: B=3——1i
3

En consecuencia,es A+B =6y (A—B)i:—i =——

Sustituyendo estos valores en (2) resulta:

L {6s—2}: 6cos3t—§sen3t

s*+9

19.CONVOLUCION

Se llama convolucion de las funciones [ (t) y g(t ) , y se representa simbolicamente por f g,
a la funcion definida por la siguiente integral:

ffg= I;F(t—u)g(u) du
PROPIEDADES DE LA CONVOLUCION:

a) Demostraremos primero que si L{f(t)} = F(S) y [,{g(t)} = G(S)
L {F(S)G(S)} =f*g

En efecto,

0

=| e f * dt por definicion de transformada
0

:Lwo ”I f(t—u)g(u)du dt =
:LOOO ‘”j e f(t—u)g(u) du dt

u

Figura 6

La region del plano ¢, u expresada por 0 <u <?, se puede representar también por el par de
inecuacines siguientes:

0<u<ow; u<st <o

de modo que la transformada de la convolucién de f*y g puede adoptar la siguiente forma:
w et
—st
*g}:J.u:OLOe (t—u)g(u)du dt=

N Liog(u)jzu e f(t—u) dt du
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Para resolver primero la integral interior, respecto de la variable ¢, consideramos # como si se
tratara de una constante y haciendo

l—-u=z=>t=u+z ; dt=dz

sit—>u = z—0 ; si [—>0 = z—>©

Sustituyendo en la integral anterior resulta:

L{f*g} — Iuiog(u)J':Oe—s(uﬂ)f(Z). dz du =
=g () dus [ = (2) dz=G(s) o F (s)
Hemos demostrado que:
L{f*g)=F(s)eG(s)= L'{F(s)eG(s)}=f*g
b) La convolucién es una operacién conmutativa.

En efecto:
fre=LF(s)G(s)} = LG (s) e F(s)) =g f

Aplicaciones:

Hallar la transformada inversa de

s(s2+1)
! !
Sabemos que —r=ly > =sent
S s +1
L + :l*sentzjglsenu du =
Entonces § (S +1)

=—cosu|, =1-cost

1

¢) Hallar la transformada inversa de

s (s2 +1)

Sabemos que las transformadas inversas de estos factores son las funciones ¢ y sent, entonces:

-1 1 — +% :-r — =
L EYERY (Sz +1) =t*sent=| (¢-u)senu du
:—(z‘—u)cosu‘;:O:t—sent

20.APLICACION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA LA RESOLUCION DE ECUACIONES

DIFERENCIALES CON CONDICIONES INICIALES

a) Sca la ecuacion diferencial
y"—4y"+3y =0 con las condiciones y(0)=3; y(0)=7
Aplicando la transformada a los dos miembros de la ecuacion se obtiene:
L{y"-4+3y}=0 1)
[.{y"} = szﬁ{y"}—sy{O} -y'(0)=s’ [.{y}—Ss—7
PO L0 =Ly} =9 (0)=sL{y} =3 = 4Ly} =4s Ly} -12
Aplicando la propiedad lineal de la transformada inversa y sustituyendo estos resultados en (1),

szﬁ{y}—3s—7—4s£{y}+12+3£{y} =0
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Podemos agrupar los términos que contienen L{ y} en el primer miembro y los demads en el

segundo, asi:

(s2_4s+3)[,{y}:3s_5 L{y}—ﬂ

2 —4s5+3

Obtenida la transformada de la funcion y, debemos hallar la transformada inversa, para ello
hacemos,

s’—4s+3=0 = s;=1 s5,=3

35s—5 A B
2 = +
s —4s+3 s—-1 s-3

para s =1 —2:A(—2) =

para 5 =3 4:B(2) = B=2

y=L" {219——5}:L1 {L+L}=et +2e”
s —4s+3 s—1 s-3

b) Resolver " —4y'+3y=¢" siendo y(0)=0, y'(0)=0
L{y”—4y’+3y}:[,{e2’}

$ L -55(0)=3(0) - 4L [y} + 47 (0) 3L [y} = —— "

s—2

Como de acuerdo con las condiciones iniciales y(O): y'(O)ZO la transformada de la

ecuacion se reduce a:

(s —4s+3) L{} = 1

(s—2)(s2 —4s+3)

)
<

=

s—2

el dominador de esta transformada se anula para
s, =2,8,=1,8=3

Entonces hacemos:

1 A B C
-2

(s—2)(s2—4s+3)zs—1+s +s—3

1=A(s-2)(s=3)+B(s—1)(s=3)+C(s-2)(s—1)

para s =1 esl=24 = A=1/2
para s =2 esl=—B = B=-1
para s =3 es1=2C = C=1/2

Sustituyendo los valores de estos coeficientes en (1)

of12) pf 1), e
s—1 s—2 s—3
1 t 2t 1 3t
y=—¢e —e’' ——e

2 2

¢) Resolver la ecuacion:
y"+y =2 cost para valores iniciales y(O) =0, y'(O) =0
L{y"+y}=2L{cost}

$LAT| ~5(0)— v/ (0)+ sL{y} ==

st +1
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considerando las condiciones iniciales, se reduce a

) 2s 2s
(s +1)[,{y}zs T = L{y}zm

2

Raices imaginarias multiples

El denominador de esta transformada tiene ries imaginarias dobles:

s =8,=1 S, =8,=1
Hacemos:
2s A B C D

(F+1) (i) 5=t ($e1) s-i @

Multiplicando por (S -1 )2 , queda:

(sif = A+ B(s—i)+w(h)(s—i)

(Hemos representado por W(S) a los dos ultimos términos de (1))

I
De (2) para s =1 se obtiene A= _El

Derivando (2) resulta:

25 +2i

(s+i)3 :B+(s—i)(w'(s)(s+i)+2w(s))

Para s =1 la ultima expresion es B =0

Multiplicando ahora la igualdad (1) por (S +1i )2 ,

25 =C+D(s+i)+h(s)(s+i)

(s—i)
para s =—i da: C=—1
2
Derivando la ultima identidad, se obtiene:

D 28

para s=—1 da: D=0

Con estos resultados hacemos

ol A[,l{ 1 2}+B[,1{
<s2+1) '

S—1

}

[ ]
=4[ 1{—2}+B e L {—2} (por translacion)

A N

(s

=Ae't+Be't=t
Resultada asi:
y=At e" +Bte" =
= At(cost+isent)+ Bt(cost+isent) =
=t(A+B)cost+t(A—B)isent
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para: A+B=—li+li=O

y (4-B)=1 =  y=tsent

21.SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Sea el sistema:

x"+x'—y =cost si x(0)
X"+x+y"+y=0 Si y(O)zO; y’(0)=2; yzg(t)
Por razones de brevedad, podemos hacer L {x} =F, L { y}

Transformando el sistema de ecuaciones se obtiene:
{ s*F —5x(0)—x'(0) = sG'+y(0) =5/(s* +1)
st—sx(O)—x'(O)-l—F+s2G—sy(O)—y'(O)+ G=0
Si se tienen en cuenta las condiciones iniciales del sistema anterior se reduce a:
{ SF—s+1+sF —1-sG=5/(s* +1)

S'F—s+1+F+s5’G-2+G=0
de donde:

<s2+s>F—sG:S2S+1+1 (1)

(s +1)F+(s*+1)G=5+1 (2)

Multiplicando la ecuacion (1) por <S2 + 1) y la (2) por § y sumando,

[(s2 +1)(s2 +S)+S(S2+1):|F:S+S(S2 +1)+s(s+1)(s2 +1)(s2 +2S)F:

:s(s2+1)+(s2+2s)
y para s >0
1 1
F: — —1 — 2t
S+2+S2+1 como x =L, {F} = x=e"" +sent

Multiplicando la ecuacion (1) por —(S2 + 1) y la ecuacién (2) por (S2 + l) y la ecuacién (2)
por (Sz + s), se obtiene:

S(S2+1)+(S2+1)(S2+S)G:(S+1)(S2 +S)—S—S(S2 +1)

de donde
(sz+1)(s2+2s)G=—s(s2+1)+s(s2+25) ypara s =0
Go_ 5 S 1 LS

sP+2s  st+1 s+2 s°

Como y = L {G} =
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