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11..  CCOONNTTIINNUUIIDDAADD  SSEECCCCIIOONNAALL  

Una función ( )f t  es seccionalmente continua en un intervalo [ ],a b  si existe una partición del 

mismo, en número finito de partes, en cada una de las cuales la función es continua y además, tiene 

límites laterales finitos en los extremos de cada subintervalo. 

Es consecuencia de esta definición que una función continua en un intervalo [ ],a b  es 

seccionalmente continua en el mismo. 

En efecto, si se divide el intervalo [ ],a b  en dos o más partes se comprueba que en cada una de 

ellas la función continua verifica las condiciones enunciadas anteriormente. 

 

Figura 1 

22..  FFUUNNCCIIOONNEESS  DDEE  OORRDDEENN  EEXXPPOONNEENNCCIIAALL  

Se dice que una función ( )f t  es de “orden exponencial α  ” cuando t  tiende a infinito, o 

simplemente que es de orden exponencial, si existen dos constantes reales “M ” y “α ” mayores 

que cero, tales que a partir de cierto valor de >Ht , es 

( ) . tf t M eα<  

Se dice también que ( )f t  está dominada por . tM eα  o que es mayorante de la función ( )f t . 

Si la función es de orden exponencial, para todo >Ht , se verifica la doble desigualdad: 

( ). .t tM e f t M eα α− < <   t H∀ >  

a gráfica de la función ( )f t , a partir de t H>  se encuentra entre las curvas simétricas de las 

funciones exponenciales . tM eα  y . tM eα− . 

En el gráfico siguiente aparecen algunas funciones de orden exponencial 

 

Figura 2 

t 
a t1 t2 t3 b 

f(t) 

M−

( )
23

.
2

tf t e=  

. tM eα−  

M  

( )f t  . tM eα  

( )
2

t
f t =  

( ) cosf t t=  
t  
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33..    TTRRAANNSSFFOORRMMAADDAA  DDEE  LLAAPPLLAACCEE  

Sea ( )f t  una función definida para todo t  real positivo. 

Si la integral ( )
0

s te f t dt
∞ −∫  existe, es decir, si esta integral converge para algún valor de 

0s > , será una función del parámetro s . Esta función recibe el nombre de “TTRRAANNSSFFOORRMMAADDAA  DDEE  

LLAAPPLLAACCEE  DDEE  LLAA  FFUUNNCCIIÓÓNN  ( )f t ” 

Denotaremos la Transformada de Laplace de ( )f t  con cualquiera de las siguientes formas: 

( ){ } ( )f t F s=L  se lee: La Transformada de ( )f t  es ( )F s  

( ) ( )f t F s⊂   se lee: ( )f t  tiene por transformada a ( )F s  

En la definición: 

( ){ } ( ) ( )
0

stf t e f t dt F s
∞ −= =∫L  

( )f t  es la “función original”, 

( )F s  es la “imagen o transformada”, 

s te−  es el “núcleo de la transformación”, 

s   es la “variable simbólica”. 

44..    EEXXIISSTTEENNCCIIAA  DDEE  LLAA  TTRRAASSNNFFOORRMMAADDAA  DDEE  LLAAPPLLAACCEE  

Si una función es seccionalmente continua en un intervalo finito, 0 t H< < , y es de orden 

exponencial α  para todo t H> , existe la transformada de Laplace de ( )f t  para todo s α> . 

Demostración: 

( )
0

ste f t dt
∞ −∫  

Esta integral se puede descomponer dividiendo el intervalo de integración en el punto H . 

Resultará así la suma de dos integrales, la primera en el intervalo finito [ ]0,H  y la segunda en el 

intervalo infinito [ ],H ∞ . 

Como ( )f t  es seccionalmente continua en el intervalo [ ]0,H  la primera integral existe, de 

modo que nos ocuparemos de la segunda. 

La función ( )f t  es de orden exponencial α  en el intervalo [ ],H ∞ , en consecuencia, para 

t H> , será: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

st s t s t t

H H

s tst st

H H

e f t dt e f t dt e M e dt

e f t dt e f t dt M e dt

α

α

∞ ∞ ∞− − −

∞ ∞ ∞ − −− −

≤ ≤

<

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

Integrando el segundo miembro resulta: 

( )
( )

0

s t
s t e

e f t dt M
s

α

α

∞− −
∞ − −

= −
−∫  

Si  
( )

0
s ts s H e αα α − −< ⇒ − > < ⇒ →  o cuando t →∞  

En consecuencia: ( )
( )s H

st

H

M e
e f t dt

s

α

α

− −
∞ − <=

−∫  para todo s α>  
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Por lo expuesto, la integral 

( )
0

s te f t dt
∞ −∫  converge para todo s α>  

Si α  es el mínimo orden exponencial de ( )f t , la Transformada de Laplace de esta función 

existe en el intervalo ( ),α ∞ . No es posible asegurar la existencia de la integral en el ( )0,α . 

Las condiciones expresadas anteriormente para la existencia de la transformada de Laplace son 
suficientes pero no necesarias. Esto significa que a la gran variedad de funciones seccionalmente 

continuas y de orden exponencial, se pueden agregar otras que a pesar de no cumplir estas 

condiciones admiten transformada. 

55..    TTRRAANNSSFFOORRMMAADDAASS  DDEE  LLAASS  FFUUNNCCIIOONNEESS  EELLEEMMEENNTTAALLEESS  

A continuación deduciremos las fórmulas de transformación de algunas de las funciones 

elementales que aparecen con frecuencia en una ecuación diferencial lineal de orden “ n ”. 

5. a) { }1 1 s=L  para 0s >  

Demostración: 

{ }
0 0

0

.0

1 1. lim lim

1
lim 0

pst
pst s t

p p

s p s

p

e
e dt e dt

s

e e

s s s

−∞ − −

→∞ →∞

− −

→∞

= = = =
−

 
= − + = + 

 

∫ ∫L

 

si 0s >  

5. b) { } 2
1t s=L   para 0s >  

{ }
0 0

lim
ps t s

p
t t dt t e dtτ∞ − −

→∞
= =∫ ∫L  

Para integrar por partes hacemos: 

u t du dt= ⇒ =  y resulta: 

s tdv e dt−=  
s tv e s−= −  

{ }
0

0

1
lim

ps
st

p

t e
t e dt

s s

τ− ∞ −

→∞
= +

− ∫L        (1) 

Cuando 0s > el lim lim
s t

s pp p

p e p

s se

−

−→∞ →∞
= =

− −
 

Aplicando la regla de L´Hopital 

2

1
lim 0

s pp s e−→∞
= =

−
 

Para 0t = es 

00
0

stt e e

s s

−

= =
− −

 

En consecuencia, la integral (1) se reduce a: 

{ } { }
20

1 1 1
1s tt e dt

s s s

∞ − =∫L L  
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5. c) { } 1
!

nnt n s +=L  para ( )0 1,2,3,.......s n> =  

Esta regla ya se demostró en el punto anterior para 1n =  

Supongamos ahora que se verifica para un valor de n k= , o sea que 

{ } 1

!k
k

k
t

s +
=L  

Para 1n k= +  será: { }1 1

0

k k stt t e dt
∞+ + −= ∫L  

Desarrollando esta última integral por partes, es 

{ }
1

1

0
0

1k st
k k stt e k
t t e dt

s s
τ

∞+ − ∞+ −

=

+
= +

− ∫L  

Procediendo como en el punto anterior se demuestra que el primer término del segundo 

miembro es igual a cero, de donde 

{ } { } ( )1 2

1

1 1 !
1 !k k k

k

k k k
t t k s

s s s
+ +

+

+ +
= = = +L  

Así, por el principio de inducción completa, queda probada la validez de la fórmula para todo 

valor natural de n .- 

5. d) { } 1ate
s a

=
−

L  para 0s >  

{ } ( )
( )

0 0

0

s a t
s a ta t a t s t e

e e e dt e dt
s a

∞− −
∞ ∞ − −−= =

−∫ ∫L  

si 
( )

( )
1

0 lim lim 0
s a t

s a tt t
s a s a e

e

− −

−→∞ →∞
> ⇒ − > ⇒ = =  

en consecuencia, resulta: 

{ }
00 1at e

e
s a s a

 −
=  − − 

L  para s a>  

5. e) { } 2 2
sen

a
at

s a
 =  + 

L  para s a>  

Demostración: 

{ } ( )
0

sen sensta t e a t dt
∞ −= ∫L  

aplicamos el método de integración por partes, haciendo: 

st s tu e du se dt− −= ∴ = −  

cos
s en

at
dv at dt v

a
= = −  

( ) ( ) ( )
cos

sen cosst s t s tat s
I e a t dt e e at dt

a a
− − −= = − −∫ ∫    (1) 

Reiterando el método de integración por partes para resolver esta última integral, y sustituyendo 

en (1) resulta: 

( ) ( )cos senst s tat a ts s
I e e I

a a a a
− − 

= − + 
 
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Desarrollando el paréntesis y pasando el último término al primer miembro, 

( ) ( )
2

2 2

cos
1 senst ats s

I e a t
a a a

− 
+ = + 

 
 

Si 0 0sts e−> ⇒ →  cuando  t →∞  y como cos 1aτ <  y sen 1aτ < , el segundo 

miembro tiende a cero para t →∞    

Cuando 0t =  es; 1ste− = , cos 1at = , s en 0at = , entonces el segundo miembro se reduce a: 

1 a−  

De acuerdo con estas consideraciones podemos escribir: 

( )
ao

sena
a

s

a

at
edtatsene

a

s stst 1cos
1

202

2

=
∞









+−=








+ −∞ −∫ τ  

En consecuencia: 

{ } { }
2 2 2

2 2 2

1
sen sen

a s a
a t a t

a a a s

+
= ∴ =

+
L L  

5. f) { } 2 2
cos

s
a t

s a
 =  + 

L  para s a>  

Demostración: 

{ } ( )
0

cos cossta t e a t dτ
∞ −= ∫L  

Aplicando el método de integración por partes se obtiene: 

{ } ( ) ( )
0

0

sen
cos senst s tat s

a t e e at d
a a

τ
∞

∞− −= + ∫L  

El primer término del segundo miembro es igual a cero y el segundo es la transformada de la 

función sen aτ, de donde 

{ } { } 2 2 2 2
cos sen

s s a s
a t at

a a s a s a
= = ⋅ =

+ +
L L  

5. g) { } 2 2
Sh

a
at

s a
 =  − 

L  para s a>  

Demostración: 

{ }Sh
2

at a te e
at

−−
=L L  

Como la transformada de una función, por tratarse de una integral, posee propiedades lineales, 

podemos escribir: 

( ){ } ( ) ( )1 1 1 1
Sh

2 2

at atat e e
s a s a

−  = − = − + − 
L L L  

y efectuando las operaciones, resulta: 

( ){ } ( ) ( )
2 2 2 2

1
Sh

2

s a s a a
at

s a s a

+ − −
=

+ +
=L  
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5. h) { } 2 2
Ch

a
at

s a
 =  − 

L  para s a>  

Demostración: 

( ){ } ( ) ( ) ( )1
Ch

2

1

2
a aat e e

a ae e τ ττ τ −= = +
 −+ 
 

L L L L  

de donde  ( ){ } 1 1 1
Ch

2
at

s a s a
 = + − + 

L  para s a>  

y efectuando las operaciones en el segundo miembro resulta: 

( ){ } 2 2
Ch

s
at

s a
=

−
L  

Sintetizando los resultados obtenidos podemos confeccionar la siguiente tabla de transformadas 

de funciones elementales: 

Nº ( )f t  ( )F s  s  

1 L 1 s  0s >  

2 t  21 s  0s >  

3 nt  1! nn s +
 0s >  

4 ate  ( )1 s a−  s a>  

5 sen at  ( )2 2a s a+  s a>  

6 cosat  ( )2 2s s a+  s a>  

7 Sh at  ( )2 2a s a−  s a>  

8 Ch at  ( )2 2s s a+  s a>  

66..    PPRROOPPIIEEDDAADDEESS  LLIINNEEAALLEESS  DDEE  LLAA  TTRRAANNSSFFOORRMMAADDAA  

Si ( )f t  y ( )g t , son dos funciones cuya transformada de Laplace existe, para s a> , y “ A”, 

“B ”, son dos constantes, es: 

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }Af t Bg t A f t B g t+ = +L L L  

Esta propiedad es consecuencia inmediata de la definición de transformada de Laplace, en razón 

de las propiedades lineales de las integrales. 

Ejemplo: 

{ } { } { } { }2 2

3 2

2 5 2
5 1 5 2 1t t t t

s s s
− + = − + = − +L L L L  

77..    PPRROOPPIIEEDDAADD  DDEE  TTRRAASSLLAACCIIÓÓNN  ((PPRRIIMMEERR  TTEEOORREEMMAA  DDEELL  DDEESSPPLLAAZZAAMMIIEENNTTOO))  

Si ( ){ } ( ) ( ){ } ( )atf t F s e f t F s a= ⇒ = −L L  

Demostración: 

( ){ } ( )
0

at s t ate f t e e f t dt
∞ −= ∫L  por definición. 
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Podemos escribir entonces: 

( ){ } ( ) ( )
0

s aate f t e f t dt
∞ − −= ∫L  

Si la Transformada de Laplace de la función ( )f t  existe, esta última integral define una 

transformación de variable simbólica ( )s a− , por lo tanto la propiedad queda demostrada. 

Ejemplos: Hallar aa))   { }2 3tt eL    bb)) { }2 sen 4te tL

aa)) { } { } ( )32 3 2 32 2 3tt s t e s= ⇒ = −L L   

bb)) ( ){ } { }
( )

2

22

4 4
sen 4 sen 4

16 2 16

tt e t
s s

−= ⇒ =
+ + +

L L  

Con el empleo de esta propiedad podemos ampliar la tabla de Transformadas de las funciones 

elementales de la página anterior en la siguiente forma. 

Nº ( )f t  ( ) ( ){ }F s f t=L  s  

9 
at ne t  ( ) 1

!
n

n s a
+

−  s a>  

10 ( )cosbte at  
( )2 2

s b

s b a

−

− +
 

 

11 ( )senbte at  ( )2 2a s b a− +   

12 ( )Chbte at  
( )2 2

s b

s b a

−

− −
 

 

13 ( )Shbte at  
( )2 2

a

s b a− −
 

 

88..  TTRRAANNSSFFOORRMMAADDAASS  DDEE  LLAASS  DDEERRIIVVAADDAASS  DDEE  UUNNAA  FFUUNNCCIIÓÓNN  

Sea ( )f t  una función de orden exponencial, cuya transformada de Laplace es ( )F s  y ( )f t′  

su derivada de primer orden. 

aa)) Demostraremos en primer lugar que: 

( ){ } ( ) ( )0f t sF s f′ = −L  

Demostración: 

( ){ } ( )
0

s tf t e f t dt
∞ −′ = ∫L  

para resolver esta última integral por partes, hacemos: 

( )s t s tu e dv f t dt du se dt− −′= = ⇒ = − ,  ( )v f t= , entonces 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0
0

lim lim 0
p

st s t s t

p p
f t e f t s e f t dt e f t e f sF s

∞− − −

→∞ →∞
′ = + = − +∫L (1) 

Si ( )f t  es una función de orden exponencial α , como hemos supuesto, cuando t →∞ , se 

puede considerar ( ) tf t M e∞<  y por lo tanto: 

( ) ( )ssp t spe f p M e e M e pα− −− ∞ −< =  

si 0s > , el segundo miembro de esta desigualdad tiende a cero cuando p  tiende a infinito. En 

consecuencia, de (1) se obtiene: 

( ){ } ( ) ( )0f t f sF s′ = − +L  
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bb))Si ( )f t  posee derivada de segundo orden ( )f t′′ , demostraremos que: 

( ){ } ( ) ( ) ( )2 0 0f t s F s sf f′′ ′= − −L  

En efecto; 

Aplicando la fórmula obtenida para la derivada de primer orden es: 

( ){ } ( ) ( ){ }0f t sl f fτ′′ ′ ′= −L  

( ){ } ( ) ( ) ( )0 0f s s F s f fτ′′ ′= ⋅ − −  L  

( ){ } ( ) ( ) ( )2 0 0f s F s s f fτ′′ ′= − ⋅ −L  

Por el principio de inducción completa se puede generalizar la fórmula de transformación para 

una derivada enésima. 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 20 0 0
nn n n nf t s F s s f s f f −− − ′= − − − −…L  

99..  MMUULLTTIIPPLLIICCAACCIIÓÓNN  PPOORR  
nt       ( )1,2, 3,n = …   

( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )1
n nnf t F s t f t F s= ⇒ = −L L  

aa)) Si 1n =  

( ) ( )
0

s tF s e f t dt
∞ −= ∫  

Podemos derivar la función ( )F s , aplicando la Regla de Leibniz, bajo el signo integral, 

entonces: 

( ) ( ) ( )
0 0

s t s td
F s e f t dt e t f t dt

ds

∞ ∞− −′ = = −∫ ∫  

Resulta así: 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )F s t f t t f t F s′ = − ∴ = −L L  

Generalización: 

Supongamos que la regla es válida para n k= , o sea: 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
0

1
k kk s t kt f t e t f t dt F s

∞ −= = −∫L  

Derivando nuevamente respecto de s se obtiene: 

( ) ( ) ( ) ( )11

0
1

k kst ne t f t dt F s
∞ +− −− = −∫  

de donde resulta: 

( ){ } ( ) ( ) ( )1 11 1
k knt f t F s
+ ++ = −L  

con lo que, por el principio de inducción completa, la regla queda demostrada para todo valor 

natural de n . 

Ejemplo:  Hallar ( ){ }2 sent atL  

como ( ){ } 2 2
sen

a
at

s a
=

+
L   

( ){ } ( )
( ) ( )

2 2 3
22

2 32 2 2
2 2 2 2

2 2 2 8
sen 1

d a d as as a as
s t at

ds s a ds s a s a

 − − − +   = − = =   +  + + 

L  
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1100..  CCAAMMBBIIOO  DDEE  EESSCCAALLAA  

( ){ } 1 s
f at F

a a
 =  
 

L    donde ( ) ( ){ }F s f t=L  

( ){ } ( )
0

s tf t e f at dt
∞ −= ∫L . 

haciendo 
du

u at du a dt dt
a

= ⇒ = ∴ =  

( ){ } ( ) ( ) ( )
0 0

1 1
su s

u
a adu

f at e f u e f u du F s a
a a a

− −∞ ∞
= = =∫ ∫L    

Ejemplos 

11))  { } { }1 1 1 1

1
1

t ate e
ss a s a
a

= ⇒ = =
− −−

L L  

1111..  DDIIVVIISSIIÓÓNN  PPOORR  t   

( ) ( )
s

f t
F u du

t

∞ 
= 

 
∫L  si ( ) ( ){ }F s f t=L  

1122..  SSEEGGUUNNDDOO  TTEEOORREEMMAA  DDEELL  DDEESSPPLLAAZZAAMMIIEENNTTOO  

FFUUNNCCIIÓÓNN  EESSCCAALLÓÓNN  UUNNIIDDAADD  OO  DDEE  HHEEAAVVIISSIIDDEE::  

( )
0 0

1 0

si t
u t

si t

<
= 

≥
         

( ){ } ( )
0

1
1st s t

a
u t u t e dt e dt

s

∞ ∞− −= = ⋅ ⋅ =∫ ∫L  0s >  

 

Figura 3 

FFUUNNCCIIÓÓNN  EESSCCAALLÓÓNN  UUNNIIDDAADD  DDEESSPPLLAAZZAADDOO::  

( )
0 0

1

si t a a
t a

si t a

< >
− = 

≥
                                

( ){ } ( )
0

1
a s

st s t

a

e
u t a u t a e dt e dt

s

−∞ ∞− −− = − = ⋅ ⋅ =∫ ∫L  s a>  

 

Figura 4 

1 

( )f t  

( )u t  

t  

( )f t  

1
 

( )u t a−  

t  
a  
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TTEEOORREEMMAA  DDEELL  DDEESSPPLLAAZZAAMMIIEENNTTOO::  

( ) ( ){ } ( )a sF t a u t a e F s− ⋅− ⋅ − =L  

 

Figura 5 

Ejercicios: Hallar las transformadas de Laplace de las siguientes funciones: 

11))  ( )f t at b= +  

22))  ( ) 2f t at bt c= + +  

33))  ( ) 38 3f t t= −  

44))  ( ) sen3f t t=  

55))  ( ) 2senf t t=  

66))  ( ) at bf t e +=  

77))  ( ) 5 4tf t e −=  

88))  ( ) 2Ch 2f t t=  

99))  ( ) sen cosf t t t= ⋅  

1100))  ( ) ( )senf t a wt c= +  

1111))  ( ) ( )cosf t a wt c= +  

1122))  ( ) sen sen 2f t t t= ⋅  

1133))  ( ) sen cos3f t t t= ⋅  

1144))  ( ) sentf t e t=  

1155))  ( ) cosatf t e wt=  

1166))  ( ) 3 3tf t t e−=  

 

Soluciones: 

11))  { } { } { }
2 2

1 1
1

a bs
at b a t b a b

s s s

+
+ = + = + =L L L  

22))  { } { } { } { }
2

2 2

3 2 3

2 2
1

b c a bs cs
at bt c a t b t c a

s s s s

+ +
+ + = + + = + = =L L L L  

33))  { }
3

3

4 4

3! 3 48 3
8 3 8

s
t

s s s

−
− = − =L  

44))  ( ){ } 2

3
sen 3t

9s
=

+
L  

55))  { } ( )2

2

1 1
sen 1 cos2

2 2 4

s
t t

s
 = − = − 

+ 
L L  

66))  { } { } { }
b

at b b at b at e
e e e e e

s a
+ = = =

−
L L L  

77))  { } { }
4

5 4 4 5

5

t t e
e e e

s

−
− −= =

−
L L  

( ) ( )f t a u t a− ⋅ −  

( )u t a−  

( )f t a−  

( )f t

t  

t  

t  

t  
a

a

1 

( )f t

a
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88))  { } ( )2

2

1 1 1
Ch 2 1 Ch 4

2 2 16

s
t t

s s
   = + = +   −   

L L  

99))  ( ) ( ){ } 2 2

1 1 2 1
sen cos sen 2t

2 2 4 4
t t

s s
 ⋅ = = = 

+ + 
L L  

1100))  

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( )
2 2 2

sen cos sen sen cos

cos sen

a wt c a c wt c wt

w s
a c a c

s w s w

+ = ⋅ + ⋅ =

= ⋅ +
+ +

L L
 

1111))  

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( )
2 2 2 2

cos cos cos sen sen

cos sen

a wt c a c wt c wt

s w
a c a c

s w s w

+ = − + =

= +
+ +

L L
 

1122))  ( ) ( ){ } ( ) ( ) 2 2

1 1
sen sen 2 cos cos 3

2 2 1 9

s s
t t t t

s s
   = − = −   + +   

L L  

1133))  ( ) ( ){ } ( ) ( )( )1
sen 2 cos 3 sen 5 sen

2
t t t t

 = − 
 

L L  

 Para esta sustitución se ha tenido en cuenta que : 

 ( ) ( )sen sen 2 sen cos
2 2

a b a b
a b

− +
− =  

 si se hace 2
2

a b
t

−
=   y  3

2

a b
t

+
= , se obtiene 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1
sen 2 cos 3 sen 5t sen t

2
t t =  

 ( ) ( ){ } 2 2

1 5 1
sen 2 cos 3

2 25 1
t t

s s
 = − + + 

L  

1144))  ( ){ }sente tL  

 como ( ){ } ( ){ }
( )22

1 1
sen sen

1 1 1

tt e t
s s

= ⇒ =
+ − +

L L   

 por la primera ley de traslación. 

1155))  ( ){ }cosate wtL  

 como ( ){ } ( ){ }
( )22 2

cos cos
ats s a

wt e wt
s w s a w

−
= ⇒ =

+ − +
L L  

 por la primera ley de traslación. 

1166))  { }3 3tt e−L : 

 como { } { }
( )

3 3 3

44

3! 3!

3

tt t e
s s

−= ⇒ =
+

L L  por la primera ley de traslación. 

 Aplicando multiplicación por 
3t  

 ( ) { } ( )
3 1

3

tF s e
s

−= =
+

L  

 { } ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2
33 3

2 2 43 2

1 2 6
1

3 3 3

t d d d
t e F s

ds ds dss s s
−

   
= − = − − = − =   

   + + +   
L  
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1133..  TTRRAANNSSFFOORRMMAADDAA  IINNVVEERRSSAA  DDEE  LLAAPPLLAACCEE  

En la resolución de ecuaciones diferenciales, cuando se aplica la transformación de Laplace, se 

presenta al final el problema inverso de hallar la función cuya transformada se conoce. 

Así, si ( ) ( ){ }f t F s=L , se dice que la transformada inversa de la función ( )F s  es ( )f t . 

La transformada inversa de una función ( )F s  se representa simbólicamente por: 

( ){ } ( )1 F s f t− =L  

Por ejemplo: 

{ }3 1 31 1

3 3

t te e
s s

−  = ⇒ = 
− − 

L L  

1144..  TTAABBLLAA  DDEE  TTRRAANNSSFFOORRMMAADDAASS  IINNVVEERRSSAASS  

De la tabla de transformadas inmediatas deducimos la siguiente correspondiente a las 

antitransformadas de las funciones elementales: 

Nº ( )f s  ( ) ( ){ }1 F s f t− =L  

1 1 s  1 

2 
2

1 s  t  

3 ( )1 1,2,
ns n = …  ( )1 1 !nt n− −  

4 ( )1 s a−  ate  

5 ( )2 21 s a+  ( )sen at

a
 

6 ( )2 2s s a+  cos at  

7 ( )2 21 s a+  ( )Sh at

a
 

8 ( )2 2s s a+  ( )Ch at  

1155..  PPRROOPPIIEEDDAADDEESS  LLIINNEEAALLEESS  DDEE  LLAA  TTRRAANNSSFFOORRMMAADDAA  IINNVVEERRSSAA  

Si ( ){ } ( )f t F s=L , ( ){ } ( )g t G s=L  a  y b  constantes, es 

( ) ( )( ){ } ( ) ( )1 aF s bG s af t bg t− + = +L  

En efecto, dado que: 

( ) ( ){ } ( ) ( )af t bg t aF s bG s+ = +L  

entonces ( ) ( ){ } ( ) ( )1 aF s bG s af t bg t− + = +L  

Ejemplo: 

1 1 1 2

2 2

1 3 1 3 4 3
Sh 4

2 16 2 4 16 4

te t
s s s s

− − −     − = − = −     
− − − −     

L L L  



Ingeniería Electromecánica: “Transformada de Laplace” Pág. 13 

    

 

 

    Universidad Tecnológica Nacional- Unidad Académica Reconquista 

1166..  PPRRIIMMEERRAA  PPRROOPPIIEEDDAADD  DDEE  TTRRAANNSSLLAACCIIÓÓNN  

Si  

( ){ } ( ) ( ){ } ( )1 1 atF s f t F s a e f t− −= ⇒ − =L L  

Esta propiedad es consecuencia de la primera ley de translación de la Transformada de Laplace. 

1177..  CCAAMMBBIIOO  DDEE  EESSCCAALLAA        

( ){ }1 1 t
F ks f

k k
−  =  

 
L  si cte.k =  y ( ){ } ( )1 F s f t− =L  

Demostración: 

Si ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0 0

su k suF s f t F s e f u du F ks e f u du
∞ ∞

− − −= ⇒ = ∴ =∫ ∫L  

Sabiendo t ku u t k du dt k= ⇒ = ⇒ = ⇒  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1s t s tdt
F ks e f t k e f t k du f t k

k k k

∞ ∞
− −= = =∫ ∫  

( ){ }1 1 t
F ks f

k k
−  =  

 
L  

Ejemplo: 

( )1

2

1

2

1 1
sen 2t

4 2

1 1 2 1 1 2
sen sen 2t 2

2 4 22 2 2 2 2

s

t
s

−

−

  = ⇒ 
+ 

  = = = = 
+ 

L

L
 

1188..  TTRRAANNSSFFOORRMMAADDAA  IINNVVEERRSSAA  DDEE  EEXXPPRREESSIIOONNEESS  DDEE  LLAA  FFOORRMMAA  ( ) ( )P s Q s   

Desarrollaremos a continuación un método para hallar la transformada inversa de una función 

algebraica de la forma ( ) ( )P s Q s  donde tanto el numerador como el denominador son polinomios 

enteros en s y además el denominador es de grado mayor que el numerador. 

Consideraremos además que el polinomio denominador ( )Q s  tiene como coeficiente del 

término de mayor grado a la unidad. 

Se pueden presentar tres casos distintos, a saber: 

aa)) cuando el denominador tiene raíces reales simples. 

bb)) cuando el denominador tiene raíces reales múltiples. 

cc)) cuando el denominador tiene raíces imaginarias. 

RRAAÍÍCCEESS  RREEAALLEESS  SSIIMMPPLLEESS  

PPrriimmeerr  ccaassoo: Supongamos que ( )Q s  se anula para S a= , s b= , S c=  

Hacemos 
( )
( )

P s A B C

Q s s a s b s c
= + +

− − −
  

reduciendo a común denominador y eliminando los denominadores resulta: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )P s A s b s c B s a s c C s a s b≅ − − + − − + − −  
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Si en la identidad anterior se dan a la variable “ s ” tres valores numéricos distintos se obtienen 

tres ecuaciones con tres incógnitas que nos permiten determinar los valores numéricos de los 

coeficientes A , B , C . 

Así, para s a= , es: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

P a
P a A a b a c A

a b a c
= − − ⇒ =

− −
 

Para s b= , es: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

P b
P b B b a b c B

b a b c
= − − ⇒ =

− −
 

Para s c= , es: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

P c
P c C c a c c C

c a c b
= − − ⇒ =

− −
 

Obtenidos los coeficientes A , B , C , se procede a aplicar la propiedad lineal de la 

transformada inversa: 

( ) ( ){ }1 1 1 11 1 1
P s Q s A B C

s a s b s c
− − − −     = + +     

− − −     
L L L L  

( ) ( ){ }1 at bt ctP s Q s Ae Be Ce− = + +L  

Ejemplo: Hallar 

1

3 2

1

6

s

s s s
− + 
 

+ − 
L  

Determinamos las raíces del denominador, 

( )3 2 2

1 2 36 0 6 0 0, 2, 3s s s s s s s s s+ − = ⇒ + − = ⇒ = = = −  

Hacemos entonces: 

( ) ( ) ( ) ( )
3 2

1
1 2 3 3 2

6 2 3

s A B C
s A s s B s C s

s s s B s s

+
= + + ∴ + = − + + + + −

+ − − +
 

( )

( ) ( )

para 0 es 1 2 3 1 6

para 2 es 3 2 5 3 10

para 3 es 2 3 5 2 15

s A A

s B B

s C C

= = − ⇒ = −

= = ⋅ ⋅ ⇒ =

= − − = − − ⇒ = −
  

Resulta entonces: 

1 1 1 1 2 3

3 2

1 1 1 3 1 2 1 1 3 2

6 6 10 2 15 3 6 10 15

t ts
e e

s s s s s s
− − − − −+       = − + − = − + −       

+ − − +       
L L L L

RRAAÍÍCCEESS  RREEAALLEESS  MMÚÚLLTTIIPPLLEESS 

SSeegguunnddoo  ccaassoo: Supongamos que el denominador tiene dos o más raíces distintas, una de las 

cuales por lo menos, es múltiple. Por ejemplo, supongamos que, 

( ) 0Q s =  para 1 2 3 4,s a s s s b= = = =  

aa)) En ese caso hacemos, 

( )
( ) ( ) ( ) ( )3 2

P s A B C D

Q s s a s bs b s b
= + + +

− −− −
 

Reduciendo a común denominador y eliminando los denominadores, se obtiene: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 2
P s a s b B s a C s a s b D s a s b= − + − + − − + − −  
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Esta identidad permite formar, para cuatro valores distintos de la variable independiente s , un 
sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas A , B , C  y D .  

Determinados los valores de estos coeficientes se procede a calcular la Transformada inversa 

por aplicación de la propiedad de linealidad, entonces: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

3 2

2

1 1 1 1

2at bt bt bt

P s
A B C D

Q s s q s bs b s b

Ae Be t Ct e De

− − − − −
              

= + + + =         
− −− −              

= + + +

L L L L L
 

Nota: Aplicamos aquí la primera propiedad de traslación, ya que:  

Si 
( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

3 2

1 1 1 1

!

P s
A B C D

Q s s a s bs b s b
− − − − −

              = + + +         
− −  − −            

L L L LL  

Entonces, 

 ( )
( )

( )

1
1 1

1 !1 1

1 ! 1 !

n

n n

n t

s n s n

−
− − −   = =   

− −   
L L  

Por cada raíz múltiple de orden de multiplicidad “n” se obtiene “n-1” ecuaciones con “n-1” 

incógnitas. 

  

Ver ej. Pág.17  

0s =  Orden de multiplicidad = 3  3 – 1 = 2 ecuaciones 

   + 

1s =       “     “         “              = 2  2 – 1 = 1 ecuaciones 
 

   3 ecuaciones con 3 incógnitas ( ; ; )B C E  

Ej.: 

Hallar: 

 
1

5 4 3

2

2

s

s s s
− + 
 

− − 
L  

Factoreando el denominador 

 ( ) ( )25 4 3 3 2 32 2 1 1a s s s s s s s− + = − + = −  

se obtiene inmediatamente sus raíces: 1 2 3 0s s s= = = , 4 5 1s s= =  

Hacemos: 

 
( )25 4 3 3 2

2

2 11

s A B C D E

s s s s s s ss

+
= + + + +

− + −−
     (1) 

Después de reducir a común denominador y suprimir los denominadores se obtiene la siguiente 

identidad: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 3 32 1 1 1 1s A s Bs s Cs c Ds Es s+ = − + − + − + + −  

Para 0s =  y 1s = se obtienen de inmediato los valores de los coeficientes: 

 2A =   3D =  

“n-1” 

ecuaciones 

“n-1” 

incógnitas 

-- -- -- -- -- -- 

-- -- -- -- -- -- 

-- -- -- -- -- -- 

-- -- -- -- -- -- 
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Sustituyendo A  y D por los valores obtenidos, podemos formar para tres valores distintos de s , 
un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas que nos permitirá calcular B , C  y E . Así, para: 

 

1 ; 2 4 8 22

3 ; 12 36 54 84

1 ; 4 4 2 4

s B C E

s B C E

s B C E

= + + = − 


= + + = − 
= − − + + = − 

 

o bien; 

 

2 4 11

2 6 9 14 5 8 8

2 2 2

B C E

B C E B C E

B C E

+ + = − 


+ + = − ∴ = = = −
− + + = − 

 

Sustituyendo en (1) los valores obtenidos para los coeficientes A , B , C , D , E  resolvemos; 

 ( )
( )

1 1

25 4 3 3 2

2

2 2 5 8 3 8

2 11

5 8 3 8t

s

s s s s s s ss

t t e t

− −
 +     = + + + −    − − −   −  

= + + + −

L L
 

OOTTRROO  MMÉÉTTOODDOO  PPAARRAA  HHAALLLLAARR  LLOOSS  VVAALLOORREESS  DDEE  LLOOSS  CCOOEEFFIICCIIEENNTTEESS  IINNDDEETTEERRMMIINNAADDOOSS::  

Si a partir de la expresión (1) de esta misma pág., multiplicamos ambos miembros por 
3s , se 

obtiene: 

 
( ) ( )

3 3
2

2 2

2

11 1

s Ds Es
A Bs Cs

ss s

+
= + + + +

−− −
      (2) 

Para 0s =  se obtiene en forma inmediata 2A =  

Si se derivan los miembros de la igualdad (2), resulta: 

( )
( )3

5
2

1

s
B Cs W s

s

+
= + +

−
        (3) 

En esta última igualdad hemos representado por ( )W s  la función que resulta de derivar los dos 

últimos términos de (2). Hacemos notar que esta función ( )W s  debe contener un factor común 
2s , 

entonces; 

para 0s =  es 5B =  

si se halla la derivada de la igualdad (3), es: 

 
( ) ( ) ( )

( )
( )

3 2

4

1 3 1 5
2

1

s s s
C W s

s

− − − +
′= +

−
      (4) 

Como la función ( )W s  contiene un factor común 
2s , su derivada contiene el factor s . Por lo 

tanto, para 0s = , la igualdad (4) da: 

 16 2 8C C= ∴ =  

Para determinar ahora los valores de los coeficientes D  y F  se multiplica la igualdad (1) por 

( )21s −  resultando: 

 ( ) ( ) ( )2
3

2
1 1

s
D E s h s s

s

+
= + − + −       (5) 

Para abreviar el procedimiento se han representado los tres primeros términos del segundo 

miembro de la igualdad (1) por la función ( )h s . Si hacemos 1s = , de la igualdad (5) se obtiene en 

forma inmediata: 

 3D =  

Sistema de 3 

ecuaciones con 3 

incógnitas (B ;C ;E ) 
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Derivando la igualdad (5), es : 

 
( ) ( )( ( ) ( ) ( ))

3 2

6

3 2
1 1 2

s s s
E s h s s h s

s

− +
′= + − − +  

que para 1s = , da: 8E = −  

Raíces imaginarias conjugadas simples 

TTeerrcceerr  ccaassoo: El denominador ( )Q s  posee dos raíces imaginarias conjugadas simples. 

Supongamos que ( ) 0Q s =  para 1s a bi= + , 2s a bi= −  

Procediendo como en el caso de las raíces reales simples descomponemos el cociente 

( ) ( )P s Q s  así: 

 
( )
( ) ( ) ( )

P s A B

Q s s a bi s a bi
= +

− + − −
 

Los valores de los coeficientes A  y B  se determinan con los procedimientos vistos 

anteriormente para el caso de raíces reales, entonces, 

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 11 1

a bi t a bi t

P s
A B

Q s s a ib s a ib

Ae Be

− − −

+ −

          
= + =     

− + − +          

= +

L L L
 

Podemos transformar esta última expresión así: 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

cos sen cos sen

cos sen

at ibt ibt

at

at

P s
e Ae Be

Q s

e A bt i bt B bt i bt

e A B bt A B i bt

− −
  

= + = 
  

= + + − =

= + + −

L

 

Ej.: Hallar 
1

2

6 2

9

s

s
− − 
 

+ 
L  

 
2 9 0s + =  para 1 3s i=  2 3s i= −  

Hacemos 2

6 2

9 3 3

s A B

s s i s i

−
= +

+ − +
       (1) 

Si suponemos calculados los valores de los coeficientes A  y B , pasamos a calcular la 

transformada inversa: 

 ( ) ( )
( ) ( )

1 3 3

2

6 2

9

cos3 sen3 cos3 sen 3

cos3 sen 3

i t i ts
Ae Be

s

A t i t B t i t

A B t i A B t

− −−  = + = 
+ 

= + + − =

= + + −

L

   (2) 

Calculamos ahora los valores de A  y B . Multiplicamos la igualdad (1) por ( )3s i− , y 

simplificamos: 

 
6 2 3

3 3

s s i
A B

s i s i

− −
= +

+ +
 

que para 3s i=   

da: 
1

3
3

A i= +  
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Multiplicando la igualdad (1) por ( )3s i+  y simplificando, es: 

 
6 2 3

3 3

s s i
A B

s i s i

− +
= +

− −
, expresión esta última 

que para: 3s i= −  

da: 
1

3
3

B i= −  

En consecuencia, es 6A B+ =  y ( ) 22 2

3 3
A B i i− = = −  

Sustituyendo estos valores en (2) resulta: 

 
1

2

6 2 2
6cos3 sen3

9 3

s
t t

s
− −  = − 

+ 
L  

1199..  CCOONNVVOOLLUUCCIIÓÓNN  

Se llama convolución de las funciones ( )f t  y ( )g t , y se representa simbólicamente por f g∗ , 

a la función definida por la siguiente integral: 

 ( ) ( )
0

t
f g F t u g u du∗ = −∫  

PPRROOPPIIEEDDAADDEESS  DDEE  LLAA  CCOONNVVOOLLUUCCIIÓÓNN::  

aa)) Demostraremos primero que si ( ){ } ( )f t F s=L  y ( ){ } ( )g t G s=L  

 ( ) ( ){ }1 *F s G s f g− =L  

En efecto, 

{ } ( )
0

* *stf g e f g dt
∞ −= ∫L  por definición de transformada 

{ } ( ) ( )

( ) ( )
0 0

0 0

*
tst

t u

tst st

t u

f g e f t u g u du dt

e e f t u g u du dt

∞ −

= =

∞ − −

= =

= − =

= −

∫ ∫

∫ ∫

L
 

 

Figura 6 

La región del plano t , u  expresada por 0 u t≤ ≤ , se puede representar también por el par de 

inecuacines siguientes: 

0 u≤ <∞ ; u t≤ <∞  

de modo que la transformada de la convolución de f  y g  puede adoptar la siguiente forma: 

 

{ } ( ) ( )

( ) ( )
0 0

0

*
t st

u t

st

u t u

f g e f t u g u du dt

g u e f t u dt du

∞ −

= =

∞ ∞ −

= =

= − =

= −

∫ ∫

∫ ∫

L
 

u
 

t

t u=

t u=  

 u
 

u

.P 
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Para resolver primero la integral interior, respecto de la variable t , consideramos u  como si se 

tratara de una constante y haciendo 

t u z t u z− = ⇒ = +   ; dt dz=  

si 0t u z→ ⇒ →  ; si t z→∞ ⇒ →∞  

Sustituyendo en la integral anterior resulta: 

 

{ } ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

*
s u z

u z

su sz

u z

f g g u e f z dz du

e g u du e f z dz G s F s

∞ ∞ − +

= =

∞ ∞− −

= =

= • =

= • = •

∫ ∫

∫ ∫

L
 

Hemos demostrado que: 

 { } ( ) ( ) ( ) ( ){ }1* *f g F s G s F s G s f g−= • ⇒ • =L L  

bb)) La convolución es una operación conmutativa. 

En efecto: 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 1* *f g F s G s G s F s g f− −= • = • =L L  

Aplicaciones: 

Hallar la transformada inversa de ( )2

1

1s s +
 

Sabemos que 
1 1

1
s

−   = 
 

L  y 
1

2

1
sen

1
t

s
−   = 

+ 
L  

Entonces ( )
1

2 0

1
1*sen 1sen

1

cos 1 cos

t

t
u

t u du
s s

u t

−
  

= = = 
+  

= − = −

∫L
 

cc)) Hallar la transformada inversa de ( )2 2

1

1s s +
 

Sabemos que las transformadas inversas de estos factores son las funciones t  y sen t , entonces: 

 ( ) ( )

( )

1

2 2 0

0

1
*sen sen

1

cos sen

t

t
u

t t t u u du
s s

t u u t t

−

=

  
= = − = 

+  

= − − = −

∫L
 

2200..  AAPPLLIICCAACCIIÓÓNN  DDEE  LLAA  TTRRAANNSSFFOORRMMAADDAA  DDEE  LLAAPPLLAACCEE  PPAARRAA  LLAA  RREESSOOLLUUCCIIÓÓNN  DDEE  EECCUUAACCIIOONNEESS  

DDIIFFEERREENNCCIIAALLEESS  CCOONN  CCOONNDDIICCIIOONNEESS  IINNIICCIIAALLEESS  

aa)) Sea la ecuación diferencial 

 4 3 0y y y′′ ′− + =  con las condiciones ( )0 3y = ; ( )0 7y =  

Aplicando la transformada a los dos miembros de la ecuación se obtiene: 

 { }4 3 0y y′′ ′− + =L          (1) 

pero; 
{ } { } { } ( ) { }
{ } { } ( ) { } { } { }

2 20 0 3 7

0 3 4 4 12

y s y s y y s y s

y s y y s y y s y

′′ ′′ ′= − − = − −

′ ′= − = − ⇒ = −

L L L
L L L L L

 

Aplicando la propiedad lineal de la transformada inversa y sustituyendo estos resultados en (1), 

 { } { } { }2 3 7 4 12 3 0s y s s y y− − − + + =L L L  
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Podemos agrupar los términos que contienen { }yL  en el primer miembro y los demás en el 

segundo, así: 

 ( ) { } { }2

2

3 5
4 3 3 5

4 3

s
s s y s y

s s

−
− + = − ∴ =

− +
L L  

Obtenida la transformada de la función y , debemos hallar la transformada inversa, para ello 

hacemos, 

2

1 24 3 0 1 3s s s s− + = ⇒ = =  

( ) ( )
2

3 5
3 5 3 1

4 3 1 3

s A B
s A s B s

s s s s

−
= + ∴ − ≡ − + −

− + − −
 

para ( )1 2 2s A= − = − ⇒  1A =  

para ( )3 4 2s B= = ⇒  2B =  

 
1 1 3

2

3 5 1 2
2

4 3 1 3

t ts
y e e

s s s s
− −−   = = + = +   

− + − −   
L L  

bb)) Resolver 
24 3 ty y y e′′ ′− + =  siendo ( )0 0y = , ( )0 0y′ =  

 

{ } { }

{ } ( ) ( ) { } ( ) { }

2

2

4 3

1
0 0 4 4 0 3

2

ty y y e

s y s y y s y y y
s

′′ ′− + =

− − − + + =
−

L L

L L L
 siendo  

Como de acuerdo con las condiciones iniciales ( ) ( )0 0 0y y′= =  la transformada de la 

ecuación se reduce a: 

 ( ) { } { }
( ) ( )

2

2

1 1
4 3

2 2 4 3
s s y y

s s s s
− + = ∴ =

− − − +
L L  

el dominador de esta transformada se anula para 

1 2s = , 2 1s = , 3 3s =  

Entonces hacemos: 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2

1

1 2 32 4 3

1 2 3 1 3 2 1

A B C

s s ss s s

A s s B s s C s s

= + + ∴
− − −− − +

∴ = − − + − − + − −
 

para 1s =   es 1 2 1 2A A= ⇒ =  

para 2s =  es 1 1B B= − ⇒ = −  

para 3s =  es 1 2 1 2C C= ⇒ =  

Sustituyendo los valores de estos coeficientes en (1) 

 

1 1 1

2 3

1 2 1 1 2

1 2 3

1 1

2 2

t t t

y
s s s

y e e e

− − −     = − +     
− − −     

= − −

L L L
 

cc)) Resolver la ecuación: 

 2 cosy y t′′ + =  para valores iniciales ( )0 0y = , ( )0 0y′ =  

 

{ } { }

{ } ( ) ( ) { }2

2

2 cos

2
0 0

1

y y t

s
s y s y y s y

s

′′ + =

′− − + =
+

L L

L L
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considerando las condiciones iniciales, se reduce a 

 ( ) { } { }
( )

2

22
2

2 2
1

1 1

s s
s y y

s s
+ = ⇒ =

+ +
L L  

Raíces imaginarias múltiples 

El denominador de esta transformada tiene ríes imaginarias dobles: 

 1 2 3 4s s i s s i= = = =  

Hacemos: 

 
( ) ( ) ( )2 2 2

2 2

2

1 1

s A B C D

s i s is is s
= + + +

− −++ +
     (2) 

Multiplicando por ( )2s i− , queda: 

 
( )

( ) ( ) ( )22

2s
A B s i w h s i

s i
= + − + −

−
 

(Hemos representado por ( )w s  a los dos últimos términos de (1)) 

De (2) para s i=  se obtiene  
1

2
A i= −  

Derivando (2) resulta: 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )3

2 2
2

s i
B s i w s s i w s

s i

− + ′= + − + +
+

 

Para s i=  la última expresión es 0B =  

Multiplicando ahora la igualdad (1) por ( )2s i+ , 

 
( )

( ) ( ) ( )22

2s
C D s i h s s i

s i
= + + + +

−
 

para s i= −  da: 
1

2
C i=  

Derivando la última identidad, se obtiene: 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )2

3

2 2
2

s i
D h s s i s i h s

s i

− − ′= + + + +
−

 

para s i= −  da: 0D =  

Con estos resultados hacemos 

 

( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 2
2

1 1

2 2

2 1 1

1

1 1it it

it it

s
A B

s i s is

A e B e
s s

A e t B e t t

− − −

− −

          
= + =     

− −+          

   = +   
   

= + =

L L L

L L (por translación) 

Resultada así: 

 ( ) ( )
( ) ( )

cos sen cos sen

cos sen

it ity At e Bt e

At t i t Bt t i t

t A B t t A B i t

= + =

= + + + =

= + + −
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para: 
1 1

0
2 2

A B i i+ = − + =  

y ( ) 1 senA B y t t− = ⇒ =  

2211..  SSIISSTTEEMMAASS  DDEE  EECCUUAACCIIOONNEESS  DDIIFFEERREENNCCIIAALLEESS  

Sea el sistema: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

cos 0 1; 0 1;

0 0 0; 0 2;

x x y t si x x x f t

x x y y si y y y g t

′′ ′ ′ ′+ − = = = − =


′′ ′′ ′+ + + = = = =
 

Por razones de brevedad, podemos hacer { }x F=L , { }y G=L  

Transformando el sistema de ecuaciones se obtiene: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

0 0 ´ 0 1

0 0 0 0 0

s F sx x sG y s s

s F sx x F s G sy y G

 ′− − − + = +


′ ′− − + + − − + =
 

Si se tienen en cuenta las condiciones iniciales del sistema anterior se reduce a: 

 
( )2 2

2 2

1 1 1

1 2 0

s F s sF sG s s

s F s F s G G

 − + + − − = +


− + + + − + =
 

de donde: 

 
( )

( ) ( )

2

2

2 2

1 (1)
1

1 1 1 (2)

s
s s F sG

s

s F s G s

 + − = + +
 + + + = +

 

Multiplicando la ecuación (1) por ( )2 1s + y la (2) por s  y sumando, 

 
( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 2

1 2

s s s s s F s s s s s s s s F

s s s s

 + + + + = + + + + + + = 

= + + +
 

y para 0s >  

 2

1 1

2 1
F

s s
= +

+ +
 como { }1 2 sentx F x e t−= ⇒ = +L  

Multiplicando la ecuación (1) por ( )2 1s− +  y la ecuación (2) por ( )2 1s +  y la ecuación (2) 

por ( )2s s+ , se obtiene: 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 21 1 1 1s s s s s G s s s s s s+ + + + = + + − − +  

de donde 

 ( )( ) ( ) ( )2 2 2 21 2 1 2s s s G s s s s s+ + = − + + +   y para 0s =  

 2 2 2

1

2 1 2 1

s s s
G

s s s s s

−
= + = − +

+ + + +
 

Como { }1 2 costy G y e t− −= ⇒ = − +L  


