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Tema 1

Introduccién y fundamentos

La asignatura Teoria de Sistemas pretende proporcionar herramientas para el estudio del
comportamiento de los sistemas dinamicos. En este primer tema se van a definir los
conceptos necesarios para el curso de teoria de sistemas. Se incluyen ejemplos de sistemas
conocidos con objeto de ilustrar las definiciones.

1.1 Sistemas dinamicos

Segin el DRAE!, un sistema es un ”Conjunto de cosas que ordenadamente relacionadas
entre si contribuyen a determinado objeto”. La definicién proporcionada por Aracil?
coincide en lo esencial pues dice que ”un sistema es un objeto formado por un conjunto
de cosas o partes, entre las cuales se establece alguna forma de relacién que las articula
en la unidad que es el sistema”.

Los sistemas dindmicos son aquéllos en los que el tiempo juega un papel fundamental
debido a que algunas partes cambian. Resulta facil hallar ejemplos de sistemas dindmicos
pues éstos abundan en la naturaleza. Asi por ejemplo, el sistema solar esta formado por
planetas y otros cuerpos relacionados entre si por fuerzas. La posicién relativa de los
planetas varia en el tiempo, por lo que el sistema es dinamico. Otros ejemplos de sistemas
dindmicos son:

El cuerpo humano.

La bolsa de Madrid.

e Un invernadero.

e La poblacion de aves, plantas e insectos en una reserva natural.

!Diccionario de la Real Academia de la Lengua
?Dindmica de sistemas. J. Aracil y F. Gordillo. Alianza Editorial, 1997.
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Un circuito eléctrico.

e Un movil sometido a la accién de fuerzas.

Un depésito que se llena de liquido.

Una cuba donde se mezclan reactivos para fabricar productos quimicos.

Estos ejemplos tan diversos ponen de manifiesto que el concepto de sistema es muy
amplio y es manejado en diversas disciplinas y campos del conocimiento.

En todos los casos citados se observa que dentro del sistema existen partes que se rela-
cionan entre si. Asi, en el cuerpo humano hay distintos érganos que intercambian materia
y energia, en la bolsa hay diversos agentes y entidades, en un circuito hay componentes,
etc.

El carédcter de dindmico se pone de manifiesto al observar cantidades correspondientes
a las partes que varian. Por ejemplo, el nivel de agua de un depdsito fluctia cuando se
retira o se anade agua. Utilizamos la palabra senal para designar a cualquier magnitud
que puede variar con el tiempo.

Uno de los objetivos perseguidos en esta asignatura es proporcionar métodos que per-
mitan explicar cémo se relacionan las senales en un sistema dindmico. Pero en primer
lugar es preciso delimitar los términos que se van a emplear.

1.2 Conceptos basicos

En este punto se definen algunos términos que van a ser usados profusamente en este
curso, por lo cual conviene aclarar su significado.

Se va a denominar senal o variable a cualquier magnitud que evoluciona con el tiempo.
Hemos visto que en un sistema dindmico existen objetos que se relacionan entre si de los
cuales podemos extraer medidas que varian en el tiempo. Se conoce con el nombre de
trayectoria precisamente la evolucion temporal de una magnitud. El conjunto de trayec-
torias seguidas por las magnitudes indica el comportamiento del sistema.

Consideremos varios ejemplos de comportamiento. En primer lugar supongamos una
masa colgada de un muelle. La posicién de la misma cambia con el tiempo de forma
oscilante. Se dice entonces que el sistema tiene un comportamiento oscilatorio. Un segundo
ejemplo lo obtenemos al medir la presién atmosférica en una habitaciéon. La medida se
mantiene casi inalterable en el tiempo, con variaciones lentas. Hablaremos entonces de
un comportamiento constante o casi constante. Una situacién muy distinta se produce al
considerar la cantidad de cierto isétopo radioactivo en una mezcla. Se observa que dicha
cantidad disminuye exponencialmente con el tiempo, de forma que cada cierto periodo
la cantidad es la mitad de la que habia en el periodo anterior. Este comportamiento de
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la desintegracién radioactiva sigue un comportamiento denominado descenso exponencial.
Como ultimo ejemplo pensemos en una masa que cae libremente bajo la accién de la
gravedad. La velocidad de la misma aumenta linealmente con el tiempo, mientras que
la posicién aumenta cuadriticamente. Estos dos comportamientos se denominan subida
lineal y cuadratica respectivamente.

Para concretar con un ejemplo consideremos un cuerpo que cae bajo la accién del
campo gravitatorio. La magnitud de interés es la posiciéon sobre la vertical y medida en
cierto sistema de referencia. Como es sabido, la aceleracion es igual a g, por lo que el
cuerpo se acelera constantemente. Si en el instante ¢ = 0 el cuerpo estd en la posicién
y = 0 en reposo, es decir v(0) = (0) = 0 se tiene que:

d2

dytgt) -9

d?jjit) = o(t) =gt

o) = got (11)

La evolucion de la magnitud y a lo largo del tiempo ha sido obtenida como una funcién
y(t) resolviendo las ecuaciones diferenciales.

La medicién de senales tiene gran importancia pues permite conocer el estado del
sistema. El estado es una descripcién de la situacién actual de un sistema. Retomando el
ejemplo de la caida libre, el estado viene dado por la posicién y(t) y la velocidad v(t) del
objeto. Nétese que conociendo el par (y(t1),v(t1)) y sabiendo que actia una aceleracién
g es posible calcular futuros valores de (y(t1),v(t1)) para ¢t > ¢, lo cual puede tener gran
utilidad practica.

Las senales que forman parte del estado pueden ser muy diversas, dependiendo del
sistema en cuestion. Por ejemplo, para conocer el estado de un circuito puede ser su-
ficiente conocer los voltajes e intensidades eléctricas en distintos puntos del mismo. En
una reaccion quimica puede interesar conocer las concentraciones y temperaturas de los
constituyentes de la mezcla. En un sistema mecdnico basta con conocer la posicién (y sus
derivadas) de cada uno de los objetos.

Se puede definir el estado como el menor conjunto de variables cuyo conocimiento en un
instante proporciona la posibilidad de determinar completamente las trayectorias futuras
del sistema conocidas las sefiales que actian sobre el mismo. El estado es un concepto
fundamental en la teoria de sistemas, pues el comportamiento de un sistema queda descrito
completamente por la evolucién del estado. Las variables que forman el estado reciben el
nombre de variables de estado.

Las graficas en funcién del tiempo van a ser muy usadas en este curso. En la figura
1.1 se observa la evolucién de la posicién y y también de la velocidad v en el ejemplo
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Figura 1.1: Evolucién de la posiciéon y la velocidad en la caida de un cuerpo de masa
unidad bajo la accién gravitatoria.

de la caida vertical. En muchas situaciones practicas es de gran importancia conocer la
evolucién de las magnitudes de un sistema. Por ejemplo para realizar predicciones acerca
de la evolucién futura de tal o cual variable o para controlar la trayectoria de la misma.

1.2.1 Variables y parametros

Las magnitudes asociadas a un sistema dinamico son a menudo clasificadas de acuerdo
con el interés que poseen para la persona que analiza el sistema. De este modo se habla
de entradas y salidas.

Una variable es llamada salida si su valor puede considerarse consecuencia de los valores
tomados por otras variables llamadas entradas. Por ejemplo, el nivel de un liquido en un
depdsito que se llena es una variable que depende de la cantidad de liquido que entra. La
posicién de un mévil depende de las fuerzas aplicadas sobre él. El precio de las acciones
en bolsa depende de la oferta y la demanda. La temperatura de un cuerpo depende del
calor aportado, etc.

Las entradas son senales cuyos valores afectan al sistema, modificando su estado. Tal es
el caso de fuerzas aplicadas a objetos, el voltaje aplicado a una ldmpara, etc. La trayectoria
seguida por las entradas es la causante de cambios en el sistema. Estos cambios se ponen
de manifiesto en las trayectorias del resto de senales.

Es importante distinguir entre variables del sistema y pardmetros. Una variable es una
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magnitud que cambia con el tiempo, como la posicién en el ejemplo anterior. Un pardmetro
es un valor que distingue un sistema de otro. Por ejemplo, el valor de la constante gravi-
tatoria g. Como es sabido, en la luna la aceleracion gravitatoria es aproximadamente una
sexta parte que en la tierra. Por tanto, el movimiento de un mismo objeto es diferente en
la luna que en la tierra.

En la tabla siguiente se indican algunos sistemas conocidos y las variables asociadas
clasificadas en entradas y salidas. Se indican también algunos parametros.

Sistema Entrada Salida Parametro

Objeto movido por una fuerza aplicada posicién masa del cuerpo

fuerza

Depodsito que se llena flujo entrante nivel liquido area del tanque

Cuerpo que se calienta  calor aportado temperatura del calor especifico
cuerpo

Carga de un conden- intensidad voltaje entre capacidad  del

sador placas condensador

En muchos sistemas dinamicos de interés existen magnitudes que es posible modificar
libremente, como por ejemplo: el voltaje aplicado a una ldmpara o la ventilaciéon de un
invernadero. Estas variables reciben el nombre de entradas manipulables. Estas variables
son de gran importancia para el control de sistemas. Por ejemplo, para controlar la tem-
peratura de la ducha se puede manipular el grifo de agua caliente. En la industria existen
muchos procesos de fabricacion en los cuales hay que controlar posiciones, intensidades,
temperaturas, niveles, etc. En tales casos es preciso seleccionar variables manipulables que
permitan realizar el control. La tabla siguiente muestra algunos ejemplos que pretenden
ilustrar las ideas explicadas.

Salida a controlar Entrada manipulable

Temperatura ducha apertura valvulas de agua

Velocidad de giro de ejes voltaje de motor de corriente continua

Temperatura de liquido voltaje aplicado a resistencia calefac-
tora

Nivel de liquido en depdsito apertura valvulas de entrada y salida

Fuerza ejercida por un motor de co- intensidad suministrada

rriente continua

Temperatura en una habitacién encendido o apagado de calentador o
refrigerador

Dentro de este contexto cabe hablar de otras entradas que no podamos manipular.
Estas variables reciben el nombre de perturbaciones. En el ejemplo de la ducha esto ocurre
cuando otra persona en la casa abre o cierra otro grifo de agua caliente. El objetivo del
control es a menudo evitar el efecto de las perturbaciones. Por ejemplo, una gran antena
de radio puede ser movida por el viento. El controlador de la misma es un dispositivo que
mueve unos motores que se oponen a este movimiento, de forma que la antena apunte en
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la direccion prefijada.

1.2.2 Modelos

El modelado consiste en obtener una representacién matematica de un sistema. Normal-
mente, aplicando leyes en forma de ecuaciones diferenciales que se combinan adecuada-
mente. Un ejemplo lo tenemos en la ecuacién & = g que es un modelo de la caida libre.

El modelo es una herramienta que permite entre otras cosas:

Predecir la evolucion del sistema.

Explicar los comportamientos del sistema.

Analizar el efecto de entradas sobre la evolucion de las salidas.

Estudiar los cambios en el sistema debidos a cambios en los parametros.

Un aspecto a tener en cuenta es que un modelo es por si mismo un sistema. Esta
afirmacioén no debe sorprendernos pues estamos acostumbrados a llamar ”sistema de ecua-
ciones” a un conjunto de tales expresiones matemdticas. En efecto, en un sistema de
ecuaciones diferenciales hay valores variables que son funcién del tiempo y que se relacio-
nan entre si.

No hay que confundir las ecuaciones que describen el comportamiento de un sistema
con el propio sistema. En la figura 1.2(a) se muestra un dibujo de un sistema formado por
diversos elementos interactuantes. A la derecha se ha dibujado un diagrama de bloques
similar a los que se utilizardan a menudo en esta asignatura. Es interesante notar que el
diagrama de la derecha es un modelo del sistema de la izquierda, pudiendo existir otros
modelos diferentes. La existencia del sistema y sus propiedades son independientes de que
existan modelos. No obstante, también es posible delinear modelos de sistemas que no
existen, bien porque no han sido construidos ain o por otros motivos.

Las ecuaciones que forman los modelos de sistemas se obtienen a menudo realizando
simplificaciones de la realidad. Para explicar esta afirmacién observemos el ejemplo de la
caida libre. En ningiin momento hemos especificado la forma que tiene el cuerpo que cae.
Esta propiedad es importante pues como sabemos no cae igual una hoja de papel que el
mismo papel hecho bola.

Podemos preguntarnos cial es el motivo de la discrepancia entre el comportamiento
predicho por la ecuacién z(t) = % gt? y el observado al caer una hoja de papel. La respuesta
es simple: se ha obviado el efecto de la resistencia del aire.

Este ejemplo ilustra muy bien los peligros de confundir la realidad con los modelos.

Un modelo matematico como (Cil%” = g es un ente distinto de la realidad. El objetivo
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N B o I

(a (b)

Figura 1.2: (a) Sistema formado por elementos variados. (b) Diagrama de un modelo del
sistema anterior.

perseguido al crear modelos es que la evolucién de las variables de éste se asemeje a la de
las medidas hechas en la realidad. Tal meta se alcanza a veces de forma satisfactoria y
otras no.

1.2.3 Simulaciones

Simular consiste en usar un modelo para proporcionar la evolucion de cierta variable en
la esperanza de que en la realidad se produzcan evoluciones similares. En una simulacién
es preciso conocer el valor de las entradas (manipulables o no) pues lo que se pretende
calcular es el valor de las salidas. Para realizar la simulaciéon se proporciona un modelo,
una situacién inicial y el valor de las entradas en cada instante de tiempo. Mediante un
programa o por otros medios se obtiene entonces las trayectorias de las salidas del sistema.
El modelo serd til en tanto en cuanto estas trayectorias sirvan para el propésito particular
del usuario.

En la actualidad existen muchos ejemplos de simulacién conocidos por el ptiblico en
general. Tal es el caso de los simuladores de vuelo o la llamada realidad virtual. En la figura
1.3 se muestra de forma grafica la idea de simulacién. Obsérvese que el simulador incorpora
un modelo, acepta valores para las entradas y produce como resultado las trayectorias de
las salidas.

En Ingenieria la simulacién permite comprobar algunas caracteristicas de los equipos
disenados antes de construirlos. En Medicina, Astronomia, etc. la simulaciéon permite
decidir si los modelos manejados se aproximan lo suficiente a la realidad observada. En
disciplinas tales como Ecologia o Demografia, los modelos permiten predecir la evolucién
futura de ciertas variables como poblacién o nivel de la capa de ozono bajo ciertas hipotesis.
En la ensenanza la simulacién es un medio potente y atractivo para proporcionar al alumno
experiencias a un coste menor que los laboratorios tradicionales.

Pero no todo son ventajas, existe el peligro de abusar de las simulaciones, confiando
demasiado en los resultados obtenidos mediante estos métodos. Hay que recordar que
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Do e
=pin =

RPN MODELO N

ENTRADAS SIMULADOR SALIDAS

Figura 1.3: La simulacion.

ninguna simulacién es completamente perfecta por varios motivos:

e Las médquinas (computadoras digitales u otras) usadas para simular tienen una pre-
cisién limitada.

e Los modelos siempre incluyen simplificaciones de la realidad, pues no es posible
tomar en consideracion todos sus aspectos.

e Muchos programas para simulacién siempre producen un resultado ain cuando las
entradas proporcionadas sean irrealizables o incongruentes.

Existen muchos programas para simulacién. Algunos orientados a una tarea concreta,
como por ejemplo simulaciones de circuitos eléctricos, otros de propédsito general como es
el caso de Simulink que se usara en las practicas.

1.2.4 Realimentacién

La realimentacién es un concepto que aparece con frecuencia en distintas disciplinas y
especialmente en la dindmica de sistemas. Su importancia deriva del hecho de que provee
una herramienta poderosa para enfrentarse a las incertidumbres y variaciones del mundo
real.

Para ilustrar el concepto de realimentacién considérese el llenado de un depdsito me-
diante el agua que proviene de una tuberia con una valvula. En la figura 1.4(a) se observa
una persona llevando a cabo la operacion de llenado. Siguiendo la nomenclatura explicada
anteriormente se llama entrada a la senal que influye sobre el sistema, en este caso la
apertura de la valvula. La salida es el nivel del depésito. La persona que abre y cierra la
valvula estd manipulando la senal de entrada. Nétese que esta persona observa el nivel, y
abre o cierra la valvula en consecuencia. Por tanto la entrada (la posicién de la vélvula)
depende de la salida. Se ha creado asi un circulo de relaciones causa-efecto que recibe el
nombre de realimentacién. En la figura 1.4(b) se muestra un diagrama de bloques que
refleja esta situacién.
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£y u

(a) (b)

Figura 1.4: (a) Sistema en el que existe realimentacién. (b) Diagrama de un modelo del
sistema anterior.

La realimentacién es usada frecuentemente por muchos animales para llevar a cabo
tareas como la manipulacién de objetos, pero éste no es el tinico &mbito en el que aparece.
De hecho, la realimentacién es un mecanismo de correccion del error que puede ser obser-
vado en la naturaleza y en ingenios fabricados por el hombre. Como ejemplo del primer
tipo se puede considerar el mecanismo regulatorio de la temperatura de los mamiferos.

1.3 Ecuaciones y evolucién temporal

En muchos casos, la evolucion de un sistema puede determinarse facilmente pues se conoce
un modelo en ecuaciones diferenciales, las cuales rigen los cambios de sus variables. De
este modo se puede obtener la evolucién de las salidas en funcion de las entradas.

Por ejemplo, en el circuito eléctrico de la figura 1.5 se quiere calcular la evolucién del
voltaje en las placas del condensador. Es sabido que:

Ve = 1R+ v
dvg
dt

(1.2)

donde C' es la capacidad del condensador, R es el valor de la resistencia, ¢ es la intensidad
que circula, v, el voltaje de la fuente y v; el voltaje entre placas.

Resolviendo la ecuacion diferencial se obtiene vy como una funcién de los parametros
Ry C, de la entrada v, y del tiempo.

En ocasiones, la tarea de hallar las ecuaciones diferenciales que gobiernan la evolucion
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Figura 1.5: Circuito RC y evolucién temporal de la senal de entrada v, y de salida vs.
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Figura 1.6: Evolucion de la posicién de una masa colgada de un muelle.

del sistema es simple. Este es el caso de algunos sistemas eléctricos, mecénicos, quimicos,
etc. en los cuales existen leyes generales y pocos elementos interactuantes.

Resulta interesante obtener las ecuaciones para algunos sistemas clasicos algunos de
los cuales van a servir de ejemplo para las préacticas.

1.3.1 Sistema mecanico

El péndulo simple, una masa que cuelga de un muelle, el tiro parabdlico, son ejemplos de
sistemas que pueden ser descritos con facilidad por leyes de la Fisica.

La ley de Newton F' = ma, la ley de Hook F' = kx, etc. permiten escribir ecuaciones
diferenciales en las que la masa, las longitudes de los objetos, sus posiciones y velocidades

iniciales son pardmetros, las fuerzas actuantes son entradas y la salida es la posicion del
objeto.

Obtengamos por ejemplo las ecuaciones correspondientes al movimiento de una masa
colgada de un muelle como se muestra en la figura 1.6.

Tomando como origen de coordenadas el punto en el que el muelle tiene su longitud
natural se tiene que:
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mi = —kx (1.3)

donde k es la constante de recuperacién del muelle y m la masa del objeto colgado.

Si el objeto parte de una posicién xg distinta de la de reposo se obtiene un movimiento
periédico z(t) = a sen(wt + 6p). La amplitud del movimiento es a = xo pues no existe
rozamiento. La frecuencia w cumple la relacién w? = k/m. Finalmente, el d4ngulo inicial
6o se obtiene de la condicién inicial 2(0) = o = a sen(fy), por lo que §y = 7/2.

Resulta interesante observar la evolucion de este sistema para distintos valores de los
parametros k y m.

1.3.2 Sistema eléctrico

Los circuitos eléctricos que contienen resistencias, condensadores e inductancias son facilmente
analizados utilizando las leyes de Kirschoff y las ecuaciones que ligan las variaciones de
voltaje e intensidad a través de los elementos del circuito.

e Resistencia v = iR
e Inductancia v = Ldi/dt

e Condensador ¢ = Cdv/dt

Para el circuito de la figura 1.7 se pueden escribir las ecuaciones:

ve = 1R4vp 4 v
dvg
i = C C?t
v, = L%
Eliminando 7 y v; resulta
oo = vy + ORI 4 Lo ®0s (1.4)
dt dt?

En la mencionada figura 1.7 se muestra cémo evoluciona la variable vs en un experi-
mento en el cual v, cambia bruscamente del valor cero al valor 1.
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Figura 1.7: Circuito RLC y evoluciéon de las senales eléctricas.

1.4 Linealidad en los sistemas dinamicos

Al construir modelos de sistemas es frecuente utilizar simplificaciones que reducen la tarea.
Por ejemplo, en muchos modelos mecanicos se desprecia el efecto de la friccién entre
moviles. Esta simplificacion ya ha sido comentada en el ejemplo de la caida de un cuerpo
verticalmente. Por supuesto es posible intentar tomar en consideracion todos los fenémenos
que intervienen en un sistema, de este modo se consiguen modelos méas precisos.

La precision y la complejidad van a menudo en sentidos contrapuestos. Por una parte
interesa construir modelos precisos, pero por otra, conviene que el modelo sea simple pues
de este modo la construccién y el uso del modelo resultan mas econémicos. El modelador
debe llegar a un compromiso entre precisiéon y complejidad de acuerdo con los requisitos
que el uso del modelo impone.

Los sistemas que resultan mas faciles de modelar son los llamados sistemas lineales
de parametros concentrados invariantes en el tiempo. Antes de definir con precisién los
términos empleados conviene aclarar que los objetos que se van a presentar pueden tener o
no existencia real. La realidad es siempre méas compleja de lo que unas cuantas ecuaciones
pueden indicar. Ahora bien, en muchos casos la realidad queda descrita con suficiente
aproximacion por sistemas lineales, por lo que éstos son de gran utilidad y conviene dedicar
tiempo a su estudio.

1.4.1 Sistemas lineales

Los sistemas lineales pueden ser descritos mediante ecuaciones diferenciales lineales cuyo
tratamiento es mas sencillo que el de las ecuaciones diferenciales en general. Los modelos
lineales consisten por tanto en ecuaciones diferenciales lineales ordinarias. Tales ecuaciones
estan formadas por operadores lineales, por lo que disfrutan de ciertas propiedades que
las hace matematicamente simples de manejar.
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Poseer la propiedad de ser lineal es equivalente a admitir que se cumple el principio
de superposicion. Este principio establece que la salida y de un sistema sometido a una
entrada u = uy + ug es la suma de las salidas correspondientes a la aplicacién de u; y a la
aplicacién de ug por separado; es decir, y = y1 + y2.

Esta situacion se presenta con frecuencia en la Fisica. Por ejemplo, si una masa m
toma la aceleracion a; al aplicar la fuerza f y la aceleracion as cuando se aplica la fuerza
fo entonces al aplicar f = fi1 + f2 se obtiene la aceleracién a = a1 + ao.

Se puede poner en duda que en la realidad exista algin sistema que sea lineal. Sin
embargo es evidente que los modelos lineales tienen un gran valor practico. Basta para
ello con observar que la mayoria de los modelos utilizados en ingenieria son lineales.

Sistemas lineales invariantes con el tiempo

Si los coeficientes de una ecuacién diferencial son constantes, el sistema dindmico corres-
pondiente es llamado sistema lineal invariante con el tiempo (SLI).

Existen situaciones en las que los parametros no varian, por ejemplo sistemas mecédnicos
con méviles cuyas masas son constantes. O sistemas eléctricos en los que la resistencia, la
capacidad y la inductancia de los componentes no varian. También es facil poner ejemplos
de sistemas cuyos parametros varian con el tiempo por lo que no son SLI. Tal es el caso
de un circuito en el que la resistencia de algin elemento es funcion de la temperatura del
mismo y ésta de la potencia disipada y del calor evacuado.

1.4.2 Sistemas no lineales

Un sistema es llamado no lineal cuando no se cumple el principio de superposicion. Queda
patente pues que los sistemas lineales son un caso particular dentro de una gran variedad de
comportamientos. De hecho, los sistemas lineales son escasos fuera del ambito académico.
Sin embargo, la discrepancia de los modelos lineales con la realidad es a menudo pequena,
por lo que la utilidad de éstos es grande.

La principal propiedad de los sistemas no lineales es que la respuesta del sistema
depende no sélo de la forma de la senial de entrada sino de la amplitud. Este hecho no se
produce en sistemas lineales pues se cumple el principio de superposicién, de forma que la
consecuencia de una entrada doble 2u es una salida doble 2y.

Los sistemas no lineales pueden modelarse por medio de ecuaciones diferenciales par-
ciales no lineales, para las cuales no existe solucién general, por lo que su estudio es
complicado. Afortunadamente, en muchas situaciones es posible utilizar modelos lineales
para describir sistemas que no lo son.

Para aclarar este punto considérese de nuevo el caso de un objeto que cae bajo la acciéon
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de la gravedad. Si se tiene en cuenta la friccién con el aire las ecuaciones diferenciales que
resultan son no lineales. Ahora bien, si la velocidad alcanzada por el objeto no es muy
alta y si la forma del objeto no es muy aplanada, entonces es posible despreciar la friccién
y escribir simplemente & = g que es una ecuacién lineal. Resulta entonces que tenemos un
modelo & = g lineal representando el comportamiento de un sistema no lineal. Se puede
comprobar experimentalmente que el modelo propuesto proporciona resultados aceptables
en muchas situaciones précticas (como comprobacién basta dejar caer una piedra desde
una altura pequena).

Las causas del comportamiento no lineal son variadas. En muchos casos la falta de
linealidad proviene de la existencia de fenémenos intrinsecamente no lineales, como el
rozamiento, la histéresis, los juegos entre piezas méviles, etc. En ocasiones el sistema
contiene elementos no lineales introducidos a propdsito para conseguir un objetivo. Este
es el caso de conmutadores para el control de la temperatura.

1.4.3 Linealizacion

Como veremos en un tema posterior, las ecuaciones no lineales se pueden a menudo re-
tocar para obtener otras que si son lineales. Este proceso es llamado linealizacion. Los
modelos obtenidos por linealizacion producen resultados aceptables en rangos de operacion
pequenos.

Para ilustrar el proceso de linealizacion considérese una funcién no lineal como el seno.
En la figura 1.8 a) se muestra la conocida grafica de sen(x) frenta a z. Supongamos ahora
que queremos obtener los valores aproximados de esta funcién en torno a = 1 (radianes).
Dibujamos de nuevo la curva pero aumentando la zona de interés como se muestra en 1.8
b). La linea recta y = 0.54x + 0.3 es aproximadamente igual al seno en un rango centrado
en r = 1 como puede observarse. En efecto, el teorema de Taylor permite calcular una
expansién polinomial de la funcién seno, resultando:

x
sen(z) =~ sen(1) + cos(l) +---, (1.5)
despreciando los términos de orden superior al primero se obtiene la recta indicada previ-
amente.

La aproximacién y = 0.54z + 0.3 es adecuada en un entorno de x = 1 del mismo modo
que un modelo lineal es adecuado para describir sistemas no lineales en rangos pequenos
de operacion.

La linealizacién es una técnica comun en muchas ramas de la ingenieria, como la
automatica, la electronica, etc. Son numerosas las situaciones en las que se utilizan modelos
lineales e incluso se habla de sistemas lineales aunque la realidad sea no lineal. No hay que
perder este hecho de vista y tener siempre presente la diferencia entre modelo y realidad.
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Figura 1.8: Linealizacion de la funcién seno en torno a z = 1.
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Tema 2

Representacion de sistemas

2.1 Clasificacion de los sistemas

Como ya se ha indicado, las variables que pueden variar con el tiempo reciben el nombre
de senales. Estas pueden clasificarse en dos grupos:

Continuas en el tiempo Este tipo de senales pueden representarse por medio de una
funcién del tiempo definida para cualquier ¢ € IR. El nombre de estas seniales no
indica que el valor medido haya de ser continuo. Por ejemplo, la presién medida con
un manometro es una senal continua en el tiempo, porque puede medirse en cualquier
instante. Ahora bien, la cantidad medida puede ser una funcién discontinua; es decir,
puede existir un instante de tiempo 7 tal que los limites de f(¢) cuando t — 7 por
la izquierda y por la derecha sean diferentes. Esto puede ocurrir si se coloca un
explosivo cerca de un manémetro y lo hacemos estallar.

No continuas en el tiempo También llamadas senales discretas. Kstas senales sélo
toman valores en instantes de tiempo discretos: ¢ = {tg,t1,...}. Por este motivo
pueden representarse como una sucesién de valores {m;}.

Muchas senales son discretas por la forma en la que se realiza la medida. Por
ejemplo, algunos aparatos pueden producir medidas a intervalos regulares, pero no
continuamente. Este es el caso del radar, la posicion de un objeto en el aire o mar se
obtiene cada segundo u otro periodo similar. Aunque la posicién del objeto es una
senal continua, las medidas tomadas por el radar no lo son. Otras veces, el caracter
discreto de una senal proviene de la forma en que ésta se produce. Considérese por
ejemplo el sueldo mensual de un trabajador en una empresa de trabajo eventual;
ésta cantidad sélo se conoce cada mes, por lo que es discreta.

Los sistemas en los que intervienen sélo senales continuas en el tiempo reciben el nom-
bre de sistemas continuos. Algunos sistemas tienen elementos de medida que toman mues-
tras a intervalos regulares (como el radar del ejemplo anterior), estos sistemas reciben el

17



18 TEMA 2. REPRESENTACION DE SISTEMAS

nombre de muestreados, y trabajan con senales discretas, por lo que también son llamados
sistemas discretos.

Otra clasificacién posible de los sistemas tiene en cuenta las interacciones de éstos con
el entorno.

Auténomos Se llaman asi los sistemas no influidos por senales exteriores. Se trata
pues de sistemas aislados, en los que los cambios (si es que existen) son conse-
cuencia de interacciones entre los propios elementos del sistema. Por supuesto esta
situacién de aislamiento total es dificil de obtener en la practica, pues los campos
eléctromagnéticos, gravitatorios, etc. afectan aunque sea levemente a los cuerpos.
Sin embargo, muchas de las senales que actian sobre el sistema tienen un efecto
inapreciable, por lo que pueden despreciarse. Por ejemplo, la luz que incide sobre
un péndulo no cambia su trayectoria, del mismo modo que la atraccién de la Luna
no variard el voltaje en un circuito eléctrico.

No auténomos Estos sistemas poseen entradas, que son variables cuya evolucion mod-
ifica la del sistema. Por ejemplo, consideremos un depdsito que puede alimentarse
por medio de un caudal de agua proporcionado por una valvula. Es facil ver que el
nivel del mismo depende del agua que entra. Se dice entonces la posicién de dicha
valvula es una senal de entrada y que el sistema es no auténomo.

Los sistemas auténomos tienen interés pues conducen en muchos casos a ecuaciones
diferenciales ordinarias auténomas, cuya resolucién es simple. Los sistemas no auténomos
son mas facilmente encontrados en la vida real, por lo que tienen un mayor interés para
el ingeniero.

Un caso especial es aquél en el que existen entradas que son manipulables a voluntad.
En este caso, como ya se ha indicado en el tema anterior, es posible dirigir la evolucién del
sistema de forma que se obtenga un comportamiento deseado. Por ejemplo, la temperatura
del agua de salida de una ducha puede modificarse cambiando la posicién de las valvulas
de agua fria y caliente. Se denomina control a la accién realizada sobre un sistema para
conseguir una evolucién determinada.

El control se lleva a cabo manipulando seniales de entrada. Tal manipulacién o ac-
tuacién puede realizarla una persona (control manual) o un mecanismo. En el segundo
caso se habla de control automadtico, que es una disciplina de gran importancia en el
contexto industrial como se pone de manifiesto en los ejemplos siguientes:

e Control de velocidad de giro de motores eléctricos. Muy importante en la industria
de fabricacion y en aparatos con elementos rotativos, como los electrodomésticos.

e Control de la temperatura de fluidos. También de interés en procesos industriales
muy variados.

e Control de posicién de elementos como: brazos robdticos, cabezales de lectura de
discos magnéticos, timones de barcos o aviones.
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e Control de vehiculos auténomos o semi-auténomos. Como aviones, cohetes, robots
moéviles, etc.

e Control de concentraciones de compuestos en reacciones quimicas.

e Control de la temperatura de edificios.

Los sistemas pueden también clasificarse atendiendo a cémo afecta el tiempo a la forma
en la que se relacionan los elementos constituyentes.

Estaticos Las salidas de un sistema estatico dependen exclusivamente del valor de las
entradas en el mismo instante. Un sistema asi es también llamado sin memoria. Por
ejemplo, una resistencia eléctrica cumple que v(¢t) = Ri(t), siendo v el voltaje e i
la intensidad. Obsérvese que si la entrada ¢ no varia, la salida v tampoco lo hace.
Ademsds, cualquier variacién de la entrada es reflejada instantaneamente en la salida.
Estos sistemas son idealizaciones de la realidad.

Dinamicos El valor de la salida es funcién de las entradas y salidas en otros instantes
de tiempo distintos del actual. Asi, en los sistemas causales, la salida depende de
salidas pasadas y entradas pasadas. Un ejemplo de sistema dindmico causal es un
depdsito de agua. La salida es el nivel, el cual depende del nivel anterior y de la
cantidad de agua suministrada (entrada).

Por otra parte, las relaciones entre los elementos del sistema pueden ser fijas o no. Un
ejemplo de este tipo de sistema es una maquina cuyos elementos sufren envejecimiento.
El comportamiento de esta maquina no es el mismo cuando estd nueva que cuando ha
envejecido. Atendiendo a esta idea los sistemas se clasifican en:

Invariables con el tiempo Los pardametros y las relaciones de estos sistemas permanecen
inalterables.

Variables con el tiempo Las relaciones que ligan a las variables se modifican con el
tiempo. Este es el caso de un depdsito cuya forma es modificada. La salida del
sistema es el nivel de agua, que depende del caudal suministrado y del nivel anterior.
Ahora bien, la relacion que liga las variables de entrada y salida tiene como pardmetro
la forma del depésito, que es variable, por lo que la relacién es variable.

Los sistemas variables con el tiempo son muy frecuentes en la realidad. Piénsese
que debido al envejecimiento muchos elementos mecanicos, eléctricos, etc. cambian
con el tiempo. Asi, las resistencias modifican su resistividad, los condensadores su
capacidad, los cojinetes su rozamiento, etc.

2.2 Clasificaciéon de comportamientos

Como se ya se ha indicado, el comportamiento de un sistema viene dado por las trayectorias
de sus variables. Estas trayectorias pueden clasificarse de acuerdo con sus caracteristicas
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temporales.

A las trayectorias seguidas por las salidas de un sistema se le llama la respuesta tem-
poral del mismo. Esta trayectoria puede tomar formas diversas en funcién de la posicién
de partida, de las relaciones entre las partes del sistema y en muchos casos en funcién de
las entradas que se apliquen.

Es habitual distinguir dos tipos de respuesta:

Respuesta libre Es la que producen los sistemas auténomos, debida enteramente a in-
teracciones entre elementos del propio sistema. También se llama respuesta libre la
que produce un sistema no auténomo en el cual las entradas tienen constantemente
un valor cero.

Respuesta forzada La respuesta forzada de un sistema no auténomo es la debida a las
entradas. En los sistemas lineales, gracias al principio de superposicion, es posible
descomponer la respuesta en las dos partes libre y forzada que sumadas proporcionan
la respuesta total.

Las trayectorias seguidas por una variable pueden ser estables o inestables. La es-
tabilidad es una situacion especial en la cual la evoluciéon no sobrepasa ciertos limites.
Por ejemplo, un cuerpo en reposo tiene un comportamiento estable, un eje rotando con
velocidad constante también. El comportamiento inestable se caracteriza por evoluciones
que sobrepasan limites considerados aceptables. Por ejemplo el movimiento de un aviéon
en barrena.

Frecuentemente se plantea el problema de analizar el comportamiento de sistemas
dindmicos, tanto reales como modelos. Una técnica usada en tales casos es aplicar como
entrada al sistema una senal con propiedades conocidas de interés y observar la respuesta
del mismo. Si la respuesta es estable sera posible distinguir dos partes:

Régimen permanente El régimen permanente es el equilibrio alcanzado. En efecto,
después de cierto tiempo el sistema puede llegar a presentar trayectorias en las que
las variables o sus derivadas no cambian.

Régimen transitorio En el tiempo que transcurre entre la aplicacién de una senal de
entrada y la estabilizacién en un régimen permanente el sistema exhibe trayectorias
llamadas régimen transitorio.

Para fijar los conceptos anteriores considérense los siguientes ejemplos:

e Un barco que parte de alta mar poniendo en marcha los motores. Transcurridos
unos minutos en los que el barco se acelera se llega a una situacién de velocidad
constante. En esta situacién la fuerza ejercida por los motores se emplea en mantener
la velocidad ante la oposicién de la fricciéon con aire y agua. La evolucién de la
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Figura 2.1: Regimenes transitorio y permanente en a) la velocidad de un barco y b) la
posicién de un muelle.

velocidad puede tener un aspecto parecido al mostrado en la figura 2.1a), en la cual
se han senalado los regimenes transitorio y permanente.

e Un muelle es sometido a una fuerza de forma repentina, por ejemplo colocando
un peso sobre él. Este cambio en las entradas provoca oscilaciones en el muelle las
cuales se hacen cada vez menores por efecto de la friccién. Como resultado se obtiene
un régimen transitorio como el mostrado en 2.1b) hasta que la posicién del muelle
permanece constante.

Los comportamientos suelen clasificarse en

Oscilatorio La respuesta consiste en oscilaciones que no decrecen con el tiempo, como el
movimiento de un muelle sin friccion.

Subamortiguado Estos sistemas se llaman asi porque existe menos amortiguamiento que
el necesario para evitar oscilaciones. El nombre surge de una analogia con sistemas
mecdanicos en los que el amortiguamiento elimina las oscilaciones. El transitorio de
la respuesta presenta un movimiento de vaivén que decrece con el tiempo.

Sobreamortiguado Se alcanza el régimen estacionario sin oscilaciones.

2.3 Senales de prueba

Resulta de interés conocer algunas sefiales que se usan con frecuencia como entradas para
analizar el comportamiento de sistemas dinamicos.
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Figura 2.2: La senal escalén.

Escalén Es una senal que vale cero para tiempos menores que cero y uno para tiempo

cero en adelante; es decir,
0 t<0
u(t) = { 1 t>0 (2.1)

Esta senal puede obtenerse como limite de una sefial con rampa entre dos niveles
cuando la pendiente de la rampa tiende a infinito, como se muestra en la figura 2.2.

En un escalén desplazado 7 el cambio de cero a uno se produce en el instante ¢t = T,
por lo que se escribe como u(t — 7). Un escalén no unitario es aquél en el que se
alcanza un valor distinto de uno, por ejemplo Au(t) es un escalén de amplitud A.

Los escalones permiten modelar situaciones tales como encendido o cierre de inter-
ruptores, valvulas, etc.

Impulso Es una senal que vale cero en todo instante excepto en ¢ = 0 en que alcanza

un valor infinito, de tal forma que su integral vale uno. Se trata pues de la funcién
delta de Dirac que puede definirse como:

S(t)=0 t+#0
S(t)#0 t=0 (2.2)
2o 6()dt =1

Esta senal puede obtenerse como limite de la suma de dos escalones iguales, centrados
en t — A y t+ A respectivamente. La amplitud de ambos escalones es igual y de
signo contrario, y se calcula como A = i, de tal forma que se cumple que

| Cute = 2) - Aule + A)yae =1

—00

Puede observarse en la figura 2.3 que, a medida que A — 0 se tiene A = ﬁ — 0y
los dos escalones se acercan al origen.

Al igual que ocurre con el escaldn, es posible considerar impulsos desplazados en el
tiempo, escribiéndose en la forma 6(t — 7) el impulso centrado en t = 7.

La funciéon impulso es la derivada del escalén, como se deduce de la construccién
realizada. Ademads, puede comprobarse que si se define la funcién
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u(t+0.5)-u(t-0.5) o)

Figura 2.3: La senal impulso como limite de una suma de escalones.

ésta toma valor cero para todo t < 0 y valor uno para t > 0, por lo que coincide con
el escalén unitario u(t).

Algunas senales de entrada se asemejan a un impulso, como es el caso de golpear un
movil de forma seca con otro objeto, por ejemplo jugando al billar.

Rampa La rampa es una senal nula hasta ¢ = 0 en que se convierte en una semirrecta de
pendiente unidad que pasa por el origen; es decir,

£(t) = { N (2.3)

2.4 Descripcion interna y externa

Los modelos de sistemas dindmicos son construidos con algin propdsito. En ocasiones
interesa conocer el efecto de unas variables sobre otras. A las primeras se les ha llamado
entradas y a las segundas salidas.

Ademss de las entradas y salidas pueden existir variables internas, las cuales evolucio-
nan de una manera que depende de las entradas. A su vez estas variables internas pueden
influenciar a las salidas.

Un ejemplo de variable interna es el llenado de un depdsito con un agujero en el fondo.
Desde el punto de vista de una persona interesada en conocer el caudal de salida las
variables importantes son: el caudal que entra u(t) y el caudal que sale y(¢). Sin embargo,
existe una variable que influye en la salida y que depende de la entrada: el nivel. Como
es sabido, el nivel n(t) cumple que

d n(t)

A
dt

= u(t) —y(t)

Pero por otra parte, la ley de vaciado del depésito es y(t) = k+/n(t), es decir, el caudal de
salida depende del nivel del liquido.

Un mismo modelo puede representarse de diferentes modos, las representaciones que
centran su atencién exclusivamente en las entradas y salidas se denominan descripciones
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Figura 2.4: Circuito eléctrico con entrada v, salida vs y algunas variables internas.

externas o de entrada-salida. Tal representacién se obtiene normalmente eliminando
las variables internas de las ecuaciones, sustituyéndolas por expresiones que contienen
Unicamente entradas y salidas.

Como ejemplo considérese el sistema de la figura 2.4 consistente en un circuito eléctrico
con varios elementos. Se pueden escribir las siguientes ecuaciones:

Ve = 1R+
11— 1y = Cl%

v; = 2Ry + v,

iy = Cy d;:

Supongamos que la entrada es el voltaje v, y la salida es vs. Las variables internas
son i1, i3 v v;, que pueden ser eliminadas para obtener la ecuacién diferencial que liga la
entrada y la salida.

d?v, dvs
TIZ; + (Rl(Cl + CQ) + RQCQ)l + Vg

Ve = RlClRQCQ dt

Resultando una descripcién externa pues solo aparecen las entradas y salidas ligadas
por una ecuacién diferencial de segundo orden. La representacion interna en cambio utiliza
tantas variables internas como sea preciso para obtener un sistema de varias ecuaciones
de primer orden.

En el ejemplo del circuito, la ecuacion de segundo orden puede escribirse como un
sistema de dos ecuaciones de primer orden. Existen muchas formas posibles de realizar esta
tarea; es decir, muchos sistemas de dos ecuaciones de primer orden que son equivalentes a
la representacion externa. Por ejemplo:

dv; dvg
Ve = RI(CIE"‘CQ 7t

)+'Ui
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dug
v; = RQCQE‘F’US

Ahora se utiliza la variable v;, que junto con v, aparece diferenciada en las ecuaciones.
Estas variables reciben el nombre de variables de estado.

Ya se habia indicado en el tema anterior que el vector de estado es el formado por
el conjunto de variables de estado y recoge toda la historia pasada del modelo, de forma
que, conociendo el estado y las entradas futuras es posible indicar cial sera la evolucién
de todas las demds variables que intervienen en el modelo.

El orden del sistema es el de la ecuacién diferencial que proporciona la descripcion
externa y es igual a la dimensién del vector de estado.

2.5 Ecuaciones diferenciales y en diferencias

Las ecuaciones diferenciales lineales son una forma habitual de representar los modelos de
sistemas dinamicos lineales de parametros concentrados en tiempo continuo.

Una ecuacién como

dny dn—ly ) d™u

dTn(t) + alw(t) ot an1y(t) + any(t) = bodt—m(t) + o bpul(t)
es una forma de representar un modelo en tiempo continuo. Como es sabido, se denomina
grado de la ecuacién diferencial al de la derivada mayor. En los modelos causales (que
son los que se trataran aqui) el grado mayor pertenece siempre a las salidas, por tanto el

gradoes ny n>m.

En el caso de que el modelo sea de tiempo discreto es preciso usar una ecuacién en
diferencias como

nYk—n T On-1Yk—n+1 +* + WYk = BrmUk—m + -+ Brug—1
Las ecuaciones en diferencias presentan ciertas ventajas cuando se trabaja con sis-

temas digitales. Sin embargo, consideraremos en este curso unicamente las ecuaciones
diferenciales por sencillez.
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Tema 3

Modelado y Simulacién

3.1 Modelado de sistemas

En anteriores temas se ha visto que un sistema dindmico se caracteriza porque su es-
tado evoluciona con el tiempo y que ademds se puede representar mediante ecuaciones
matematicas, que toman la forma de ecuaciones diferenciales, en el caso de ser sistemas
continuos, o de ecuaciones en diferencias, en el caso de sistemas discretos.

Pero no se debe perder de vista que los sistemas dinamicos son sistemas concretos, sean
reales o imaginarios, que pueden ser sistemas fisicos, biolégicos, econémicos, etc. Todos
ellos tienen ciertas magnitudes asociadas que evolucionan en el tiempo, por ejemplo la
posicién de un cuerpo en el caso de un sistema fisico, o el nimero de individuos de una
poblacion bacteriana en un cultivo en el caso de un sistema biolégico, o bien el valor de
unas acciones en el mercado de la Bolsa en el caso un sistema econémico.

Resulta de interés obtener una forma de caracterizar las magnitudes asociadas al sis-
tema en cuestién con el fin de estudiar su comportamiento (analisis) o bien reproducir el
comportamiento que va a tomar éste bajo ciertas condiciones (simulacién). Este proce-
dimiento se denomina modelado de un sistema. El sistema se puede caracterizar en forma
de expresiones matematicas (modelado matematico) o bien mediante reproduccién a escala
del sistema (modelado a escala). Esta tltima técnica es muy utilizada en campos como
la aerondutica, en las que los fenémenos implicados son muy complejos y ademéds permite
la reproduccién de los sistemas en laboratorio. La teoria de sistemas estd basada en la
descripcién matematica de los sistemas dindmicos, por lo que en lo sucesivo se asimila el
modelado de un sistema a la obtencion de ésta.

Se denomina modelo de un sistema al conjunto de expresiones matematicas que car-
acterizan la evolucién temporal de las magnitudes del sistema. Un modelo esta bien
planteado cuando el niimero de expresiones matematicas independientes que se obtienen
es igual al nimero de senales del sistema que intervienen en él.

27
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En un modelo, ademas de las senales, estan involucrados los pardametros del sistema,
que son valores que lo caracterizan o distinguen de otro sistema semejante. A la hora de
modelar sistemas reales, puede ser necesario obtener ciertos parametros a partir de las
senales del sistema dindmico real, con el fin de que el modelo reproduzca lo més fielmente
posible su comportamiento. Este procedimiento se denomina identificacion de un sistema.
Una vez identificado un sistema, el modelo obtenido se debe validar, comparando las
magnitudes reales obtenidas con las resultantes del modelo.

3.1.1 Exactitud del modelo frente a su sencillez

Un modelo esta sujeto a errores y puede no representar exactamente el sistema. Para
ilustrar este punto se va a tomar una serie de sistemas reales que son complejos.

e El mercado de la Bolsa. En este sistema la discrepancia se puede deber a la existencia
de una serie de magnitudes cuyo comportamiento no se puede conocer de una forma
precisa, estando sujetas a probabilidad, como por ejemplo el cardcter impredecible
de las personas o de los mercados cuya evolucién afecta al comportamiento de la
bolsa.

e El tiempo atmosférico. El error en el conocimiento de su evolucién se puede deber al
desconocimiento de algunas de las magnitudes que influyen en el sistema o a la forma
en la que éstas lo hacen, asi como de la impredecibilidad de ciertos eventos, como
terremotos, etc. Es decir, resulta imposible establecer un conjunto de expresiones
que modelen la globalidad del sistema.

e El horno de una fabrica de yeso. En este caso se conocen los fenémenos fisicos que
intervienen en el proceso, pero resulta impensable obtener un modelo de todos los
elementos que forman el sistema. Es decir, que es posible establecer las expresiones
que modelan el sistema, pero resulta tan complejo en su formulacién o bien en su
utilizacién que se desecha la posibilidad.

De esto se desprende que existen razones, ya sean de caracter practico o bien tedrico,
por las que el modelo no se aproxima con total precision al sistema que se quiere modelar.
Por tanto un modelo de un sistema real siempre tiene asociado un grado de exactitud.

En el modelado de sistemas es importante la ponderacion entre la exactitud con la
que el modelo es capaz de representar el comportamiento del sistema y la simplicidad de
éste, que facilita el tratamiento del mismo. Dependiendo del uso que se vaya a hacer del
modelo, éste se orienta hacia la exactitud o hacia la sencillez.

Por ejemplo, en modelos destinados al andlisis del sistema, se suelen tomar suficien-
temente sencillos como para que sean tratables matemadaticamente. Por el contrario, los
modelos destinados a la simulacion interesa que sean precisos, de cara a reproducir con la
mayor fiabilidad el comportamiento del sistema que se pretende simular.
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3.1.2 Modelo externo e interno de un sistema

El modelo de un sistema depende del tipo de magnitudes que intervienen en él, que pueden
ser:

e Variables externas:

— Salidas.
— Entradas:

* Entradas manipulables.
* Perturbaciones

e Variables internas.

Considérese un sistema para proporcionar agua caliente en una instalacién doméstica.
En este sistema, el agua se calienta en un depédsito aislado térmicamente hasta alcanzar
una cierta temperatura. El agua caliente y el agua fria son conducidas por tuberias hasta el
grifo donde se mezclan produciendo un solo caudal a una temperatura comprendida entre
la que tiene la corriente fria y la que tiene la caliente. En este sistema existen varias senales
que evolucionan en el tiempo: la temperatura del agua a la salida del grifo, el caudal de
salida, la apertura del grifo de agua fria, el caudal de agua fria, la apertura del grifo de
agua caliente, el caudal de agua caliente o la temperatura del agua a la salida del termo.
Para un usuario de esta instalacion, resulta de interés el estudio del comportamiento de
la temperatura a la salida del grifo, sin embargo para un encargado de mantenimiento de
la instalacién resulta de interés la temperatura a la salida del termo, por ejemplo. Por
tanto la decisién de qué senal del sistema se considera como una senal de salida depende
del propdsito con el que se modela el sistema.

Por otro lado existen una serie de entradas manipulables al sistema, como son las
aperturas de los grifos del agua caliente y fria, que se varian con el fin de determinar el
caudal y la temperatura de la corriente de agua de salida que se desea. Existen otras senales
cuya evolucién influye sobre el sistema pero que no son manipulables por el ususario, como
por ejemplo la presién del agua en la instalacién o el caudal de gas que alimenta el termo.
Estas seniales son perturbaciones al sistema.

El resto de senales como el caudal de agua fria, el de agua caliente, la temperatura a
la salida del termo, etc. son senales internas al sistema.

El modelo de un sistema se hace con el fin de obtener una representacién del compor-
tamiento dinamico del mismo. Sin embargo, parece razonable centrar la representacion
sobre las salidas del sistema exclusivamente, dado que son éstas las senales que resul-
tan de interés. Esta representaciéon se denomina modelo externo del sistema o modelo
entrada-salida.

En el caso de que intervengan senales internas el modelo se denomina modelo interno
del sistema y se obtiene de forma que las ecuaciones diferenciales que representan el sistema
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sean de primer orden. En este caso las senales que intervienen en el modelo son variables
de estado, y su conocimiento permite conocer la evolucién de todas y cada una de las
senales del sistema.

En sistemas auténomos, el modelo dependerd tan sélo de las magnitudes internas o
externas elegidas. Es decir, que partiendo de una determinada situacion inicial, el sistema
evoluciona por si mismo a lo largo del tiempo. Por tanto, la trayectoria seguida por cada
magnitud dependerd exclusivamente de la situacién inicial de la que parte (condiciones
iniciales del sistema). Sin embargo en sistemas no auténomos las magnitudes de entrada
al sistema intervienen en el sistema, y por tanto aparecen en el modelo, sea éste de tipo
interno o externo. Por tanto, la trayectoria de cada magnitud asociada el sistema evolu-
cionard dependiendo de las condiciones iniciales del mismo y de los valores que tomen las
magnitudes de entrada del sistema a lo largo del tiempo.

3.1.3 Modelos deterministas y no deterministas

Se dice que un modelo es determinista cuando se parte de la base de que el modelo es capaz
de expresar de forma tinica la evolucién del sistema. Es decir, que conocido el modelo de un
sistema y las condiciones iniciales de las que parte, asi como la evolucién de las entradas (en
el caso de sistemas no auténomos), el sistema siempre evoluciona de la misma forma. Por
el contrario, un modelo no determinista o estocéastico considera que intervienen factores
aleatorios, imposibles de modelar ni predecir. Por tanto tan sélo se podran modelar ciertas
caracteristicas estadisticas de las magnitudes temporales del sistema, pero no la evolucién
de las mismas, pues varian por la influencia de eventos impredecibles. Segin esto, ante
unas mismas condiciones iniciales y magnitudes de entrada, el sistema evolucionara cada
vez de una forma de distinta, pero conservando una serie de caracteristicas comunes de
tipo estadistico, que son las que se pueden modelar.

3.1.4 Modelos paramétricos y no paramétricos

Un sistema es una entidad compleja resultante de la integracién de sus partes en una
unidad sustantiva. Por tanto, si se conoce el comportamiento de cada una de las partes
que conforman el sistema y la forma cémo éstas se relacionan, se puede obtener un modelo
del sistema. Este tipo de modelos se denominan modelos paramétricos, pues dependen de
los parametros de las ecuaciones que definen el modelo de cada elemento del sistema. Para
ilustrar este tipo de modelos, véanse los propuestos en los sistemas de los temas 1 y 2.

El modelo de cada elemento que forma el sistema viene dado por las denominadas
ecuaciones de fendmenos elementales. A las ecuaciones que interrelacionan a los elementos
entre si se denominan ecuaciones de balance del sistema.

Sin embargo el sistema se puede modelar obteniendo expresiones matematicas que rela-
cionen magnitudes del sistema sin considerar ni las partes que forman el sistema ni la forma
cémo se integran en éste. Este tipo de modelos se denominan modelos no paramétricos o
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modelos de caja negra.

En secciones posteriores se vera cémo se obtienen modelos paramétricos de sistemas
fisicos, tales como sistemas mecdanicos, eléctricos, térmicos o hidraulicos, describiendo en
cada caso las ecuaciones de los fenémenos elementales més tipicos, asi como las ecuaciones
de balance.

3.1.5 Modelos con parametros concentrados y distribuidos

Enunciados como: ”sea una masa puntual ...”, ”considérese una carga concentrada en un
punto del espacio ...”, etc. son frecuentes en cursos basicos de Fisica. Es notable sin
embargo el hecho de que tales objetos no tienen existencia real. Los sistemas reales son
por lo general de parametros distribuidos. Asi, una resistencia es un trozo de material de
longitud no nula, por lo que

e La senal eléctrica tarda cierto tiempo en atravesarla; es decir, la transmision no es
instantanea.

e Existe cierta inductancia y capacitancia; es decir, ademéas de un valor R habria que
tener en cuenta unos valores de L y C.

Estos fenémenos son a menudo despreciados, considerando la resistencia como un ele-
mento sin inductancia ni capacitancia que transmite instantaneamente los cambios en la
intensidad que circula por ella. Los elementos idealizados de esta forma reciben el nombre
de elementos de parametros concentrados.

Los modelos basados en pardmetros concentrados son mas faciles de desarrollar y usar
que los de parametros distribuidos, por lo que suelen ser el objeto de estudio de cursos
bésicos de teoria de sistemas y control.

Los modelos que tienen en cuenta que los objetos reales no tienen sus propiedades
concentradas en un punto reciben el nombre de modelos de pardmetros distribuidos, y son
mas complejos que los de parametros concentrados, por lo que sdlo se usan cuando estos
dltimos no producen el resultado requerido.

3.2 Modelado de sistemas mecanicos

Un sistema mecénico es aquél formado por cuerpos que varian su posiciéon ante la accion
de una serie de fuerzas. Como se sabe, un cuerpo rigido puede describir tres traslaciones y
tres rotaciones independientes entre si. Se denomina grado de libertad a cada movimiento
independiente que puede tener un sélido. Por tanto un cuerpo puede tener como maximo
6 grados de libertad.
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Cada elemento que forma un sistema mecanico se modelara por una serie de ecuaciones
que determinan el movimiento descrito por el cuerpo en funcién de las fuerzas que actian
sobre él. Las ecuaciones de balance surgen de la aplicacién de las leyes de Newton sobre
cada uno de los elementos.

El area de la Fisica encargada del estudio del comportamiento dinamico de los cuerpos
es la Mecédnica y esta fuera del alcance de este curso el profundizar en esta disciplina. Por
ello se describen a continuacién unos casos sencillos, pero que representan a un amplio
espectro de sistemas mecénicos, en los que se muestra cémo se obtienen modelos dindmicos.

3.2.1 Sistemas mecdanicos traslacionales

Un sistema mecénico en el que el movimiento de los cuerpos que lo forman se reduce a
traslaciones en una misma direccién se denomina sistema mecdanico traslacional. Por tanto
todos los cuerpos del sistema tienen un solo grado de libertad y sus movimientos describen
trayectorias rectas todas con la misma direccién. En consecuencia, la posicién de cada
cuerpo viene dada por el desplazamiento que realiza en la direcciéon del movimiento. Los
elementos més comunes que forman un sistema mecanico traslacional son los siguientes:

Masa movil

Una masa sometida a una fuerza experimenta una aceleracién como consecuencia de ésta.
Aparece entonces una fuerza de reaccion a la aceleracion experimentada por el cuerpo de-
nominada fuerza de inercia y cuya magnitud es directamente proporcional a la aceleracion
del cuerpo y su sentido el contrario al de movimiento del cuerpo.

Fi(t)
F(t) M

Figura 3.1: Esquema de una masa mévil .

La ecuacion que rige el movimiento de este elemento es:

21’
Fi(ty = T4 = (3.1)

La constante de proporcionalidad M es la masa del cuerpo.
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Noétese que la fuerza ejercida sobre el cuerpo no influye directamente sobre la posicion
del cuerpo, si no sobre la aceleraciéon que éste experimenta. La aceleracién produce un
cambio en la velocidad con la que se mueve el cuerpo, y la velocidad produce a su vez una
variacion en la posicién de éste. Por tanto, conocida la fuerza resultante que actia sobre
un cuerpo, es necesario saber tanto la velocidad como la posicién que tiene inicialmente
el cuerpo para poder conocer el movimiento que éste realizara.

Resorte o muelle

Un resorte es un elemento elastico que ante la accion de una fuerza se deforma variando
su longitud. El resorte ejerce una fuerza que se opone a la fuerza impulsora que es funcion
de la deformacién experimentada. Una vez que la accién de la fuerza cesa, el resorte es
capaz de recuperar su posicién original, gracias a su caracteristica elastica.

Generalmente se supone que la relacién entre la fuerza aplicada sobre el muelle y el
desplazamiento que éste experimenta es lineal. A este tipo de resortes se les denomina
resortes lineales.

F(t)

Figura 3.2: Esquema de un resorte o muelle.

El modelo de este elemento viene dado por

F(t) =K- (l(t) - lnatural) (32)

La constante de proporcionalidad K se conoce como constante del muelle. Al des-
plazamiento del muelle se le denomina elongacion. Se llama elongacion natural l,.cural @
la longitud que tiene el muelle en ausencia de la acciéon de la fuerza.

Amortiguador

Un amortiguador es un elemento que se deforma bajo la accion de una fuerza ejerciendo
una fuerza de reaccién que es funcién de la velocidad con la que el elemento se deforma.
Elementos con rozamiento viscoso tienen este tipo de comportamiento.

Un amortiguador se denomina lineal cuando la fuerza de reaccién a la deformacion es
proporcional a la velocidad de ésta.Su modelo viene dado por:
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X(1)

Figura 3.3: Esquema de un amortiguador.

(3.3)

Siendo C' la constante de rozamiento viscoso y x(t) la deformacién del elemento.

Modelos de sistemas mecanicos traslacionales

Una vez conocidos los modelos de todos y cada uno de los elementos que forman el sistema,
el modelo del sistema completo surge de la aplicacién de las leyes de Newton. La segunda
ley de Newton indica que la suma de las fuerzas aplicadas a un cuerpo, incluyendo las
fuerzas de inercia es nula.

SE(t)=0 (3.4)

Se debe tener en cuenta que tanto las fuerzas como los desplazamientos son magnitudes
vectoriales. Esto quiere decir que no sélo influye el valor que toma la magnitud, si no
su direccién y sentido. En el caso de sistemas traslacionales la direccién de todas las
magnitudes estd restringida a la direccién del movimiento, por tanto es el sentido del
vector el que hay que tener en cuenta a la hora de plantear las ecuaciones de balance.

Ejemplo

Para ilustrar cémo obtener las ecuaciones que modelan un sistema mecédnico, se va
a tomar como ejemplo el sistema de la figura 3.4, que consiste en un sistema auténomo
formado por dos masas puntuales sin rozamiento unidas entre si por un muelle y una de
ellas unida a la pared fija.

Las ecuaciones de de las fuerzas que intervienen en cada una de las masas son las
siguientes:

1. Fuerzas ejercidas sobre la masa M1:

d?z,

Fy = M1
! dt2
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Figura 3.4: Ejemplo de un sistema traslacional.

Fil

_—

Fmll Fm21

Figura 3.5: Balance de fuerzas sobre el cuerpo M1

Fpoi1n = Kl(z1—lin)
Fro1 = K2-(zg —x1 —lay)

siendo Fj; la fuerza de inercia de la masa 1, Fj,11 la fuerza que el muelle 1 ejerce
sobre la masa 1, y Fy,21 la fuerza que el muelle 2 ejerce sobre la masa 1.

2. Fuerzas ejercidas sobre la masa M2:

Fi2

_—

Fm22

=1 M2

Figura 3.6: Balance de fuerzas sobre el cuerpo M2

d21’2
dt?
Fno = K2 (x3—x1—lap)

Fy = M2

siendo Fj9 la fuerza de inercia de la masa 2 y Fj,91 la fuerza que el muelle 2 ejerce
sobre la masa 2.

Aplicando la segunda ley de Newton a cada cuerpo se llegan a las siguientes ecuaciones:
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d’x
Fi1+ Fopi1 — Frpo1 =0 — Ml-ﬁ—l—Kl-(.ﬁUl—lln)—KQ-(l‘g—xl—lgn):0
d2£L'2
Fio+ Fioo =0 — MQ'W—FKQ'(KL‘Q—SQ—ZQ”):O

Estas son las dos ecuaciones que modelan el comportamiento del sistema. Nétese que
dado que el sistema tiene 2 grados de libertad, son necesarias dos ecuaciones independientes
para modelar su comportamiento. Notese ademaés que el modelo es un modelo paramétrico,
pues depende de pardmetros que definen el comportamiento de cada elemento del sistema.
En este caso los pardametros son M1, M2, K1, K2, l1,, y lop.

3.2.2 Sistemas mecanicos rotacionales

Se denominan sistemas mecédnicos rotacionales a aquéllos en los que los cuerpos que forman
el sistema realizan rotaciones en el mismo plano, es decir, que los ejes de rotacién de todos
los cuerpos son paralelos. En estos sistemas, los giros realizados por los cuerpos varian
por la accion de los pares de fuerzas ejercidos sobre ellos.

El movimiento de cada cuerpo que forma el sistema viene caracterizado por el giro
que el cuerpo experimenta. Por tanto es el dngulo girado por el cuerpo el tnico grado de
libertad que éste posee.

Momento de inercia

Un cuerpo de masa M sometido a un par de fuerzas experimenta un movimiento de rotacion
tal que el par de fuerzas de inercia cancela el par que lo impulsa.

tet

PSfrag replacements T

Figura 3.7: Giro de un cuerpo con un momento de inercia J.
Por tanto la ecuacién que rige el comportamiento de este elemento viene dada por:
d*0

T =T() (3.5)

Siendo 6 el angulo girado por el cuerpo, T' el par aplicado sobre éste y J su momento
de inercia. Este pardametro esta relacionado con la masa del cuerpo y su geometria.
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La accién del par sobre el cuerpo no afecta directamente sobre la posicion del cuerpo,
sino sobre la aceleracién angular que éste experimenta. La posicién angular del cuerpo
dependerd pues de las condiciones de velocidad y posicién de las que parta.

Muelle de torsion

Es un elemento eldstico que se deforma ante la accién de un par. El elemento se opone
a ser girado desarrollando un par de reaccién proporcional al angulo girado por éste al
deformarse.

PSfrag replacements " «
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Figura 3.8: Esquema de un muelle de torsién

La ecuacién que rige el comportamiento de este elemento es la siguiente:

K-(0-0,)=T() (3.6)

Siendo K la constante de torsion del muelle y 6, el angulo del muelle en estado de
reposo.

Amortiguador

Un amortiguador es un elemento que se deforma bajo la acciéon de un par creando un
par de reaccién que es funcién de la velocidad angular con la que el elemento se deforma.
Elementos con rozamiento viscoso tienen este tipo de comportamiento.

W 0
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Figura 3.9: Esquema de un amortiguador de rotacién

La ecuacion que rige el comportamiento de este elemento es la siguiente:
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Siendo B la constante de rozamiento viscoso en el giro.

Engranajes

Un engranaje es un dispositivo que transmite el movimiento giratorio de un eje a otro,
transformando las propiedades de éste, tales como el angulo girado o el par aplicado al
eje. Generalmente los engranajes se componen de dos ruedas dentadas que engranan entre
s{ transmitiendo la energia de un eje a otro. Otros dispositivos de acoplamiento de ejes
como por correas de transmisién o cadenas son asimililables a engranajes.

La relacion entre el angulo girado por cada eje es igual a la relacion entre los radios
de las ruedas dentadas, en caso de no existir deslizamiento u holguras entre ellas. Dado
que el nimero de dientes que tiene una rueda (V) es directamente proporcional a su radio
(R), es habitual referirse a éstos en vez de utilizar los radios. Por tanto:

0 R N
2ol 3.8
01 Ry N (38)

En la figura 3.10 se muestra un engranaje de ruedas dentadas. Los dngulos girador
por cada eje son proporcionales, pero el sentido del giro de cada eje se invierte por efecto
del engranaje.

En un engranaje ideal, no hay pérdida de energia por rozamiento, transmitiéndose
toda la energia mecanica de un eje a otro. Segun esto

T1 02 N1
141 212 o0 N (3.9)
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Figura 3.10: Esquema de un engranaje.
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Modelos de sistemas mecanicos rotacionales

Una vez conocidos los modelos de todos y cada uno de los elementos que forman el sistema,
el modelo del sistema completo surge de la aplicacién de las leyes de Newton. La segunda
ley de Newton, expresada en forma de pares de fuerzas, indica que la suma de los pares
aplicados a un cuerpo, incluyendo los pares de inercia, es nula.

ST(t) =0 (3.10)

Al igual que en el caso de sistemas traslacionales, a la hora de establecer las ecuaciones
del modelo del sistema se debe tener en cuenta el sentido de los pares de fuerzas, ya que
son magnitudes vectoriales.

Ejemplo

PSfrag replacerpgnts figura 3.11 se muestra un sistema tal que sobre un eje con un momento de inercia
Ji y wfa constante de friccién B; y una constante de torsién K se aplica un par motor
T(t). Beste eje estd conectado mediante un engranaje de relacién Nj/N» a otro eje que
acciondana carga cuyo momento de inercia es Jo, con una constante de friccién By y una
constahte de torsién de K.

R B1 1T
2 1 qL T1
rl

By q2 T2 |_BZ|
Jl T e [0,
J2 S a—
T(t) —

Figura 3.11: Ejemplo de sistema mecanico rotacional

Sea 01 el angulo girado por el eje 1 respecto a la posicién de reposo del mismo, y sea
0> el andlogo en el eje 2.

Ecuaciones de balance sobre el eje 1:

d*0, do,
T—Ji—5 —Bi— — K10 —Te1 =0 3.11
L0 U 101 1 (3.11)

Ecuaciones de balance sobre el eje 2:

R dbs
TEQ—JQ'W —BQ'E—KQ'HQ —0 (312)

Ecuacién de balance en el engranaje:
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0 N

—_ = — 3.13

5= N (3.13)
Tel Nl

E——— 3.14

Tea  No (3:.14)

Sustituyendo la ecuacién (3.13) en la ecuacién (3.12) de balance del eje 2 se tiene

Ny d%6, Ny db
Tyy — —B———K—G_ 1
AT N, ar By, =0 (3.15)

Teniendo en cuenta la ecuacién (3.14) y sustituyendo la ecuacién anterior en la ecuacién
(3.11) de balance del eje 1, se llega a:

T—J—5 —B-— — K6 — + Ko —

d%6, dby Ny Ny d%6, N1 d91 Ny
S AL A 0% =0
dt? dt No Ny dt? NQ dt No

Operando se obtiene

N1 d291 Nl del Nl 2
Ty b B By V.24 g R e N
{Jl - <N2> JQ} dr? { L <N2> 2 at L <N2> =0

De esta ecuaciéon se desprende que una carga de momento de inercia J2 unida a un eje 2
que estd conectado a otro eje 1 mediante un engranaje de relaciéon No/N1, es equivalente a

una carga en el eje 1 con un momento de inercia Jo- ( N2> Esto es extensible al fenémeno

de friccién y torsién del eje.

3.3 Sistemas hidraulicos

Son aquellos sistemas en los que se produce una circulacién de liquido a lo largo de los
elementos que forman el sistema bajo la accion de diferencias de presién. Los caudales
de liquido y la diferencia de presiones son las magnitudes que se pretenden modelar. Las
ecuaciones de balance surgen de la ley de conservacion de masa.

3.3.1 Depésito

Un depésito es un elemento que, alimentado por un caudal de entrada, es capaz de acu-
mular liquido, suministrandolo en un caudal de salida. Como efecto de la acumulacion de
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liquido, éste se encuentra sometido a una presiéon hidrostatica que en el fondo del depdsito
es proporcional a la altura del liquido en el mismo.

El modelo de un depdsito prismético de seccion S es el siguiente:

d‘;t(t) = Qneto(t) (316)
p(t) = pat+p-g-h(t)

V() = S-h(t)

Siendo V(t) el volumen de liquido contenido en el depdsito, h(t) la altura del liquido
en el depdsito, gneto(t) €l caudal de liquido neto que entra en el depésito ,p(t) la presién
hidrostatica en el fondo del depdsito, p es la densidad del liquido, S' la seccién del depésito,
Pq la presién atmosférica y ¢ la constante gravitatoria. Normalmente se trabaja con
presiones relativas (p(t) — pg), desapareciendo de los modelos la influencia de la presién
atmosférica p,.

3.3.2 Tuberia y valvula

Estos dos elementos se analizan conjuntamente por tener un modelo semejante. Por una
tuberfa (o por una vélvula) circula un caudal de liquido tal que la caida de presién a lo
largo del elemento es proporcional al cuadrado del caudal circulante. Esta caida de presién
se debe a la friccion del liquido con las paredes del elemento.

El modelo de estos elementos es el siguiente:

q(t) = Kp - \/p1(t) — p2() (3.17)

Siendo ¢(t) el caudal de liquido que circula a lo largo del elemento del punto de mayor
presion p;(t) al de menor presién po(t). El pardmetro K, es la constante de friccién del
elemento. En el caso de una tuberia este parametro depende de su luz y del material
del que estd hecha y es constante para una tuberia dada. Sin embargo en el caso de una
valvula, esta constante depende de la geometria de la vélvula y de su apertura, de forma
que cuanto mas cerrada esté la védlvula, mayor serd la friccién que ésta produce, y por
tanto menor sera la constante Kp. Generalmente se considera la constante de friccién
proporcional al porcentaje de apertura de la valvula.

3.3.3 Modelos de sistemas hidraulicos

Estos modelos surgen de la aplicaciéon de las ecuaciones de balance sobre el sistema. En
este caso las ecuaciones de balance vienen dadas por la ley de conservacién de masa, por
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la cual la masa del liquido que entra en un elemento es igual a la masa del liquido que sale
mas la cantidad de liquido que se acumula.

Ejemplo

El sistema esta formado por dos depdsitos interconectados entre si. El primer depdsito
se llena con un caudal de entrada Q.(t). Al estar los depdsitos conectados entre si, pasa
el agua del depédsito 1 al 2, llenandose también éste. El depédsito 2 se vacia mediante un
conducto de forma que esta descarga se debe a la presion del agua en éste depdsito. El
sistema se ilustra en la figura 3.12

Qe

PSfrag replacements
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Figura 3.12: Sistema de dos depdésitos interconectados

h1

Las ecuaciones que rigen el comportamiento del sistema son las siguientes:

At = Q.(t) — Qi(t)
A2% = Qi(t)_Qs(t)

Qi(t) = Kpnvhi—hs
Qs(t) = Kh2\/E

Siendo Q;(t) el caudal de liquido que circula del depésito 1 al 2, Qs(t) el caudal que
sale del depdsito 2, A1 y Ay el drea del depdsito 1 y 2 respectivamente y Kp1 v Kpo las
constantes de friccion de las tuberias.

3.4 Modelado de sistemas eléctricos

Los sistemas eléctricos, o circuitos eléctricos, estan formados por una serie de elementos
interconectados entre si por los que circula una intensidad eléctrica que da lugar a una
calda de potencial eléctrico en el mismo. La energia potencial es la que impulsa la corriente
eléctrica, que pierde energia al paso por un elemento. Esta energia se transforma en energia
electrostatica, magnética o bien térmica.

Dado que en todo elemento eléctrico debe circular una intensidad, éstos deben tener
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al menos dos puntos de conexién con el circuito o nodos. Ademds los elementos se deben
conectar entre si formando bucles, es decir, de forma que no existan nodos de algin
elemento sin conexién con otro.

Existe una analogia clara entre los sistemas eléctricos y los hidraulicos. En éstos el
liquido circula a través de los elementos accionado por la diferencia de presién en el liquido.
En los sistemas eléctricos es la intensidad (que no deja de ser un caudal de electrones) la
que circula a través de los elementos accionada por la diferencia de potencial. Las fuentes
eléctricas son semejantes a las fuentes de liquido que surten al sistema hidraulico.

Las ecuaciones de balance surgen al aplicar las Leyes de Kirchoff al sistema. A contin-
uacién se detallan los elementos mas comunes de este tipo de sistemas.

3.4.1 Resistencia

Es un elemento tal que al circular una intensidad por él, ésta disipa energia calorifica (efecto
Joule) produciendo una caida de potencial. La ecuacién del modelo de la resistencia viene
dado por la ley de Ohm, que se expresa de la siguiente forma:

i(t) = v}(;) (3.18)

Siendo V' (t) la diferencia de potencial a la que se somete la resistencia, i(¢) la intensidad
que circula y R la resistencia del elemento.

PSfrag replacements, , ®)
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Figura 3.13: Esquema de una resistencia eléctrica

Este elemento es analogo a una tuberia en un sistema hidraulico.

3.4.2 Condensador

Es un elemento que al someterse a una diferencia de potencial, se genera una intensidad
proporcional a la variacién de la diferencia de potencial. La ecuacién del modelo de este
elemento es:
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! (3.19)

Se denomina al parametro C' capacidad del condensador.

—
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Figura 3.14: Esquema de un condensador eléctrico

El condensador es anédlogo a un depdsito en un sistema hidrdulico.

3.4.3 Bobina

Es un elemento que al someterse a una diferencia de potencial se genera una variacién en
la intensidad que circula por éste proporcional a la diferencia de potencial. Las bobinas
almacenan energia eléctrica en forma de energia magnética. La ecuacién del modelo es la
siguiente:

(3.20)

Siendo L la constante de autoinduccién de la bobina.

PSfrag replacementsv(t)

Figura 3.15: Esquema de una bobina eléctrica

3.4.4 Fuente

Es un elemento que crea una diferencia de potencial, de forma tal que, al conectarla a
elementos eléctricos, se genera una intensidad, que aporta energia eléctrica al circuito. Es
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por tanto un elemento activo.
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Figura 3.16: Esquema de una fuente eléctrica de corriente continua

Si la diferencia de potencial generada es constante a lo largo del tiempo, la fuente de
denomina fuente de corriente continua. Por el contrario, si la diferencia de potencial toma,
la forma de una onda senoidal se denomina fuente de corriente alterna.

3.4.5 Motores de corriente continua

Son dispositivos eléctricos que generan un campo magnético, que por induccién sobre un
rotor, producen un movimiento de rotacién en un eje. Para ello es necesario que por el rotor
circule una intensidad llamada intensidad de campo. Esta induccién produce una caida de
potencial sobre el circuito denominada fuerza contraelectromotriz que es proporcional a la
velocidad angular del eje. La intensidad que circula por el circuito inductor se denomina
intensidad de armadura. Estos dispositivos transforman pues energia eléctrica en energia
mecanica y se utilizan para accionar sistemas rotacionales.

V) 3
la (t)v t Ve i tet
M |
R, :
Lo
Ve ;
) o

Figura 3.17: Esquema de un motor de corriente continua

Las ecuaciones que modelan un motor son:

dig
Va(t) = Rgig+ Lo dZt + Vee (3.21)
do
ce — Kce'i
Ve dt

T(t) = Keigir
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Siendo i4(t) la intensidad en la armadura o circuito inductor, V,(¢) la tensién aplicada
al circuito inductor, V¢, la fuerza contraelectromotriz, 6(t) el 4ngulo girado por el eje rotor
y T'(t) el par con el que este gira, K es la constante del par motriz, K. es la constante
contraelectromotriz y R, y L, son la resistencia y la inductancia del circuito inductor.
Generalmente se trabaja con una intensidad en el rotor i,(t) constante, por lo que el par
generado por el motor serd proporcional a la intensidad de la armadura i,(t), de forma
que T'(t) = Ky-iq(t).

3.4.6 Modelos de sistemas eléctricos

Las ecuaciones de balance de este tipo de sistemas se expresan mediante las leyes de
Kirchoff. Estas leyes se enuncian de la siguiente forma:

1. La suma de las intensidades que entran en un nodo es igual a la suma de las inten-
sidades que salen.

2. La suma de las diferencias de potencial entre los nodos de los elementos que forman
un bucle es nula.

Ejemplo

En temas anteriores se han formulado modelos de circuitos. En el apartado 2.4 del
tema 2 se propone modelar un circuito (véase la figura 2.4 del tema 2) y se obtienen
las ecuaciones correpondientes aplicando las ecuaciones de los elementos y las leyes de
Kirchoff.

3.5 Sistemas térmicos

Se denominan sistemas térmicos a aquellos sistemas cuyos elementos varian su estado
termodindmico (temperatura, presién, densidad, entalpia, entropia, etc.) bajo la accién
de aportes o transferencias de calor. Un ejemplo de sistema térmico puede ser el termo para
calentar agua en las instalaciones domésticas. Este sistema pretende calentar un caudal
de agua que circula a través de él mediante el aporte de calor fruto de la combustion de
gas.

El estado termodinamico de un elemento varia por la transferencia de calor con otro
elemento del sistema o con el ambiente. La transferencia de calor puede realizarse mediante
una serie de mecanismos que se detallan a continuacién.
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3.5.1 Transferencia de calor por conduccion

Esta transferencia de calor se produce entre elementos que estan en contacto. El calor
fluye a través del que tiene mayor temperatura al que tiene menor. La cantidad de calor
que fluye de un cuerpo a otro por unidad de tiempo @ se modela considerando que es
directamente proporcional a la diferencia de temperatura entre ellos.

Q = Kcond : (Tl - T2) (322)

Siendo K,,,q la constante de conduccién de calor por un cuerpo, que depende de
la superficie de contacto y de las caracteristicas de los cuerpos. Cuando se calienta un
cuerpo mediante una fuente de calor, por ejemplo, un metal en una fragua, se produce este
mecanismo de transferencia de calor. El calor pasa de la fuente, en este caso las brasas,
al metal que se encuentra en contacto con ellas.

3.5.2 Transferencia de calor por conveccién

Esta transferencia de calor se produce entre elementos que estan a distintas temperaturas,
pero el mecanismo de la transferencia tiene asociado el movimiento de un fluido. Por
ejemplo, cuando se enfria un cuerpo caliente introduciéndolo en una corriente de agua
fria, el enfriamiento del cuerpo se produce porque el calor se transfiere del cuerpo con
mayor temperatura al caudal de agua que estd a menor temperatura, transportando el
caudal de agua la energia substraida al cuerpo caliente.

El modelo de este tipo de transferencia viene dado por la siguiente ecuacién:

Q = Kconv . (Tl - T2) (323)

Siendo K ony la constante de conveccién un parametro que depende del movimiento
del fluido que interviene en la transferencia y de la superficie de contacto.

3.5.3 Transferencia de calor por radiacién

Es un fenémeno por el cual un cuerpo con una determinada temperatura emite una ra-
diacién electromagnética. De esta forma, libera energia caldrica trasfiriéndola a otros
cuerpos. La transferencia de calor entre cuerpos mediante este mecanismo, se produce por
la exposicion de uno de los cuerpos a la radiacién emitida por el otro.

El modelo de este fenémeno viene dado por:
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Q=K (T1* = T%) (3.24)

Siendo la contante de radiacién K,,q un pardmetro que depende de la geometria, de
la posicion relativa y de las propiedades de los cuerpos.

3.5.4 Modelos de sistema térmicos

Los modelos de sistemas térmicos surgen de la aplicacién de las ecuaciones de balance de
masa y de energia al conjunto de los elementos. Las ecuaciones de balance de masa son
analogas a las que se aplican para modelar sistemas hidraulicos, y expresan que la masa
de un producto que entra en un elemento es igual a la masa del producto que sale de éste
mas la masa que se acumula en el sistema.

Por otro lado las ecuaciones de conservacion de la energia indican que la cantidad de
calor que se aporta a un elemento menos la cantidad de calor que éste desprende es igual
a la cantidad de calor acumulado por éste. A la diferencia entre la cantidad de calor
aportado y la cantidad de calor desprendido se denomina la cantidad de calor neto. Estas
ecuaciones se pueden expresar de la siguiente forma:

dim-C.-T)

dt = Qaportado - Qdesprendido = Qneto (325)

Siendo m la masa del elemento sobre el que se realiza el balance, y C¢ el calor especifico
del elemento. Este parametro depende de la naturaleza del elemento.

Ejemplo

Vamos a ver cémo se obtiene el modelo de un sistema formado por una caldera que
contiene un liquido que se calienta con una fuente de calor, por ejemplo un quemador de
gas. Ademads el liquido esté en contacto con el ambiente, a una temperatura T,, con el
que intercambia calor.

Las transferencias de calor que se ven implicadas son la que se produce entre el liquido
y el ambiente y el aporte de calor por la combustién. La primera de ellas se produce por
conveccién, por lo que la ecuacién de la transferencia de calor es:

Qla = Kconv . (,Tl - Ta)

Siendo T; la temperatura del liquido, T, la temperatura del ambiente. La fuente de
calor se modela como un aporte de la cantidad de calor por unidad de tiempo al liquido
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Ta

T
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Figura 3.18: Calentamiento de un liquido en una caldera

constante y de valor Q. Aplicando la ecuacién de balance de energia al liquido se tiene

que :
dT;

i ) ) ) )
m'Ce’E:Qneto:Q_Qla:Q_Kconv<ﬂ_Ta)
En esta ecuacién la magnitud que nos interesa es la temperatura del liquido Tj(t),

cuya evolucién depende del calor aportado por la fuente de calor @ y de la temperatura
ambiental T,.

3.6 Linealizacion de modelos no lineales

Anteriormente se ha visto como la obtencién de un modelo conduce generalmente a la
representacion del comportamiento del sistema mediante una serie de ecuaciones, general-
mente ecuaciones diferenciales, en las que se relacionan entre si magnitudes del sistema,
con derivadas de éstas respecto al tiempo. A continuacién se tratard con el modelo en-
trada/salida o descripcién externa del sistema, pero todo el andlisis hecho es extensible a
modelos internos del sistema.

El modelo del sistema en su formulacién entrada/salida tiene la forma de:

d"y dy dnyny dyny d™uy duy d"™ Uny duny

vy —— ey , ey, Uy e, -
(gm0 g Y0 gen o g Y ggm o g dim dt

7unu) =0

(3.26)

Siendo y1, ..., Yny las salidas del sistema a modelar, y u1, ..., un, las entradas al sistema.
La funcién F(-) representa el conjunto de ecuaciones que relacionan las entradas con las
salidas del sistema. Para que el sistema esté bien planteado, el niimero de ecuaciones debe
ser igual al ntimero de variables a determinar, en este caso las salidas del sistema, por
tanto son necesarias ny ecuaciones.
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Sin pérdida de generalidad, y en aras de la sencillez en la exposicién, supondremos
en adelante que el sistema es monovariable, es decir, que tan sélo tiene una salida y una
entrada. En este caso el modelo viene dado por la ecuacién:

d™y dy d™u du

- Y dt7m7 (A3 E

Segun la forma que toma la funcién f se pueden clasificar los sistemas en:

e Sistemas lineales: aquéllos en los que la funcién f es una funcion lineal. Es decir, en
los que la ecuaciéon diferencial es una combinacién lineal de las entradas y salidas y
de sus derivadas.Por tanto toma la forma siguiente:

d™y "y dy d™u d™ 1ty du

Wﬂ”' g1 +.. -+an—1’a+an'y = bo- i +by- g1 +.. .+bm_1'a+bm-u
(3.28)

Siendo (a1, ..., an,bo,...,by) pardmetros constantes del modelo lineal del sistema.

La linealidad de los sistemas es una propiedad que les confiere una serie de carac-
teristicas que los hace muy interesantes y que se detallardn en temas posteriores.
Entre ellas se pueden destacar las siguientes:

1. Solucién sencilla de las ecuaciones diferenciales.

2. Tratamiento sistemético de sistemas (generalizacién de resultados), utilizando
por ejemplo su representacién por funcion de transferencia.

3. Aplicacién de potentes procedimientos de andlisis, como la transformada de

Laplace o el analisis frecuencial.

e Sistemas no lineales: aquéllos en los que la funcién f es una funcién no lineal.

3.6.1 Punto de funcionamiento de un sistema

En los procesos industriales es habitual que el comportamiento del sistema evolucione en
torno a un punto de funcionamiento. Es decir, en una situacion tal que las magnitudes
del sistema evolucionan en torno a un valor constante.

Por ejemplo, piénsese en un depdsito que se llena constantemente con un caudal de
entrada Q. y que descarga a través de una tuberia de forma que la descarga se produce
por gravedad. Las ecuaciones del modelo son las siguientes:

dh(t) P
A'T*Qe_Qs*Qe K h(t)
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En el que A, el 4rea del depésito, es de 1m?, h su altura y K la constante de friccién
de la tuberia, de 101/(min - mt/ 2) . Se considera que el caudal de entrada Q. es constante
con un valor de 10 1/min.

En la figura 3.19 se muestra la evolucion de la altura del depésito y del caudal de salida
partiendo de una situacién inicial en la que el depdsito estd vacio.
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Figura 3.19: Evolucién de la altura y del caudal de salida.

El sistema evoluciona hasta un punto en el que la altura del depdsito permanece con-
stante (en consecuencia % = 0). En este punto el caudal de salida es igual al caudal de
entrada, es decir 10 1/min y la altura en la que se queda el depésito es:

QSZQE:K-ﬁzQe:ho=<%>2:1m

El sistema permanecerd en ese punto indefinidamente hasta que no cambie el caudal
de entrada. Esto quiere decir que el sistema estd en equilibrio. Al estado en el que el
sistema permanece se denomina punto de equilibrio del sistema.

En el funcionamiento normal del sistema se sabe que el caudal de entrada estd en
torno a 10 1/min, por lo que la altura del depédsito evolucionard hasta un valor en torno a
1 m y el caudal de salida en torno a 10 1/min (véase la figura 3.20). Por tanto el sistema
permanecera normalmente en torno al punto de equilibrio antes calculado. Este punto se
denomina punto de funcionamiento, y corresponde al estado en el que se considera que el
sistema funciona normalmente. Este punto debe ser un punto de equilibrio.

3.6.2 Linealizacién de un sistema dinamico

Como ya se ha visto, el conjunto de ecuaciones que modelan el comportamiento dindmico
de un sistema puede ser lineal o no lineal. Los sistemas lineales resultan convenientes por
el hecho de su sencillez de tratamiento y analisis.
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Figura 3.20: Evolucién del caudal de salida y de la altura del depésito ante variaciones en
torno al punto de funcionamiento.

Dado que un sistema en su funcionamiento normal evoluciona en torno a un punto
de funcionamiento, parece razonable pensar que el andlisis del sistema seria mas sencillo
si tratdsemos de analizar el comportamiento del sistema alrededor de éste, sin considerar
cémo sera fuera del rango en que va a evolucionar el sistema.

Es bien sabido que una funcién no lineal se puede aproximar en un determinado rango
por una funcién lineal. A este procedimiento se le denomina linealizacién de una funcién
en torno a un punto. Toda aproximacion estd sujeta a un determinado error, asociado
al rango de aproximacién. Cuanto mayor sea éste, mayor sera el error cometido por la
aproximacion.

Extendiendo esto a sistemas dindamicos, parece razonable aproximar el modelo no lineal
del sistema por un modelo lineal en torno al punto de funcionamiento. Este modelo lineal
aproximado guardard las caracteristicas del sistema dindmico en su evolucion en el punto
de funcionamiento y en el rango de variacién del sistema en torno a éste. Este modelo
por ser lineal tiene todas las caracteristicas beneficiosas de los sistemas lineales. Adema4s,
como toda aproximacion, tiene asociado un error que se comete y que serd tanto mayor
cuanto mayor sea el rango de variacion del sistema. A este procedimiento se le denomina
linealizacion de un sistema.

Calculo del modelo lineal aproximado

Como es sabido el modelo de un sistema dindmico monovariable en general viene dado por
la ecuacién (3.27) en la que, para simplificar la exposicién, se va a denominar las variables
del siguiente modo:
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"y dy _
dtn T dt
dmuwm) du
dtm ’ Todt

Un procedimiento para linealizar una funcién en torno a un punto es mediante un
desarrollo en serie de Taylor de la funcién en ese punto. Segin esto la funcién se puede
aproximar por:

OF 1y _ of] .. .. of
(S?y")]o'(y )y )]0)+...+ ay]o.(y_ ily) + ayh.(y_ ylo) +
aifm)}o(um) _ um)}o) + ...+ gqj;:|o.(’[t— u]o) + g£:|0.(u_ u]O) +O(2) —0

Siendo y™)o, ..., 4]0, 9]0, ylo los valores que toman dichas sefiales en el punto de fun-
cionamiento y O(2) los términos de orden superior, que se consideran despreciables en el
modelo linealizado. Haciendo el cambio de variables siguiente:

y_y]o -«
u—ul, — B

se tiene que :

1
2

v = Ylo
Z/_y]o

um —wm]

l
2

!
-

i~ il

l
=

u— ug

y teniendo en cuenta que los términos de las derivadas parciales particularizadas en el
punto de funcionamiento son constantes, haciendo las siguientes asignaciones:
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se obtiene la siguiente ecuacién

TEMA 3. MODELADO Y SIMULACION

— byt

a tar -Vt dapgdtan-a=by- ™ +b -8+ byt B+ by 3

que es la ecuacion lineal del modelo linealizado del modelo no lineal en torno al punto

de funcionamiento.

Ejemplo

Para ilustrar el procedimiento se va a linealizar el modelo del sistema del depdsito
visto anteriormente en torno a su punto de funcionamiento. El modelo del sistema es el

siguiente:

dh

A.EJFK-\/E—Qe:o

En este caso, la salida del sistema, representada por y en el epigrafe anterior, es la
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altura del depésito h, y la actuacion o entrada al sistema, representada por u en el epigrafe
anterior, es el caudal de entrada Q..

El punto de funcionamiento viene dado por los siguientes valores:

Qely, = 10 l/min
hly, = 1 m

dh

al, = 0 m/s

Haciendo el cambio de variables
ﬁ = Qe - Qe]o = Qe - 10

y calculando los coeficientes del desarrollo en serie de Taylor de la ecuacién del modelo

of

: = A=1

Ohlo

of) _ K] _ 10 .
ohly 2Rl 2v1
o8] _
0Qe g

se obtienen los coeficientes de la ecuacién del modelo lineal. En este cason =1y
m = 0.
of
W}o _>
ofl 1
ohlo
af ]

bo = — 8QSO:—7:1

=5

j=

o

Il
[a—

Se llega a la siguiente ecuacién lineal:

da
- o= 1-
dt+5a I6]

El modelo lineal aproxima el comportamiento del sistema en torno al punto de fun-
cionamiento, de forma que, cuanto mas alejados estemos de este punto, mds error se
cometerd en el comportamiento obtenido por este modelo, frente al no lineal. En la figura
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3.21 se muestra el comportamiento del modelo no lineal (linea continua) y el del modelo
linealizado (linea a trazos). En ésta se muestra la evolucién del caudal de entrada Q.
al deposito (véase la figura 3.21 (a)). Durante un cierto periodo de tiempo el caudal de
entrada varia en torno al punto de funcionamiento en 10 1/min. En este periodo el modelo
no lineal y el linealizado representan practicamente el mismo comportamiento de la altura
en el depdsito y del caudal de salida (véanse las figuras 3.21 (b) y (¢)). Sin embargo,
después se produce un cambio del caudal de entrada (). evolucionando en torno a otro
punto distinto, en este caso 5 1/min. Entonces se observa que el comportamiento de las
magnitudes del sistema derivado del modelo no lineal difiere en gran medida del derivado
del modelo linealizado, tomando la altura incluso valores imposibles.

modelo no lineal
--- modelo lineal

E

Caudal de salida Qs ( I/min )

Caudal de entrada Qe ( I/min)

altura en el depdsito h (m)

:

15 2 25
tiempo (s)

(a) (b) ()

1‘5 2 2
tiempo (s)

Figura 3.21: Comparacién del comportamiento del modelo no lineal con el modelo lineal-
izado

3.7 Simulacion

El objeto del modelado de un sistema dindmico es la obtencion de una expresién matematica
del comportamiento del sistema con el fin de analizar su evolucién o bien, reproducir lo
mas fielmente posible la evolucion de sus sefiales. Ya sea para uno u otro fin, es necesario
calcular cudl va a ser la evolucién de las senales del sistema bajo unas ciertas condiciones
iniciales y para unas entradas determinadas. A este procedimiento se denomina simulacién
del sistema y es una herramienta fundamental en el estudio de sistemas dindmicos.

La evolucion del sistema dependerd de las condiciones iniciales de las que parte el
sistema y, en sistemas no auténomos, de sus senales de entrada. La eleccién de las senales
de entrada que se utilizan para la simulacién condiciona la evoluciéon del mismo. Las
senales de entrada pueden ser senales de prueba, del tipo escalén, impulso o rampa, o bien
senales mas realistas que imiten las condiciones de operacion del sistema fisico. Las senales
de prueba se utilizan para comprobar y comparar la evolucién del sistema de una forma
sistematica, definiendo parametros que cuantifican la idoneidad de la evolucién de la senal
ante ese tipo de senales de entrada. La simulacion del sistema, si es suficientemente fiel
al comportamiento del sistema real, permite un estudio de la influencia de la variacién de
parametros o de senales de entrada o de sus condiciones iniciales, sobre el comportamiento
de las magnitudes del sistema.
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En modelos matematicos en forma de ecuaciones diferenciales, para obtener la evolucién
temporal de las senales es necesario integrar las ecuaciones diferenciales de éste. Por tanto
la simulacién de este tipo de modelos se traduce en un procedimiento para integrar las
ecuaciones diferenciales involucradas en el modelo. Esta tarea se puede llevar a cabo de
dos formas distintas:

e Analégica: Se desarrolla un circuito electrénico utilizando mddulos analdgicos que
realizan ciertas funciones, por ejemplo integradores o ganancias. Por tanto el cir-
cuito electrénico obtenido es a su vez un sistema dindamico cuya evolucién es analoga
a la del modelo que se desea simular. El modelo matematico se debe manipu-
lar para poder expresarlo utilizando tan sélo las funciones que realizan los médulos
electrénicos. Cada uno de estos médulos se realizan utilizando componentes electrénicos
como resistencias, condensadores o amplificadores. Los pardmetros de éstos pueden
no ser constantes, pues pueden variar por ejemplo con el tiempo o con la temperatura
del circuito. Esto hace que la respuesta dindmica del circuito varie al variar éstos.
Por tanto la precisién de la simulacién esta sujeta a la bondad de los componentes
que intervienen en el circuito. Este problema, junto a la complejidad en su disefio y
la poca flexibilidad que la tecnologia analdgica permite, son las razones principales
que han condicionado su uso para el calculo, y en particular, para la simulacién.

e Digital: Para la simulacién se utiliza un computador digital, que tiene la propiedad
de poder realizar un cierto procesamiento de informacién (ntimeros o caracteres) y
generar un resultado. Esta tarea se lleva a cabo en forma de secuencia de operaciones
bésicas, que constituyen un programa. Por tanto es posible realizar programas que
resuelvan problemas de célculo de una forma secuencial, es decir, como una secuen-
cia de operaciones. Este tipo de algoritmos se denominan métodos numéricos. La
simulacién se reduce pues a desarrollar un algoritmo o método numérico que inte-
gre ecuaciones diferenciales y codificarlo en forma de programa. Una simulacion del
sistema bajo unas ciertas condiciones equivale a ejecutar este programa para unos
datos de entrada determinados.

Entre las caracteristicas principales de la utilizacion del calculo digital se encuentra
el hecho de que la precision del resultado de la simulacién es constante, y tan sdlo
depende del nimero de bits que utiliza el computador para codificar las cantidades
numéricas. También es importante el hecho de que un computador es capaz de
realizar cualquier tipo de programa, y ejecuciones del mismo para distintos datos de
entrada.

3.7.1 Métodos numéricos de integracién

Un método numérico de integraciéon consiste en un algoritmo iterativo que integra ecua-
ciones diferenciales. La integracion analitica de las ecuaciones diferenciales da como re-
sultado la expresién explicita de las sefiales que intervienen en ellas. Por ejemplo para el
caso del modelo entrada-salida del sistema, la solucién de la integracion analitica tiene
la forma y = y(t). Esta funcién dependera en general de los pardmetros del mod-
elo, de las condiciones iniciales del sistema asi como de las sefiales de entrada (y =
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y(t, u(t), yo, pardmetros)). La integracion analitica es muy compleja y no siempre es posible
de obtener para todos los sistemas. Tan sélo se conocen métodos de integracién analitica
de ciertos tipos de ecuaciones diferenciales.

En un método numérico de integracion, no se obtiene la expresién analitica de la senal
como funcion del tiempo, sino que se obtiene una secuencia de valores que toma la senal
a lo largo del tiempo. Al ser un método iterativo, se discretiza el tiempo, de forma que se
calcula en cada instante el valor que tomara la senal en funcion del valor que tomaba ésta,
sus derivadas y las sefiales de entrada en el instante anterior. Por tanto cada iteracién del
algoritmo corresponde al calculo del valor aproximado que toma la senal en un instante
determinado en funcién de los valores aproximados de las senales obtenidas en itera-
ciones anteriores §(t;) = F(y(ti—1), -+, 9(t1),9(to), u(ti—1),- -, u(t1),u(to) ), obteniéndose
la evolucién aproximada de la senal hasta ese instante. Las iteraciones terminaran cuando
se complete el intervalo de tiempo que se desea simular. El resultado de la simulacion es
por tanto una secuencia de valores aproximados que toma la senal en una secuencia de
instantes determinados:

to 31 la -+ tfinal
gj(to) g(tl) g(tO) @(tfinal)

Al intervalo de tiempo que hay entre los instantes de la secuencia se denomina paso
de integracion. Como es razgonable, cuanto menor sea éste, méas cantidad de valores de
la senal se calcularan, y por tanto mayor serd la precisién con la que se obtienen los
valores. El paso de integracién es por tanto un parametro del método de integracién que
es muy importante, y su eleccion esta relacionada con las caracteristicas de las ecuaciones
diferenciales del modelo. Si se elige un paso de integracién grande, la aproximacion de los
valores numéricos obtenidos a los analiticos serd muy basta. Sin embargo, si se toma un
paso de integracién muy pequeno, el niimero de iteraciones del algoritmo es mucho mayor
y ademas se incurre en errores de redondeo en el calculo con el computador. Estos errores
de redondeo se deben al hecho de que los computadores utilizan un nimero limitado de
bits para representar los valores numeéricos, y por lo tanto un niimero limitado de decimales
en su resolucion. Por tanto si los calculos requieren un gran nimero de decimales, el error
cometido por la pérdida de decimales debido a esta limitacion es importante.

Existen métodos de integracion en los que el paso de integracién es constante, entre
los que se encuentra el método de Euler, y otros en los que el paso varia, eligiéndose en
cada instante en funcion de la evolucién de la senal hasta ese instante, entre los que se
encuentra el método de Runge-Kutta.

El método de integracion de Euler

Para ilustrar este método, se va a considerar un caso concreto. Sea la ecuacién ‘é—f = {(t)

con condicién inicial x(0) = x¢.Por tanto, en el instante de tiempo ¢ = 0 se sabe que
x(t) = zp. Ademas se sabe que
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. B L x(t)—a:owa:(h)—xo
x(O)—f(O)—th_r)nO t—0 h

tomando un valor h = At suficientemente pequetio. Es decir, que el valor de z(¢) en un
instante h préximo a cero es aproximadamente x(h) =~ xo+ hf(0). Del mismo modo, para
el instante 2h se puede escribir x(2h) ~ x(h) + hf(h), como z(h) no es conocido se puede
utilizar su valor aproximado #(h) = xo + hf(0). Queda claro que de este modo se puede
obtener una secuencia de valores aproximados {Z(kh)}, k = 0,1,2,---. Nétese que este
método equivale a hacer una extrapolacién lineal con la derivada en cada punto.

Para ilustrar el método de Euler se parte de la situacién mostrada en la figura 3.22 (a).
El eje horizontal representa la variable ¢, en el eje vertical se ha colocado el valor z(0) = x.
A partir de este punto se traza una recta con pendiente f(0). Sobre esta recta se halla el
punto de abcisa h y ordenada Z(h) = xo+hf(0). La nueva situacién es la mostrada en 3.22
(b): ahora se toma #(h) como punto de partida para trazar una nueva recta de pendiente
f(h) y obtener sobre ella el punto de abcisa 2h y ordenada #(2h) = Z(h) + hf(h). En la
figura 3.22 (c) se muestra el resultado obtenido al repetir los pasos anteriores 50 veces con
h = 0.1, siendo f(t) = cos(t) y x(0) = 0. Se observa que la solucién proporcionada por la
integracién numeérica es un conjunto de valores {#(kh)}, k = 0,1,2,---50. Estos valores
se han representado uniendo mediante segmentos los puntos (kh, z(kh)), de forma que se
obtiene una aproximacion mediante trozos rectos. En la citada figura se muestra también
con trazo punteado la solucién exacta obtenida resolviendo % = cos(t), con z(0) = 0 que
da como resultado x(t) =sen(t).

Figura 3.22: El método de Euler para integracion numérica

A continuacién vamos a ver cémo se aplica el método de Euler a modelos entrada/salida
de la forma que se expresa en la ecuacién (3.27). Este modelo se puede poner de la forma
siguiente:

dy
a Y
dy ;
= =
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dynfl):
dt
v = g V@) G0,y (), ™ (1), e i(E), u(h))

n)

=Y

Aplicando el método de Euler a cada ecuacién se obtienen las siguientes ecuaciones
iterativas:

y((k+1h) = y(kh) +y(kh) -
y((k+1h) = y(kh) +§(kh) -

v ((k+1Dh) = y" (kb)) + g([y"V (kR), ..., y(kh), y(kh),u™ (kh), ..., u(kh), u(kh)]) -

Se puede observar que el valor de todas las magnitudes en el instante t = (k + 1)h
dependen de valores de las magnitudes en el instante anterior ¢ = kh. Esto hace que la
integracion de las ecuacién diferencial del modelo se pueda hacer mediante un algoritmo
iterativo, en el que en cada iteracién se calcula la evolucion de las senales del sistema tras
un periodo de tiempo h. Este procedimiento termina una vez alcanzado el tiempo final
hasta el que se quiere simular el sistema.

Ejemplo

Consideremos un depdsito prismético (seccién constante) alimentado por un caudal.
Si u representa el caudal que llega al depdsito medido en metros cibicos por segundo, y la
altura del nivel medida en metros y A es la seccién del depdsito en metros cuadrados, se
tiene que la derivada del volumen de liquido es el caudal aportado. Puesto que el volumen
es V = Ay y A es constante se tiene que

dy
AE =u
operando se obtiene que
dy .
a Yy
.1
Y= ZU

(3.29)

Aplicando el método de Euler se obtienen las ecuaciones iterativas:

y((k +1)-h) = y(k-h) + y(k-h)

J(k-h) = %-u(k:-h)

(3.30)
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El valor del nivel en el instante inicial y(0) es una condicién inicial necesaria para la
integracion de la ecuacién. Los valores tomados por la entrada son también necesarios
para calcular la evolucién del nivel. El algoritmo iterativo para la integracién es:

1. Asignar el valor inicial k « 1.
2. Hacer:

2.1 Si k=1, se asigna el valor inicial y < y(0)
si no, se calcula el nuevo valor y; < yr_1 + h-dyr_1

2.2 Calcular dy < %-uk

2.3 Calcular t < k-h
2.4 Actualizar k — k+1
2.5 Sit < tfinalv ira?2

3. Fin del algoritmo.

En el algoritmo se obtiene como resultado unos vectores con los valores de la salida
y de sus derivadas (en este caso denominados y y dy), en cada periodo de integracién.
El pardametro h del algoritmo es muy importante y su valor depende del comportamiento
dindmico del sistema, y por lo tanto de los parametros de éste. Notese que el algoritmo
toma como datos de entrada el paso de integracion h, las condiciones iniciales del sistema
y(0), el valor de la sefial de entrada en cada instante uy, y el tiempo de simulacion ¢ inq.

En la simulacién del sistema se pueden plantear diversos experimentos:

e Analizar la influencia de la sefial u en la evolucién de y. Para ello basta con propor-
cionar la ley u(t) y usar el modelo para calcular el nivel. Véase figura 3.23 a).

e Analizar la influencia de los pardametros. En este caso el Uinico pardametro es la
seccién del depésito. La forma de proceder consiste en realizar varias simulaciones

con valores de A diferentes, manteniendo iguales el resto de condiciones. Véase figura
3.23 b).

e Analizar la influencia de los valores iniciales. La forma de proceder es similar al caso
anterior. En cada experimento simulado se utiliza un valor inicial y(0) diferente.
Véase figura 3.23 c).
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4 6 8 10 -2 o 2 @ 6 8 10 =2 o 2 4
t t t

a) A=10m?, y(0) = Om b) A =5m?2, y(0) = Om c) A= 10m?, y(0) = 0.2m

Figura 3.23: Tres experimentos de simulacién realizados con el modelo de llenado de un
depdsito.



Tema 4

Sistemas dinamicos lineales en
tiempo continuo

Este tema trata sobre la descripcién de los sistemas dindmicos en tiempo continuo. Para
ello en primer lugar se emplea la transformada de Laplace como herramienta para sistemas
lineales y y luego se presentan los conceptos fundamentales de respuesta impulsional,
funcién de transferencia y ecuaciones de estado, que seran usados en temas posteriores.

4.1 Transformacion de Laplace

En esta seccion se va a repasar la transformada de Laplace que suministra una herramienta
de gran interés para el estudio de los sistemas cuya descripcion matematica viene dada
por ecuaciones lineales invariantes en el tiempo.

4.1.1 Definiciéon

La transformada de Laplace es un método opcional que puede utilizarse con ventaja para
la resolucién de ecuaciones diferenciales lineales. La transformada de Laplace se define
como:

L) =Fe) = [ " ft)etat

f(t) es una funcién del tiempo tal que f(t) = 0 para t < 0, s = 0 4+ jw una varia-
ble compleja y £ un simbolo operacional. La existencia de la transformada F(s) esta
condicionada a la convergencia de la integral.

63
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A la funcién f(t) se la conoce como la anti-transformada de Laplace, F'(s) y se expresa
asi,

En la tabla siguiente se tienen las transformadas de Laplace de las funciones maés
usuales.

Tabla de Transformadas de Laplace

H Senal ‘ f(t) ‘ F(s) H
Impulso o(t) 1
Escalén 1(t>0) %
Rampa t(t > 0) P
Parabola 2(t > 0) =
Rampa de orden n t"(t > 0) sﬁl
Decrecimiento exponencial et (Sia)
Onda sinusoidal senwt (ngwz)
Onda cosenoidal coswt (Szjwz)
Sinusoide con decrecimiento exponencial e~ “senwt ((s+a§72+w2)
Cosenoide con decrecimiento exponencial e “coswt G +503L20‘+w2)
Rampa de orden n con decrecimiento exponencial e otn G +Z)!"+1
Funcién retardada en el tiempo ft—a) | e *F(s)

4.1.2 Resumen de Propiedades

1. Linealidad: Si Fi(s) y F»(s) son las transformadas de f1(t) y fa(t),  Fi(s)+ Fa(s)
es la transformada de Laplace de fi(t) + f2(t), segin se desprende de la definicién.

2. Derivacion real: Si L[f(t)] = F(s), entonces

e[ = ors) - 50

En efecto, como F(s) = [;° f(t) e *, realizamos la integracién por partes haciendo

1
u=f(t); du= f'(t)dt ;v:/ e Stdt=—=—e " ydv=e"""dt
s

/udv:uv—/vdu

por lo que resulta,
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/OOO f(t) e St dt = [_f(t)GSt] . /Ooo _é e st f’(t)dt —

s 0
F(s) = fio) +§ /0 TP etd,  pero /0 TPy etdi= L[]
luego:

L7 = sF(s) ~ f(0) cad

Esta propiedad resulta de gran utilidad pues, como se verd mas adelante, permite
convertir ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas.

3. Integracion real: Si L[f(t)] = F(s),

ﬁ[/ot f(T)dT} _FG) 1) dt

S S

Si en la expresion F(s) = [;° f(t) e ! dt se hace:

u=e% du=—se stdt

v :/ Ftydt; dv = f(t)dt

se tiene que,

F(s) —/OOO f(t)es dt = [est / f(t)dt:|;o—/ooo —se [/ f(t)dt] dt =
:—/ f(0)dt + s /OOO U f(t)dt} e st dt ;
y como/ooo U f(t)dt} e Stdt =L U f(t)dt} =

L U f(t)dt} _Fls) SOt g

S S

4. Teorema del valor final:

Hay veces en que hechas las operaciones precisas con la ecuacion transformada,
interesa conocer el valor de la funcién f(t) cuando ¢ — oo, que corresponderia al
régimen permanente. El procedimiento consistiria en hallar la antitransformada y
hacer que t — oc.

El procedimiento es laborioso y resulta mucho méas cémodo verificar el valor de la
variable sobre la propia ecuacion transformada.

Supondremos que existe L[f(t)] y L[f(t)] y lim¢— f(t) y demostraremos que,
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tlim ft) = hH(l) sF(s)

Sabemos que

/ f'(t)e™ st dt = sF(s) — f(0) haciendo que s — 0
0

(4.1)

lim [ /(0 = lim [sF(5) = £(0)
o) 00 t
pero ;1}(1) ; f(te st dt = /0 f'(t)dt = tlirglo ; f(r)dr =

= lim [f(t) = f(0)]

t—o0
y sustituyendo en 4.1, se tiene,

lim [/(t) ~ £(0)] = lim [sF(s) — £(0)]

t—o0 s—0

y como f(0) no depende de ¢ ni de s, queda,

lim f(t) = lir% sF(s) c.q.d.

t—o0

5. Teorema del valor inicial:
Si lo que nos interesa conocer del sistema es su comportamiento cuando ¢ — 0, que

corresponderia a conocer su comportamiento transitorio, se puede hallar también

sobre la ecuacién transformada, ya que
lim f(t) = lim sF\(s)

t—0 8§—00

Al igual que antes, en la expresion

L[f )= /OOO f/(t)e =t dt = sF(s) — f(0) hacemos que s — o0

§—00

lim /O T Pyestdt = Tim [sF(s) — £(0)]

§—00

y como el primer miembro es cero, lim,_,o sF(s) = lims_.oc f(0) = f(0) ya que f(0)
no depende de s y como f(0) es lim;—o f(t) quedard

PH(I) f(t) = lim sF(s) c.q.e.

S§—00
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. Integral de convolucion:

Sean

Fi(s) =L[A®)] y  Fas) = L[f2(1)]

El producto de ambas,
o0 (o]
Fi(s) x Fo(s) = / fi(t)e st dt/ fo(r)e " dr =
0 0

_ / / F() fo(r)e ) dt dr (4.3)
0 0
Haciendo el cambio de variables,

t = u—v vo= T

T v u = t+r71

el Jacobiano de la transformacion vale,

ot ot
ou  Ov

Como t > 0, u > v luego v viariara de 0 a u.

La ecuacion 4.3 queda

[e.o]

Fi(s)x Fa(s) = f1 u—v) fa(v)e * dv du =

0

J
= /OOO{O filu —v) fo(v )dv}e_sudu

luego

Fi() s ) = £ [ [* fitu=0) fa0) ]

La expresién encerrada en el corchete se conoce como integral de convolucién y
representa la antitransformada del producto de dos transformadas.

4.1.3 Calculo de antitransformadas

Con el célculo de antitransformadas se pretende determinar a partir de la transformada
de Laplace F(s) la correspondiente antitransformada; es decir,
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La transformada posee s6lo polos reales y simples

Supdngase que el denominador de la funcién F'(s) de la que se quiere hallar la antitrans-
formada es de la forma

d(s) = (s +p1)(s+p2)...(s+pn)

de modo que los diferentes p; son reales y diferentes entre si. En tal caso la funcién F(s)
admite una descomposicién en fracciones simples de la forma

n(s a a a
F(s) = 6 a1 | @ o,
d(s) s+p1 s+p2 S+ Pn
los coeficientes a; reciben la denominacién de residuos de F'(s) en s = —p;. Multiplicando
los dos miembros de la expresién anterior por (s + p;) y haciendo s = —p; se tiene

0 = {WL_M

puesto que se sabe, de la tabla de transformadas, que

1= { a; } — gepit
(s +pi)

se tiene que
f(t) = are P +age P2 + .. ane P!

En esta expresién se pone de manifiesto que a cada p; se asocia una funcién (una
trayectoria o un comportamiento) de la forma e Pi’. Estas funciones reciben la denomi-
naciéon de modos naturales del sistema. Se dice que un modo natural es asintoticamente
estable si p; > 0.

Ejemplo. Sea la transformada de Laplace

(s+3)

PO =6+

se tiene que los residuos resultan ser

a = {(s—i—?))L:l _9

(s +2)

()

luego
ft)y =2t —e t>0
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La transformada posee polos complejos

Supongamos ahora que la transformada de Laplace posee un par de polos complejos con-
jugados —p1 y —p1. En tal caso la descomposicién en fracciones simples tomara la forma:

n(s) 18 + ag as R an
d(s) (s+p1)(s+p1) s+ps  s+opn

Si se multiplican los dos miembros de esta expresién por (s + p1)(s + p1), y se hace

s = —p1, se tendra:

(Oéls + a2)s:—p1 — n(3>(5 +d](9;§(8 +]51)

S=—P1

Esta expresion permite determinar a; y ao igualando partes reales e imaginarias.

Para hallar la antitransformada correspondiente al término asociado al par complejo

basta recordar que:

w _ ,—at

i {((s +a)?+ oﬂJ —e et
s+ o —

& [((s Ta2+ wQ)] —e oot

En concreto, si se supone:

pr=a+tjwy pr=a—jw

se tendra

1S + Qg . 18 + o N
(s+p)(s+p1)  (s+a+jw)(s+a—jw)
s+a (g — aqa) w
M (Gra?tw?) w (s + a)? + w?)

Por tanto se tiene que

(g —aja) 4

f(t) = are” *coswt + e “senwt
w

Ejemplo
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Sea la transformada de Laplace

1
F(s) = — 8+
s(s? + 2s + 2)
Se tiene:
{ (s+1) } 1
al 3 = —
(s2+254+2)],_, 2
Por tanto,
11 1
Fis) = 211 &
25 252425+ 2
_ 11 1 s
25 2(s+1)2+1
111 s+1 +1 1
C o 2s 2(s 12410 2(s+1)2+1
De donde se tiene,
1 1 1
f(t):§—§€7tcost+§eftsent t>0

La transformada posee polos muiltiples

Supdéngase que una de las raices del polinomio del denominador de la transformada de
Laplace es multiple. Por ejemplo, supéngase que la raiz —p; tiene multiplicidad . En tal
caso el denominador admitird la descomposicién:

d(s) = (s+p1)"(s+p2)...(s+pn)

En tal caso, la transformada de Laplace admite la descomposicién:

n(s) b, br_1 by as an
+ ...+ + 4+ ...+
d(s) (s+p1)"  (s+p) ! s+p1 - s+ p2 5+ Pn

Si se multiplican los dos miembros de esta expresién por (s + p1)" se tendré:

by = {“(S)(;(;; p)" ] o

Obsérvese que

as(s+p1)" 4o+ an(s+p1)"

+ 1) F(s)=by +bp_1(s+p1)+...+bi(s+p) "+
(s +p1)"F(s) 1(s +p1) 1(s +p1) Py s T o

derivando esta expresién con respecto a s se tiene
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@[5+ P F(©)] = bt + beals 1) o+ (= Dba(s +p1)" %4

d {@(54‘101)7"] j {an(s +P1)r}

4ot 5
ds | s+pa 5+ Dn

v haciendo en esta expresiéon s = —p; se tiene

s+ FG)] L =he

Derivando de nuevo con respecto a s y procediendo andlogamente se tiene

2
b = [j (s +p1>"F<s>]]

s=—p1

En general se tendra

by = 5 [j (s +p1>TF<s>J]

s=—p1

Ejemplo
Sea
s24+s+2
F —
(5) (s+1)3
que se descompone
b3 b2 bl
F p—
=T TG i Gt D)
Se tendré
by = [2+s5+2—1=2
by = [25 + 1]5271 =-—1
by = 1
Por tanto
2 1 1
F(s) =

De donde se tiene,

71
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4.2 Descripcién externa de los sistemas dinamicos

Puesto que las seniales que definen un sistema dindmico son las de entrada u(t) y las de
salida y(t) interesa disponer de una relacion explicita directa entre ambas. Esta relacién
la suministra la descripcion externa que se define por una funcion de entrada-salida F tal
que hace corresponder al conjunto de valores tomados por la senal de entrada  en un
cierto intervalo (t,t), el valor tomado por la salida y(t) en el instante ¢. Formalmente se
puede escribir,

y(t) = F(ulto, t]) (4.4)
en donde F(.) es un funcional, es decir una funcién cuyo argumento lo constituye el
conjunto de valores tomados por u(t) en el intervalo (to, ).

Desde el punto de vista de la descripcion externa un sistema dindmico lineal se define
como aquél que cumple la propiedad de linealidad, en virtud de la cual,

F (Oqul[to,t] + OzQU,Q[to,t]) = F (ul[to,t]) + o F (UQ[to,t])

en donde a1, as son nimeros reales arbitrarios.

En este tema se van a considerar sistemas que puedan ser descritos mediante la siguiente
ecuacion diferencial lineal de orden n:

d"y dy d"u
— 4+ . H4ap1— nYy =bp—— + ... + b, 4.
dt”+ +a 1dt—|—ay bodt”+ + bpu (4.5)

Habitualmente se emplean dos formas de descripcion externa: la respuesta impulsional
y la funcién de transferencia.

4.2.1 Respuesta impulsional

Una forma de escribir la solucién a una ecuacién diferencial del tipo (4.5) es la siguiente:

y(t) = /_ too h(t, 7)u(r)dr (4.6)

en donde h(t, 7) recibe el nombre de respuesta impulsional del sistema. La expresion (4.6)
es una forma de descripcién externa de un sistema dinamico. Obsérvese que la salida del
sistema obtenida mediante la respuesta impulsional depende del instante ¢ y de todos los
instantes anteriores (7).

La respuesta impulsional de un sistema puede tener las siguientes propiedades:

1. Propiedad de causalidad o realizabilidad, en virtud de la cual un efecto no puede
preceder a una causa, lo que implica que

h(t,7) =0 para t<rt
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2. Propiedad de estabilidad, en virtud de la cual la estabilidad del sistema exige la
convergencia de (4.6), lo que se traduce en

lim A(t,7) =0
t—00

3. Propiedad de estacionaridad, en virtud de la cual el sistema es invariante con el
tiempo, lo que se traduce en que

h(t,7) = h(t —7,0) = h(t —T)
Ejemplo. Sea el sistema dinamico descrito por la ecuacion diferencial,

d
dit/—l-ay:bu

En donde a y b son dos nimeros reales. La solucién de esta ecuacion de la forma de
la expresién (4.6) es la siguiente,

t
y(t) = / e=t=T) b y(7)dr

En donde la respuesta impulsional h(t, 7) = be~*t=7) e claro que cumple las propiedades
de causalidad, estabilidad y estacionaridad.

La respuesta impulsional admite un significado adicional muy preciso. Supdngase un
sistema con una sola entrada y una sola salida. Supdngase, ademés, que dicho sistema se
somete a la siguiente senal de entrada:

u(t) = d(t1)
en donde 4(¢) es la funcién de Dirac. En tal caso se tiene que,
y(t) = h(t, 1)

si el sistema no es estacionario o

si el sistema es estacionario.

En la figura 4.1 se muestra la respuesta impulsional del sistema del ejemplo anterior.
De lo anterior se desprende que la respuesta impulsional de un sistema es determinable
experimentalmente en la medida en que se pueda realizar fisicamente una senal de entrada
u(t) = 6(t). Es sabido que esta ultima no tiene significado fisico, pero sin embargo
se pueden concebir aproximaciones aceptables. Debe anadirse que en la practica como
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0.6

0.5F b

0.4r b

0.3F 4

¥

0.2 B

0.1p B

0.1 I I I I I
20 40 60 80 100 120

tiempo

Figura 4.1: Respuesta Impulsional

realmente se miden las respuestas impulsionales es por las técnicas de correlaciéon que no
se van a tratar aqui.

Para sistemas multivariables, con m entradas y p salidas, la respuesta impulsional es
una matriz, de dimensién p X m, cuyo término h; ; representa la respuesta del i-esimo canal
de salida, cuando se aplica una entrada wu(t) = 6(¢) al canal j-esimo, siendo nulas el resto
de las entradas.

4.2.2 Funcion de transferencia

Para los sistemas lineales estacionarios existe una forma de descripciéon externa muy em-
pleada en la practica: la funciéon de transferencia. Se define la funciéon de transferencia
como la transformada de Laplace de la respuesta impulsional de un sistema.

H(s) = /0 T h(r)e o dr (4.7)

Aplicando la transformacién de Laplace a la expresion (4.6), para el caso de un sistema
estacionario, se tiene
Y(s)=H(s) U(s) (4.8)

en donde Y (s) y U(s) son, respectivamente, las transformadas de Laplace de las sefiales
de entrada y salida.

En la practica la funcién de transferencia se determina directamente a partir de la
ecuacion diferencial. Un punto muy importante a considerar es que esta determinacién se
hace suponiendo condiciones iniciales nulas para las seniales u(t) e y(t).
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Ejemplo. Sea el sistema descrito por la ecuacion diferencial,

d?y dy
W—i—ala—i—agy:bu

La transformada de Laplace de los distintos términos de la ecuacion es la siguiente,

s2Y (s) 4+ a1sY (s) + azY (s) = bU(s)

Con lo que se tiene,

24 a1s+ay

es decir que la transformacién de Laplace de la respuesta impulsional es la funcién de
transferencia.

Para el caso de sistemas multivariables con m entradas y p salidas la funcién de trans-
ferencia se convierte en una matriz cuyo término H;; representa el cociente entre la trans-
formada de Laplace de la senal de salida que se obtiene por el canal ¢ y la transformada
de Laplace de la senal de entrada que se aplica al canal j, supuestas nulas las otras senales
de entrada.

4.3 Descripcion interna de los sistemas dinamicos

La descripcién externa, segiin se ha visto en la seccién anterior, suministra una relacion
explicita directa entre las senales de entrada y de salida. También se puede representar el
comportamiento del sistema mediante una relacion explicita indirecta entre las senales de
entrada y de salida, que es lo que se denomina descripcion interna. La relacién se dice
que es indirecta puesto que u(t) e y(t) no estdn relacionadas directamente sino a través
de otra variable x(t) llamada estado del sistema dindmico, que juega un papel primordial
en esta forma de descripcién.

Se entiende por estado de un sistema dindmico la menor coleccién de variables cuyo
valor, en un cierto instante de tiempo ¢, resume el pasado dindmico del sistema hasta
dicho instante y es suficiente para predecir la futura evoluciéon del sistema a partir del
mencionado tiempo t. El estado se representa, normalmente, por la letra x, y el conjunto
de todos los estados por X. Un ejemplo lo suministra, en mecénica racional, el conjunto de
valores tomados por la posicién y velocidad de una particula, cuyo conocimiento, en cierto
instante, resume el pasado dindmico de la particula y permite prever la futura evolucién
de la misma.
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Debe notarse que, tal como se ha definido, el estado de un sistema dindmico representa
una magnitud abstracta sin ninguna referencia, en principio, a magnitudes fisicas medibles.
Ello, no obstante, no se opone a que en alguna circunstancia el estado de un sistema
dindmico pueda ser asimilado a conjuntos de magnitudes susceptibles de interpretacion
fisica e incluso medibles, como sucedia en el ejemplo mas arriba mencionado del estado de
una particula en mecanica racional.

La descripcién interna estd basada en la existencia de las dos funciones siguientes:

1. La funcién de transicion que describe el cambio de estado que experimenta el
sistema entre dos instantes de tiempo tg y ¢1 como consecuencia de la aplicacién de
una senal u[ty,t1]. Formalmente se escribe,

z(t1) = ¢(t1, to, o, u) (4.9)
en donde ¢ representa la funcién de transicién, xg el estado en el instante ¢y y u la
senal de entrada aplicada entre g y %;.

La funcion de transicién debe satisfacer las propiedades:

1.1 Causalidad: para todo uj y ug tales que uq(t) = ua(t), to <t < t1 se tendra,

P(t1,to, T, u1) = ¢(t1,to, To, uz)
lo que se puede expresar diciendo que a la misma causa sigue el mismo efecto.
1.2 Consistencia: ¢((to,to,xo,u) = g

1.3 Composicion: Para to > t1 > tg se tiene,

d(t2, to, xo,u) = @P(ta,t1,21,u)
r1 = ¢(t1,t0,x0,u)

La interpretacion de las anteriores propiedades es evidente.

2. La funcién de lectura o de salida que suministra el valor de la senal de salida
en el instante de tiempo ¢ cuando el sistema se encuentra en el citado x(t) y estéd
sometido a un valor de la senal de entrada u(t). Formalmente se escribe,

y(t) = nlt, z(t), u(t)] (4.10)

en donde 7 representa la funcion de lectura.

Debe observarse que, tal como se indicaba al principio de esta seccién, la relacién entre
la senal de entrada u(t) y la senal de salida y(t) se hace indirecta y se realiza a través del
estado x(t). Es decir, que asi como en la descripcién externa la funcién F' determina y(¢),
a partir de ul[tg, t], en la descripcién interna, a partir de u[tg, t|, y por medio de la funcién
de transicidn, se genera el estado x(t), y es a partir del estado y de la funcién de la lectura
como se tiene el valor de la senal de salida y(¢). La mayor complejidad que aparentemente
presenta este segundo camino se ve ampliamente compensada por la mayor simplicidad
conceptual y facilidad operativa que se obtiene con él. Ello se pondra de manifiesto en lo
que sigue.
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4.3.1 Sistemas dinamicos lineales en tiempo continuo

Una amplia clase de sistemas dinamicos lineales en tiempo continuo admite una repre-
sentacién matematica de la forma

&z = A(t)x+ B(t)u
y = Ct)x+ D(t)u (4.11)

en donde, si el sistema tiene n estados, m entradas y p salidas, x, u e y son vectores de
dimensién n, m y p respectivamente y A,B,C y D son matrices de dimensién n X n, n x m,
p X ny p X m respectivamente. El vector x es el vector de estado del sistema. En la
mayoria de las aplicaciones D = 0, por lo que en lo sucesivo y mientras no se indique lo
contrario, se prescindira de la matriz D.

Obsérvese que esta representacion equivale a la descripcién del sistema en términos de
n ecuaciones diferenciales de primer orden que se combinan en una ecuacion diferencial
matricial de primer orden. El aumento de la cantidad de variables de estado, de entradas
o salidas no incrementa la complejidad de las ecuaciones.

La escritura de las ecuaciones diferenciales que rigen la evolucién de un sistema dindmico
segun las expresiones 4.11 recibe el nombre de representacién por variables de estado o
por vector de estado del mismo.

En lo que sigue se trataran tinicamente los sistemas dindmicos invariantes en el tiempo
con lo que, teniendo en cuenta ademas que D = 0, las ecuaciones 4.11 se emplearan en la
forma

Tz = Ax+ Bu
y = Cx (4.12)

En donde A, B y C son matrices cuyos elementos son numéricos. Se hablara indistin-
tamente de un sistema dindmico Y y de la terna (A, B,C') que lo representa.

Los sistemas dinamicos lineales que admiten una representacion matemaética tal como
la de las expresiones 4.11 reciben la denominacion de sistemas lineales diferenciales de
dimensiones finitas, haciendo alusiéon con esta denominacién a que el vector de estado
es un vector de dimensién n. Existen otras clases de sistemas dinamicos lineales, como
son los (sistemas de pardmetros distribuidos) en los cuales el vector de estado tiene una
dimension infinita.

Ejemplo. Un sistema descrito mediante la ecuacion diferencial de segundo orden %
u se puede expresar como dos ecuaciones diferenciales de primer orden si se definen los

estados como 1 =y y 3 = %15

)

I
g



78 TEMA 4. SISTEMAS DINAMICOS LINEALES EN TIEMPO CONTINUO

que escrita en forma matricial queda:

l=le el 2]

y con la ecuacion algebraica y = x1 constituye la descripcion interna del sistema.

4.4 Algebra de bloques

Como es sabido al modelar un sistema se obtienen una serie de ecuaciones diferenciales
que pueden ser lineales o no lineales. En el caso de modelos no lineales es posible obtener
un modelo lineal aproximado del modelo no lineal, valido en un rango de variacién de las
magnitudes del sistema en torno al punto de funcionamiento. En consecuencia siempre es
posible obtener un modelo lineal de un sistema dindmico. El interés de obtener este tipo
de sistemas reside en la sencillez de tratamiento y anélisis de este tipo de modelos.

Es frecuente que un sistema dinamico que se pretende modelar esté formado por una
serie de subsistemas no auténomos interconectados entre si. Cada subsistema tiene una
magnitud de entrada que excita al subsistema y una magnitud de salida que evoluciona
en consecuencia. Al estar conectado con otros subsistemas, su salida afectard a la entrada
de algin o algunos subsistemas perteneciente al mismo sistema o incluso a si mismo. A
su vez su entrada estard influida por las salidas o entradas de otros subsistemas.

Para un analisis sistematico de los modelos de los sistemas, éstos se suelen representar
graficamente, describiendo cada subsistema que lo forma mediante un bloque. Cada uno
de ellos tiene una magnitud de entrada y una magnitud de salida cuya evolucién es con-
secuencia de la accion de la entrada sobre él. Las senales se representan por flechas que
cuyo sentido indica si son entradas o salidas( ver figura 4.2) .

entrada saida
> BLOQUE >
(subsistema)

Figura 4.2: Representacién de un subsistema mediante un bloque

En el caso de modelos lineales de los subsistemas, cada uno de éstos se puede modelar
por una ecuacién diferencial lineal. Utilizando la transformada Laplace para representar
el modelo del sistema y sus magnitudes de entrada y de salida, cada bloque es equivalente
a una funcién de transferencia G(s), de forma que las magnitudes de entrada y de salida
se representan por su transformada Laplace U(s) e Y (s) (véase la figura 4.3) . La senal
de salida verifica que Y (s) = G(s)-U(s).

Un sistema quedara pues representado por una serie de bloques que estan interconec-
tados entre si formando lo que se denomina el diagrama de bloques del sistema. Esta
representacion resulta interesante por una serie de razones:
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entrada salida
P C R e
(9 Y(9)

Figura 4.3: Representacion de un subsistema lineal mediante un bloque y la transformada
Laplace

e Permite la obtencién de las ecuaciones de todo el sistema o de parte de él mediante
una serie de operaciones que se realizan sobre las senales y los bloques que forman
el diagrama. Estas operaciones dan lugar al dlgebra de bloques.

e Mantiene identificado cada subsistema, lo que permite introducir facilmente cambios
en el modelo del sistema.

e Permite visualizar de una forma sencilla las relaciones causa-efecto involucradas en
el sistema.

e Facilita el analisis del papel que juega cada subsistema en el comportamiento global
del sistema

4.4.1 Operaciones sobre senales
Estas operaciones son:

1. Bifurcacion: Representa la conexién de varios subsistemas que tienen la misma en-
trada. Por tanto la senal se bifurca entrando en ambos subsistemas.

U@ U(s)

U(s)

Figura 4.4: Operacion de bifurcacién de senales

2. Suma: dos o mas senales, generalmente salidas de subsistemas, se superponen for-
mando una unica senal, sumandose o restdndose.

Y1(s) Y1(s) + Y2(s)
Y2(s)
Figura 4.5: Operacion de suma de senales

3. Transformacion de una senal en un blogue: una senal al entrar en un bloque se
transforma generando una determinada senial de salida.
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entrada sdlida
> G(s) >
U@ Y(s)
Y(s) = G(s)U(s)

Figura 4.6: Transformacién de una sefial en un bloque

4.4.2 Operaciones sobre bloques: reduccién de sistemas

Los diagramas de bloques representan subsistemas conectados entre si. A veces resulta
interesante obtener las ecuaciones de todo el sistema o bien de una parte de él. El algebra
de bloques permite realizar una serie de operaciones sobre los bloques y senales que per-
miten y simplifican la obtencién de bloques equivalentes de todo o parte del diagrama de
bloques. Esta operacién se denomina reduccién del diagrama de bloques.

Existen una serie de operaciones sobre bloques destinadas a la reduccién de los dia-
gramas:

1. Bloques en cascada o en serie:

U z Y U Y
MGy Gy [ 7 —> MGG [T

h 4

2. Bloques en paralelo:

U Y, + Y U Y
G,(9 —> T M G(9+Gys) [~
+
Y2
Gy(9)
3. Realimentacién:
U G () Y
—> 1+ G,(5) -G,(5)
4.
U + Y U + Y
—* Gy — > N G(s)
: |
YA UG(s)
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5.
U + Y U + Y
; = 6 —
2 +
Z
G
6.
L, G(s) Y > _ v G(s) Y
A z Gy [«—
7.
U Y U Y
» Gy > —> — G(s) >
U
u Il —

4.5 Recordatorio de variable compleja

Se incluye aqui un resumen de las propiedades de la variable compleja y los operadores
usuales. Alguna de estas propiedades seran usadas aunque en contadas ocasiones.

Un nimero complejo es un par ordenado
¢ = (z,) (4.13)

de nimeros reales, x € IR, y € IR denominados respectivamente parte real y parte
imaginaria. El nimero ¢ puede escribirse como suma de las partes real e imaginaria.
Para ello es necesario definir previamente él nimero imaginario puro j = (0, 1) (llamado
también i), con lo que

c=2x+jy (4.14)

La tabla siguiente resume las propiedades de los niimeros complejos y sus operaciones.
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J j2=-1

parte real c= ( y) = Re(c) ==

parte imaginaria ¢=(z,y) = Im(c) =y

suma (z1 +Jy1) + (22 + jy2) = (21 + 22) + 5(y1 + o)
multiplicacién (x1+Jy1) - (w2 + jy2) = (v122 — y1y2) + j(T1Y2 + T21)
propiedad conmutativa cl+co=co+c, cl-co=cy-C

propiedad asociativa (c14c2)+es=ci+(ca+e3), (c1-c2)-c3=c1-(ca-c3)
propiedad distributiva c- (01 +e)=c-c1+c-c

elementos neutros +(0,0)=c¢ V ¢, ¢-(1,0)=cVe

elemento inverso suma + (—¢) =

elemento inverso multiplicacién | ¢ = (z,y) # ( 0) = = (=t ﬁ)

modulo = (z,y) =| c|= \/:152 +y?

conjugado = (z,y) =c¢c=(z,—y)

propiedades conjugado Re( ) =<, Im(c)=%% c-e=[c’, Ve
desigualdad triangular leit+c] < Jal+]e|

forma polar c=r(cos (0) + j sen(f)), con tan(f) = 7 y r =[ |
teorema de Euler cos (0) + j sen(f) = e/?

forma exponencial c=rel? con tan(f) = TyT =| c|

férmula de De Moivre (cos (0) + j sen(f))™ = cos (nh) + j sen(nd),

siendon =0,+1,+2,...

4.6 Evolucién temporal y transformada Laplace

La transformada de Laplace L]f(t)] de una funcién del tiempo f(¢) es otra funcién F'(s) con
dominio en un subconjunto del plano complejo. La transformada de Laplace es un ntimero
complejo, por lo que tiene parte real e imaginaria. Como veremos en un tema posterior,
la informacion relevante de la transformada de Laplace se encuentra en la localizacién de
los polos.

Los polos son puntos en los que el denominador de la transformada de Laplace se
anula, por lo que en ellos la funcion tiene un valor infinito. La localizacion de los polos en
el plano complejo proporciona informacién acerca de f(t).

Para ilustrar estos hechos en la tabla 4.1 se muestran algunas funciones que aparecen
con frecuencia al analizar sistemas dinamicos junto con el médulo de sus transformadas
de Laplace y la situacién de los polos. Obsérvese que, al ser F'(s) = L[f(t)] un nimero
complejo es posible obtener su médulo. Por otra parte, el argumento de la funcién s es
también un nimero complejo, por lo que la funcién | F(s) | aparece como la gréfica de
una superficie sobre el plano complejo. Los ejes del plano complejo se han indicado como
Re(s) en la abcisa y Im(s) en la ordenada.
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Funcién f(t)

Médulo de £[f(t)]

Polos de L[f(1)]

= z
= E
;! s
ot
0 AWV VY
NN vy
SO SSS 1st
“““‘““‘ 1
Im@s) “os ’ . .
2 o5 s sz 0 oz oi o5 o8
Re(s) Re(s)
0] = = | — 1
| LIf ()] =] 57 p=
1t
|
0s
= z
= E
- -0.5|
Al
15
2 0 2 4 6 8 10 1 08 0‘6 0.4 0.2 0 02 0‘4 06 08 1
t Re(s)
f(t)y=sent, t>0 pL=—1,py=1
|
© 1t
ol 1o
oot = 0s
=,
= z
= o — E
T ] ——
—
al = —~ S
: _—
AN = 15
NAWAWSTETS o = :
o Im(s) = ° "

£ o 2 4 6 s 10

t

ft)y=etsent, t>0

| LU0 =] e |

-1 08 06 04 -02 02 04 06 08

Re(ns)

pr=-1-d,pp=-1+1

1

Tabla 4.1: Algunas senales comunes (izquierda), el mddulo de sus transformadas de
Laplace (centro) y la situacién de los polos de éstas (derecha).
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Tema 5

Respuesta temporal de sistemas
lineales

En capitulos anteriores se ha indicado la necesidad de obtener modelos de sistemas. Ahora
se pretende estudiar la evolucion temporal de la salida de un modelo ante una serie de
entradas. El estudio se lleva a cabo para sistemas continuos, dedicando una especial
atencién a la respuesta de sistemas de bajo orden ante una entrada en forma de escalén.

5.1 Sistemas dinamicos lineales de primer orden

Se denomina sistema lineal diferencial de primer orden de entrada u(t) y salida y(t) al
aquél regido por una ecuacién diferencial de la forma

dy
— 4+ ay =bu 5.1
o T (5.1)
donde a y b son dos constantes, denominadas coeficientes de la ecuacién; u(t) es una senal
denominada senal de entrada o excitacién; e y(t) es otra senal denominada senal de salida
del sistema.

La ecuacion diferencial anterior admite una solucién tnica siempre que se fije el valor
inicial de y(¢). Este valor inicial se denotard en lo que sigue por yo. La ecuacién (5.1)
establece que la pendiente de y(t) en cada instante de tiempo, es una combinacién lineal
de los valores que toma en este instante u(t) e y(¢). En la figura 5.1 se muestran las
evoluciones de u(t) e y(t) durante un experimento tipico.

En la préactica se presentan miultiples sistemas que pueden ser representados por una
ecuacion diferencial de primer orden. Y esto es importante pues el modelo de primer orden
es la aproximacién mas sencilla que puede hacerse del comportamiento dindmico de un
sistema. En el apartado 5.1.2 se presentan distintos sistemas que pueden ser representados
por una ecuacién diferencial de primer orden.

85



86 TEMA 5. RESPUESTA TEMPORAL DE SISTEMAS LINEALES

— U
t

25F q

2ry(0) 1

|
|
|
05 ! R
|
|

4 5 é 7 8 9 10
t (segundos)

Figura 5.1: Evolucién de la salida del modelo de primer orden § + y = u siendo y(0) = 2.

5.1.1 Solucion de la ecuacion diferencial de primer orden

Para el estudio de la solucién de la ecuacién diferencial de primer orden, conviene distinguir
dos casos:

Senal de entrada nula (respuesta libre)

En el supuesto de que la senal de entrada u(t) sea nula para todo ¢t > 0, la ecuacién
diferencial de primer orden se convierte en

dy _

oW y(0) = yo (5.2)

lo que constituye la parte homogénea de la ecuacién diferencial de primer orden de
(5.1). La solucién de esta ecuacién puede obtenerse por integracién directa haciendo,

— = —adt

cuya integracién conduce a,

In y(t) —In y(0) = —at
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lo que, teniendo en cuenta que y(0) = yp, puede escribirse,

at

yn(t) = yoe~

El subindice h se refiere a que esta solucién lo es de la parte homogénea de (5.1).

Las graficas a) y b) de la figura 5.2 muestran la forma general de la evolucién de yj
(t) segiin que a sea, respectivamente, negativa o positiva. Estas graficas muestran cémo
se comporta un sistema en ausencia de excitacion partiendo de una situacion inicial dada
dependiendo del valor del parametro a. Del estudio de la figura se obtiene una clara
distincién entre dos formas de comportamiento que permiten una primera clasificacién de
los sistemas en estables o inestables, segiin que la evolucion libre de los mismos tienda
a un estado de reposo o no. En este caso simple se observa que la estabilidad depende
unicamente del signo del coeficiente a, para apoyar visualmente esta afirmacién se ha
incluido en la figura 5.2 las gréficas c¢) y d) en las que se han superpuesto la salida de
varios sistemas de primer orden en ausencia de excitacion y partiendo de distintos valores
iniciales (marcados con cruces). El caso ¢) corresponde a a = 0.5, el caso d) a a = —0.1.

Senal de entrada no nula (respuesta forzada)

Se trata de resolver la ecuacién diferencial (5.1) en el caso en que u(t) no sea idénticamente
nula. Para simplificar la notacién se escribird v(t) = bu(t), con lo que la ecuacién (5.1) se
convierte en

dy
— tay=v 5.3
i (5.3)

Hay que determinar qué funcién w(t) debe sumarse a la solucién homogénea yy, (t)
para obtener la solucién de la ecuacién (5.3). Es decir, se supone que y(t) se descompone
en,

y(t) = yn (1) + w(t) (5.4)

lo que llevado a la ecuacién (5.3) resulta,

d(yp +w

Wt 0) 4oty +wy =0 n (0) +w(0) =
es decir,

dyn dw B B

W—i—ayh—i-%—i-aw—v w(0) = yo — yn (0)

que, habida cuenta de la expresion (5.2), se puede escribir,
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a=-0. 1
a=-0,05
a=-0.01

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t (segundos) t (segundos)

a)

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t (segundos) t (segundos)

c) d)

Figura 5.2: Evolucién de la salida y(¢) de modelos de primer orden con entrada nula. En
los casos a) y b) se trata de distintos modelos partiendo de un mismo punto inicial. En c)
es un mismo modelo con a = 0.5 partiendo de distintas situaciones iniciales. El caso d) es
igual al ¢) pero con a = —0.1
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dw
a—kaw—v w(0) =0 (5.5)

Por lo tanto la ecuacién diferencial que satisface w(t) tiene la forma de (5.1) pero con
una notable diferencia, y es que la condicién inicial para w(t) es 0. Es decir, la senial w(t)
constituye la respuesta del sistema ante la sefial de entrada u(t) a partir del reposo.

La discusién anterior permite interpretar la expresién (5.4) diciendo que la respuesta
y(t) de un sistema dindmico lineal a una senal de entrada u(t) a partir de un valor inicial
y(0) puede considerarse como la suma de la respuesta del sistema, a partir del valor inicial
y(0), ante una senal de entrada nula més la respuesta del sistema a la senal de entrada
u(t) a partir del reposo. Es facil ver que w(t) viene dada por,

w(t) =e /Ot e v(T)dr (5.6)

En efecto, en primer lugar es inmediato ver que w(0) = 0. Ademads sustituyendo la
expresién (5.6) en la (5.5) se tiene que,

dw

dt

t d ot
=—ae ™ / e v(r)dr + e o / eTu(r)dr = —aw+v

Combinando los anteriores resultados se tiene que la respuesta de un sistema regido
por una ecuacién diferencial lineal de la forma (5.1) ante una senial de entrada wu(t) viene
dada por,

t
y(t) =e Pyg+e ™ / e bu(r) dr (5.7)

A este mismo resultado se puede llegar empleando las técnicas basadas en la trans-
formada de Laplace, con las cuales se puede demostrar directamente de una forma muy
sencilla la expresion (5.6). Ademds, en las aplicaciones précticas, es de esta tiltima forma
como se procede. Sin embargo para un planteamiento tedrico més general, conviene de-
sarrollar el estudio de los sistemas lineales como se ha hecho anteriormente.

Se discuten a continuacion las respuestas de un sistema diferencial lineal de primer
orden a senales de entrada que presentan especial interés en las aplicaciones como son las
senales en escaldn, en rampa y sinusoidal.

Respuesta a un escalén

Se dice que un sistema se somete a una sefial de entrada en escalén en el instante ini-
cial t = 0, si en dicho instante se produce una variaciéon brusca de la sefial de entrada
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permaneciendo posteriormente ésta en un valor u(t) = constante.

Si se supone y(0) = yo, u(t > 0) = 1, y teniendo en cuenta la expresién (5.7), se tendré,

—a b a —a b —a
y(t)=e t yo—i—g(et—l) =e tyo—i—g(l—e t) (5.8)

En la figura 5.3 se representa la respuesta de un sistema lineal de primer orden a una
entrada en escalén.

12

o6l — 1

-0.2 I I I I I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

t (segundos)

Figura 5.3: Salida del sistema y(t) + y(¢) = u(t) cuando la entrada es un escalén unitario,
partiendo de condiciones iniciales nulas.

Para estudiar la respuesta en el tiempo de un sistema lineal de primer orden estable a
una entrada en escalén, es interesante escribir la ecuacion diferencial de primer orden de
la forma siguiente:
dy
dt

T

+y=Ku (5.9)

en donde 7 = 1/ay K = b/a. Si se supone ademds, para simplificar, que yy9 = 0 se tendra
que la expresién (5.8) se puede escribir,

t

yt)=K(1—e7) (5.10)

La constante K recibe la denominacién de ganancia estdtica del sistema, puesto que
representa la relacién entre la senal de salida (y(t)) y la senal de entrada (u(t)) para
t — oo; es decir, K = ZEZ’;; Se estd haciendo la suposicién de que dichos valores limite

existen y son finitos.
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La constante 7 tiene una dimension de tiempo y se llama constante de tiempo del
sistema.

El resultado (5.10) puede obtenerse de una forma mas sencilla empleando la transfor-
mada de Laplace. En efecto, la ecuacién diferencial de un sistema de primer orden viene
dada por la expresion (5.1), y puesto que la transformada de Laplace de una senal escalén
es:

U(s):%

se tiene que la de la senal de salida sera,

Las constantes A y B resultan ser:

K K
A= — =K y B=— =—-Kr
(1+7s)l,_g S |g=_1

con lo que se tiene Y (s), cuya antitransformada de Laplace resulta ser,

y(t) =LY (s)] = K(1—e™T)

es decir la expresién (5.10)

En la figura 5.4 se representa la respuesta a una entrada en escalén de un sistema de
primer orden de ganancia K y constante de tiempo 7.

La constante de tiempo 7 caracteriza la velocidad de respuesta del sistema, es decir,
la duracién del régimen transitorio. Ello se pone de evidencia por las dos consideraciones
siguientes.

1. Existe una relacién entre la constante de tiempo y la tangente y(¢) en el origen. En
efecto de la expresion (5.10) se tiene,

dy K _:&
— =—ce T A1
dt T c (5.11)

haciendo ¢t = 0 se tiene,
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2 T T T T T 1.2

B b i

2 3
t (segundos) t/t

Figura 5.4: Izquierda: Respuesta a un escalén unitario de varios modelos de primer orden
con distinto valor de los parametros ganancia K y constante de tiempo 7. Los valores de
K son 1.5 y —2, los valores de 7 son 0.25, 0.75, 1.25 y 1.75. Las flechas indican valores
crecientes de 7. Derecha: representacién de la respuesta normalizada y(t)/K frente al
tiempo normalizado . Se ha sefialado el tiempo ¢ = 7 en el cual y(t) ~ 0.63K.

(5.12)

lo cual puede interpretarse tal como se hace en la figura 5.5. Recuérdese que se ha
hecho u = 1.

2. Haciendo t = 7 se tiene que la constante de tiempo es el tiempo al cabo del cual la

senal de respuesta alcanza la fraccién

1—- =~ 0.632

e

Wl o

Q

del valor final (figura 5.5)

Observando la figura 5.5 se tiene que la respuesta de un sistema de primer orden en una
entrada en escalén alcanza en un tiempo ¢ &~ 37 un valor con una diferencia sobre el valor
final menor del 5%. La constante de tiempo proporciona por tanto mucha informacién
sobre la respuesta del modelo lineal de primer orden.

En la practica se presenta el problema de determinar el modelo matematico de un
sistema a partir del conocimiento de la respuesta del mismo ante una entrada en escalon.
Este problema surge con frecuencia en situaciones en las que las ecuaciones diferenciales
son demasiado complejas y sin embargo la respuesta al escalén es simple. En efecto,
si dicha respuesta se asemeja a la de un modelo lineal de primer orden resulta légico
proponer un modelo de primer orden. En tal caso es preciso determinar experimentalmente
los pardmetros K y 7 que aparecen en la ecuacién diferencial (5.9). Esta tarea resulta
extremadamente sencilla a partir de la respuesta del sistema a una entrada en escaldn.



5.1. SISTEMAS DINAMICOS LINEALES DE PRIMER ORDEN 93

KU

tan a = KU/ 1T

Figura 5.5: Relacién entre la constante de tiempo y la tangente en el origen en la respuesta
de un modelo lineal de primer orden ante una entrada escaléon de amplitud U partiendo
de condiciones iniciales nulas.

En efecto, de acuerdo con la figura 5.4 el valor de la constante de tiempo 7 se determina
midiendo la abscisa correspondiente a la ordenada que sea el 63,2% del valor alcanzado por
el sistema en régimen estacionario. La constante estitica K es sencillamente el cociente
entre el valor alcanzado por la respuesta en régimen estacionario y la amplitud de la
entrada en escalén.

Como ejemplo considérese el problema de obtener un modelo matemético de la evolucién
de la poblacién de bacterias en un cultivo de laboratorio cuando se anade un lote de nutri-
ente o de contaminante. Emprender la via del modelado mediante ecuaciones diferenciales
es algo impensable. En lugar de eso se puede realizar el experimento con las bacterias,
obtener la curva de respuesta del sistema y compararla con la curva de un modelo lineal
de primer orden. Si ambas curvas tienen forma parecida es posible hallar un valor de Ky
de 7 de forma que el modelo se ajuste a los datos. Este modelo puede usarse luego para
predecir resultados sin necesidad de realizar el experimento.

Senal de entrada en rampa

Supdéngase una senal de entrada en rampa, es decir, una senal de entrada cuyos valores
crecen linealmente con el tiempo, © = wt, tal como la que se representa en la figura 5.6.
Se supondréd ademads, para simplificar, que el valor inicial es y(0) = yo = 0. De acuerdo
con la expresion (5.7) se tiene que,

t b 1 —at
y(t) = wbe ™ / e rdr = - (t SR ) (5.13)

esta ultima expresién, introduciendo la ganancia K y la constante de tiempo 7, puede
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escribirse como .
y(t) = wK({t — 7 + 17 7). (5.14)

Este mismo resultado se puede obtener con ayuda de la transformada de Laplace. En
efecto, para el caso de una entrada en rampa, se tiene

u

Figura 5.6: Entrada en rampa

w
U(S) = 372
con lo que ,
wK A1 A2 B
Y(s) = = —
() s2(1+71s) 2 s l+47s
siendo,
1 K
A1 = - |: d :| =wKkK
0 [(1+7s)],—g
1 K
Ay = — {d w] = —Twk
1! lds (1+7s)],_
P L
§% Jgm_1

de donde se desprende que y(t) tendra la forma (5.14).

En la expresién (5.14) se observa que el tercer término del paréntesis del segundo
miembro tiende a cero cuando el tiempo tiende a infinito. Este término constituye el
régimen transitorio de la respuesta total. Una vez desaparecido el régimen transitorio, la
respuesta en régimen permanente sera,

Yrp(t) = WK (t — ) (5.15)
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Para interpretar esta respuesta cabe distinguir dos casos:

1. K = 1. En tal caso se tiene que la respuesta viene dada por

Yrp = w(t —7) (5.16)

es decir, en el instante ¢ la salida es igual a la entrada en el instante t — 7. La salida
se encuentra retardada 7 segundos con respecto a la entrada. En la figura 5.7 se
representa la expresién (5.14) para K = 1. Se observa en esta figura cémo la senal
de salida se encuentra retardada con respecto a la senal de entrada. EI error en
régimen permanente es igual a wr. Este error recibe la denominacién de error de
arrastre.

Figura 5.7: Respuesta a rampa.

Respecto al régimen transitorio se tiene que para t =7

Kwrt Kwr

e 3

y(7) (5.17)

es decir, que el sistema ha respondido sélo en un tercio del valor alcanzado por la
senal de entrada. En la figura 5.7 se interpreta este resultado.

La consideracién del error de arrastre en la respuesta de un sistema de primer orden,
es sumamente importante en ciertos casos como por ejemplo cuando el sistema en
cuestion es un aparato de medida. Supdéngase un globo en el que se encuentra un
termoémetro de mercurio. Se supone que la temperatura varia linealmente con la
altura; se tiene entonces que el termdémetro se encuentra sometido a una senal de
entrada en rampa. Las lecturas del termdémetro, segiin las consideraciones anteriores,
presentan un error de arrastre.

2. K # 1. La salida y entrada divergen, por lo que el error de arrastre se hace infinito.
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Respuesta armdnica

Se considera ahora el caso de que la senal de entrada es sinusoidal, es decir, u = senwt,
siendo w la frecuencia angular expresada en radianes por segundo. Suponiendo que yg = 0,
se tiene que la respuesta del sistema, de acuerdo con la expresién (5.7), viene dada por

(a senw t — w coswt) (5.18)

wb } b
a? + w? a? + w?

y(t) =e [

En la figura 5.8 se muestra una forma tipica de esta respuesta.

8 10 iz 14 16 18
t (segundos)

I I I I
o 2 a 6

Figura 5.8: Respuesta armonica (salida ante una entrada senoidal u = sent) de un modelo
de primer orden con K =1y 7 = 1s.

Para t — o0, es decir un tiempo suficientemente grande, el primer término del segundo
miembro se anula, por lo que la respuesta en régimen permanente resulta ser

b

= m (CL senwt — w COSL{)t) (519)

Yrp(t)

Esta expresién se puede escribir de una forma més sencilla componiendo seno y coseno
en sen(wt + ¢). El dngulo ¢ cumple

a w

_ seng = ——-—— 5.20
Vva? + w? ¢ Va2 + w? (5:20)

cos¢p =

con lo que 5.19 puede escribirse

Yrp(t) = Ysen(wt + o) (5.21)
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siendo

tang = —w/a=—wr
b K

— 5.22
Va2 +w? V1471202 ( )

La expresion (5.21) puede interpretarse diciendo que la respuesta de un sistema lineal
de primer orden a una sefial sinusoidal, es otra senal sinusoidal de la misma frecuencia cuya
amplitud ha variado en una relacién Y, y que ha adquirido un desfase ¢. Inspeccionando
la figura 5.8 puede comprobarse esta interpretacién. Nétese que el desfase entre las dos
ondas senoidales es observado en la grafica como un desfase temporal At que puede medirse
como la distancia entre valles o picos correspondientes en la curva de u y de y. El desfase
¢ estd expresado en radianes y se relaciona con At por medio de la frecuencia angular w
de una forma lineal: ¢ = Atw.

De 5.22 se obtiene que tanto la relacién de amplitudes Y como el desfase ¢, son funcién
de la frecuencia angular w de la entrada. Para ilustrar mejor esta dependencia se tiene la
figura 5.9, en la cual se muestra la salida de un modelo lineal de primer orden con K =1
y 7 = 1s. ante entradas senoidales de varias frecuencias. Obsérvese que el desfase no es lo
mismo que la diferencia temporal entre las ondas.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
t (segundos)

Figura 5.9: Respuesta arménica para v = sen0.5¢ y para u = senl.5t.
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En la figura 5.10 se representa Y (w) y ¢(w) para una entrada senoidal de amplitud
unidad. Este tipo de curvas seran de gran utilidad y se estudiaran ma&s a fondo en temas
sucesivos.

1 0

09K B 0

0.8 A
20!

0.7 b
301

0.6 B B

> 05 1 S

0.4r- -

601
03r -

—70-
021 - °

0.1F B 80

0 I I I L L L L L L ~90 I I I I I I L L L

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10
w (rad/s) w (rad/s)

Figura 5.10: Relacién de la amplitud Y y fase ¢ de la respuesta armonica con la frecuencia
angular w para un modelo de primer orden con K =1y 7 = 1.

Otra forma de representar graficamente la respuesta en frecuencia de un sistema lineal
es por medio de un diagrama polar. Recuérdese que en un diagrama polar se representan
nimeros complejos como puntos en el plano. La abcisa equivale a la parte real y la
ordenada a la parte imaginaria, el mdédulo del vector que une el origen con el punto es
el médulo del ntimero complejo, el dngulo del vector con el eje real es el argumento del
nimero complejo.

La respuesta armonica se puede representar mediante un niimero complejo cuyo moédulo
es Y(w) y cuyo argumento es ¢(w). Haciendo variar w se obtiene un lugar geométrico,
en el que w es el pardametro. En la figura 5.11 se representa la respuesta en frecuencia
correspondiente a un sistema lineal de primer orden con K =1y 7= 1.

Existen otras formas de representar graficamente la respuesta en frecuencia de un sis-
tema lineal que seran estudiadas mas adelante.

Filtrado con un sistema lineal

Si la senal de entrada a un sistema lineal es una senal arbitraria, la reproduccién de la
misma a la salida serd muy fiel si la constante de tiempo del sistema es suficientemente
pequena. Es decir, si la constante de tiempo del sistema es menor que las mas réapidas
variaciones que se produzcan en esta senal de entrada. Lo que a su vez se puede interpretar
en el dominio de la frecuencia diciendo que la constante de tiempo del sistema sea lo
suficientemente pequefia como para permitir el paso de todos los arménicos de la senal de
entrada, (recordar la figura 5.8). La figura 5.12 ilustra este hecho.
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0.1t .
Re
0
_01 - -
-0.2} .
_03 - -
_04 - -
-0.5F .
| | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
Figura 5.11: Diagrama polar de la respuesta armonica.
15 1
1
0.5
0.5
0 T grande p——_p
-0.5
-0.5
-1
-15 -1
0 5 10 0 5 10
15 15
1 1
0.5 0.5
0 T pequeri 0
-0.5 -0.5
-1 -1
-1.5 -15
0 5 10 0 5 10

Figura 5.12: Filtrado de una senal muy oscilatoria al atravesar un par de sistemas lineales
de ganancia unidad. El sistema de la parte superior tiene una constante de tiempo alta y
el de la parte inferior otra menor.
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Por el contrario si la constante de tiempo es grande, la respuesta del sistema es lenta,
por lo que el sistema no puede seguir las variaciones rapidas de la senal de entrada resul-
tando de ello que éstas desaparecen de la senal de salida. El sistema actia como limando
las asperezas de la sefial de entrada. La figura 5.12 ilustra este hecho que recibe la denom-
inacion de filtrado de la senal de entrada. Se puede dar del mismo una interpretacién en
el dominio de la frecuencia similar a la dada mas arriba para el caso de una constante de
tiempo pequena.

De hecho, el concepto de filtrado de una senal es enormemente importante y lo tinico
que se ha hecho hasta aqui ha sido introducirlo, ilustrando una forma de comportamiento
de los sistemas dindmicos lineales de primer orden.

5.1.2 Ejemplos de sistemas de primer orden

e Circuito eléctrico LR.

El circuito representado en la figura 5.13 estd regido por una ecuacion diferencial de
la forma

dl L dI FE

considerando la senal de entrada, la tensién aplicada al sistema (E)y la senal de
salida a la intensidad (I) que recorre el circuito, se tiene un sistema de primer orden.
La ganancia estatica es 1/R y la constante de tiempo es L/R.

L

T

I
‘\E

Figura 5.13: Circuito RL.

e Circuito eléctrico RC.

El circuito de la figura 5.14 es un circuito cldsico de carga de un condensador a
través de una resistencia. Se considera que la salida es la carga del condensador ¢ y
la entrada el voltaje de la fuente E. La ecuacién diferencial que rige el proceso es la
siguiente:

dg  q dg
R%-FG—E = RCdtJrq—CE
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La ganancia estatica es C, puesto que @)/ E es, en régimen permanente, la carga que
el condensador alberga. La constante de tiempo es RC.

e R

c

Figura 5.14: Circuito RC.

Termometro de mercurio.

Un termometro puede considerarse como un sistema en el que la senal de entrada u
es la temperatura del medio en el que se encuentra inmerso y la senal de salida y,
es la temperatura indicada por el mismo. Si se denota por @ la cantidad de calor
intercambiada entre el medio y el termdémetro por unidad de tiempo, y por C. la
capacidad calorifica de la ampolla, se tendra que

dy .

e = :K —
mCe—y = Q (u—y)
S o u-)
dt  mC. y

Por otra parte el flujo de calorias que entra en el mercurio se aporta fundamen-
talmente por conduccién. De acuerdo con la ley de Newton es aproximadamente
proporcional a la diferencia de temperatura entre el medio y el mercurio.

aq
ﬁ—k(u—y)

Se concluye de las dos ecuaciones anteriores que un termoémetro de mercurio puede
considerarse como un sistema lineal de primer orden. Obsérvese que, como corres-
ponde a un sistema de medicién, la ganancia estatica es k = 1.

Reaccion quimica.

Supdngase la descomposicion espontinea de una molécula A en dos moléculas B y
C:
A — B+C

la cual se efectiia de manera que la velocidad de reaccién es proporcional al nimero
de moléculas A presentes.

Si se denota por y la concentracién de la sustancia A, se tiene

dy
Yk
ac Y
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Temperaturaindicada (y)

Temperatura (u)

Figura 5.15: Termémetro de mercurio.

es decir,

Se trata de un sistema lineal de primer orden auténomo de constante de tiempo 1/k.
El pardmetro k es denominado en Quimica constante de velocidad de la reacciéon, y
en la practica presenta una gran dependencia de la temperatura.

e Dinamodmetro.

Se trata de medir la fuerza u aplicada por medio del desplazamiento y que imprime
a un dinamémetro de coeficiente de elasticidad k, de coeficiente de viscosidad a y
masa despreciable, figura 5.16.

Figura 5.16: Dinamoémetro

Segun las leyes de la Mecéanica se tiene

dy
=k -
U y—i—ozdt

Por lo tanto un dinamoémetro es un sistema de medida lineal de primer orden.
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e Mezcla de dos fluidos.

Supdngase un recipiente (figura 5.17) en el que se contiene una masa m de un liquido
que contiene una fraccién C, de un componente A, y supéngase que el recipiente se
alimenta por un caudal @} de liquido en el que la fraccién de componente A es Ce.
Se supone que la mezcla es perfecta e instantdnea, es decir, que la composicién es
la misma en todo instante en todo el recipiente. Se supone ademas que el flujo de
entrada es igual al de salida, con lo que el volumen contenido en el recipiente es
constante. Es facil ver que en estas condiciones se tiene,

dC,

M dt = Q(Ce - CT)
es decir,
M dC, B
Q a " Cr = Ce
Ce
M
6
\Cr

Figura 5.17: Mezcla de Fluidos.
Se trata por lo tanto de un sistema de primer orden.

Motor eléctrico de corriente continua.

Supoéngase el motor eléctrico de corriente continua cuyo diagrama se ha representado
en la figura 5.18. El par motor supuesta la intensidad de campo ¢ constante, viene
dado por

P=C,I

donde C), es la constante del par motriz e I es la intensidad del inducido. Por otra
parte la intensidad de inducido I, la velocidad angular w y la tensién que alimenta
al inducido wu (senal de entrada), estan relacionadas por la siguiente ecuacién.
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dl
u=RI+L—+ Kuw
dt
siendo Kw el voltaje contraelectromotriz. De acuerdo con las leyes de la Mecanica

el par motor P y la velocidad de salida del motor w, estan ligados por la ecuacién,

dw
P=J—+B
dt+ w

R L
—NVAVVN—O000

Figura 5.18: Motor eléctrico.

De las tres ecuaciones anteriores, considerando el caso en que L = 0, se obtiene,

dw KC,
J— + (B P
dt +(B+ R

Jw=—u

R

es decir, considerando como senal de entrada la tensién aplicada al inducido y como
senal de salida la velocidad de giro del motor, se tiene un sistema de primer orden.

5.1.3 El sistema de primer orden como integrador

En los apartados anteriores se ha considerado un sistema lineal de primer orden como el
regido por una ecuaciéon diferencial de la forma 5.1. Esta misma ecuacién puede escribirse
también de la forma siguiente:

y(t) = y(0) + /0 " (bu— ay)dt (5.23)

La consideracion de esta segunda forma de escribir la ecuacién que rige el compor-
tamiento de un sistema lineal de primer orden es sumamente interesante, por cuanto que
su sentido fisico es més claro. La accion del sistema puede descomponerse en dos partes:

e Una parte estatica (sin memoria) en la que se determina

f=bu—ay (5.24)
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e Una integral en la que los valores de f determinados para cada instante de tiempo
t se van acumulando (integrando) dando con ello lugar a la variable de salida y.

En la figura 5.19 se tiene representado un esquema en el que se distinguen la parte
estatica del integrador.

Esta manera de interpretar el funcionamiento de un sistema lineal de primer orden,
es mas intuitiva desde un punto de vista fisico por cuanto que en la naturaleza es méas
facil interpretar los procesos en términos de integraciones que de diferenciaciones. De
hecho la integracién (acumulacién) es un proceso normal del que es muy sencillo encontrar
ejemplos, mientras que la diferenciacién es enormemente mas artificiosa. No debe olvidarse
sin embargo, que la resolucién de una ecuacién diferencial es més simple que la de una
ecuacion integral, y es por ello que en cualquier caso el enfoque por ecuaciones diferenciales
es mas frecuente que el que aqui se presenta.

@ i

ol

Figura 5.19: El sistema de primer orden mediante integrador.

5.2 Sistemas dinamicos lineales de segundo orden

Se va a considerar un sistema lineal de segundo orden como el regido por una ecuacién
diferencial de la forma,

——4a —4+ay=bu (525)

d*y dy
a2 dt

El problema del estudio de un sistema de segundo orden queda reducido a la resoluciéon
de la anterior ecuacién diferencial cuando la senial de entrada u(t) se particulariza en una
cierta funcién del tiempo. Para que la solucion esté completamente determinada se requiere
el conocimiento de los valores iniciales de y(t) y de dy/dt. En esta seccién se puede hacer
un desarrollo completamente paralelo al realizado en la seccién anterior para los sistemas
de primer orden. La complejidad de tratamiento algebraico que esto requiere es grande,
y es por ello por lo que se va a estudiar sencillamente los casos simplificados que ofrecen
mayor interés practico.

En este sentido, y como primera hipétesis simplificadora, se va a suponer siempre que
se trabaja con unas condiciones iniciales nulas.
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La ecuacién diferencial de un sistema de segundo orden que se va a considerar aqui es,

d*y dy
W‘i‘ala‘i‘aQy—bu (526)

La ecuacidon caracteristica de un sistema de segundo orden de esta forma es:

2 +ayr4ay;=0 (5.27)

la cual se puede escribir también, en el supuesto de que sus raices sean —p; y —p2, de
la forma siguiente,

(r+mp) (r+p2) =0 (5.28)

Otra forma frecuente de escribir la ecuacién diferencial de un sistema de segundo orden
es la siguiente,

@y

dt?

d
+25wnd—‘z+w%y:wiku(t) (5.29)

Esta forma es especialmente ttil cuando se trata con sistemas cuyas raices de la
ecuacion caracteristica son complejas. Los pardmetros que intervienen en esta forma
reciben una denominacién especial.

e El pardmetro k recibe la denominacién de ganancia estdtica, y es una constante que
carece de dimensiones.

e El pardametro w, recibe el nombre de frecuencia propia no amortiguada y se expresa
en radianes por segundo.

e El pardmetro § recibe el nombre de factor de amortiguamiento, y es un nimero sin
dimensiones.

Las relaciones que ligan a los pardmetros de la forma (5.26) con los de la forma (5.29)
son las siguientes.

(5.30)

Los parametros w,, y 0 son normalmente positivos para los casos de interés (raices con
parte real negativa).
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5.2.1 Respuesta de un sistema de segundo orden a una entrada en es-
calon

FEn esta seccién se va a analizar el comportamiento de un sistema de segundo orden genérico
cuando es excitado por un escalén unitario. Por simplicidad se considera que la ganancia
estatica vale la unidad, siendo los resultados obtenidos facilmente extrapolables a otro caso
escalando la salida con este factor k. Ademads, se supondré que las condiciones iniciales
son nulas.

El comportamiento del sistema va a depender de las raices del denominador de la
funcion de transferencia

que vienen dadas por:

§=—p; = —0w, —w, V2 —1
5= —py = —O0wy +w, Vo2 —1 (5.31)

Resulta evidente que estas raices serdan reales o complejas dependiendo de que factor
de amortiguamiento § sea mayor o menor que uno. Ademds, siempre que J sea negativo el
sistema sera inestable. Se estudia a continuacién el comportamiento para distintos valores

de 6.
Factor de amortiguamiento mayor que la unidad (sobreamortiguado)

En este caso las raices del denominador de la funcién de transferencia son reales y por
tanto dan lugar a dos exponenciales. Usando la transformada de Laplace, la respuesta
ante escaldén sera:

2
w; 1

$2 + 20wps + w2 s

Y(s)=G(s)U(s) =

cuya antitransformada puede calcularse, dando lugar a:

y) =1 + [2(6 —5m—1} ~(—VE—Tjwn t

+ 20+ V62 - } —(6+VE—Tjwn t (5.32)

Esta expresion suministra la forma analitica de la respuesta de un sistema de segundo
orden, con factor de amortiguamiento mayor que la unidad, a una entrada en escaldn.
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En la figura 5.20a) se muestra un ejemplo de este comportamiento; desde un punto de
vista cualitativo la caracteristica esencial de esta respuesta es su caracter de lentitud en
alcanzar el valor y = 1.

Noétese que aunque a primera vista la respuesta es similar a la de un sistema de primer
orden, en realidad aparece el efecto de la suma de dos exponenciales. En el caso de un
valor de é grande uno de los términos disminuye mas rapidamente que el otro y el efecto
de una de las exponenciales se puede considerar despreciable, con lo que la respuesta es
asimilable a la de un sistema de primer orden. El caso extremo se representa en la figura
5.20b) que corresponde al caso de dos raices reales iguales.

1.5
17 -----------
a) —————__—_
05F - -
/”
"
0 - 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1.5
1r p———— B
4’—‘
b)
0.5 P n
-
PR
0 - ! ! ! ! ! ! ! ! !
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1.5 T T
f‘_--'-~~
1F - — - -
o B —p——————
’
C) .
d
0.5 ’ n
’
’
0 = ! ! ! ! ! ! ! ! !
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t (segundos)

Figura 5.20: Respuesta ante escalén unitario de tres sistemas de segundo orden con ganan-
cia unidad y con w, = 1: a) sobreamortiguado (con § = 1.6), b) criticamente amortiguado
(0 =1) y c) subamortiguado (con § = 0.4).

Factor de amortiguamiento menor que la unidad (subamortiguado)
Si el factor de amortiguamiento § es menor que la unidad (y no negativo) , es decir,

0 < § < 1, entonces sucede que las raices p; y po son complejas. En la figura 5.21 se
representa la situacién de las raices p; y p2 en el plano complejo.
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Im
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77777777777777 VT2

Figura 5.21: Relacién entre pardmetros de un modelo de segundo orden con raices com-
plejas

La consideracion del angulo «;, tal como se ha indicado en la figura 5.21 permite escribir,

cosa = ¢ sena = /1 — §2 (5.33)

Se puede calcular la respuesta temporal usando la transformada de Laplace:

1 s + 26wy, 1 s+ dwy, dwp,
Yi(s) = = — - _ — 5.34
() s $2+20wps+twl s (s+0wp)?+wr (s 0wp)? 4 w? (5:34)

siendo wyg = w, V1 — 02 la frecuencia propia amortiguada del sistema. La y(t) se puede
calcular de la Y (s) recordando que la antitransformada del primer sumando de 5.34 es un
escalon, la del segundo se corresponde con un coseno amortiguado por una exponencial y
la del tercero con un seno amortiguado por una exponencial. Por tanto:

y(t) =1 — e %! (cos(wqt) + sen(wgt))

1— 42
Esta expresién puede escribirse en forma mas compacta como sigue:

—dwnt
y(t)=1-— ;17752 sen(wy, m t+ «) (5.35)
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siendo a = arctan el angulo que forman los polos con el eje real. La expresion
anterior suministra la forma analitica de la respuesta de un sistema de segundo orden, con
factor de amortiguamiento menor que la unidad, a una entrada en escalén. La forma gen-
eral de la respuesta se tiene en la figura 5.20c), en la que se observa que el comportamiento
de un sistema de segundo orden con factor de amortiguamiento menor que la unidad esta
caracterizado por la presencia de oscilaciones. Esta forma de respuesta, que se caracteriza
por una sinusoide exponencialmente amortiguada, se dice que es subamortiguada.

1-42
0

De la observacién de la expresién 5.35 se desprende que la frecuencia de oscilacién del
sistema viene dada por,

Wy = wp V1 — 452 (5.36)
El periodo de oscilacion del sistema viene dado por

27

=i (5.37)

I, =

Factor de amortiguamiento igual a la unidad (criticamente amortiguado)

En el caso de que el factor de amortiguamiento sea igual a la unidad, es decir § = 1,
se tendra que las dos raices de la ecuacién caracteristica serdn iguales entre si, es decir,
p1 = p2 = —wy, es una raiz doble de la ecuacién caracteristica.

Para obtener la respuesta a una entrada en escalén del sistema con factor de amor-
tiguamiento igual a la unidad se calcula la antitransformada de:

Y = ey

que, haciendo uso de las tablas, proporciona:

y(t) =1 —wy, te™“nt — ewnt (5.38)

Esta respuesta se ha representado en la figura 5.22 y se dice que estd criticamente
amortiguada.

En la figura 5.22 se representan las respuestas a una entrada en escalén para distintos
valores del factor de amortiguamiento. Se observa cémo con factores de amortiguamiento
inferiores a la unidad, se tiene un comportamiento oscilatorio, el cual es mas oscilante
cuanto menor es el valor de §. Por otra parte, para valores del amortiguamiento mayor
que la unidad, se tienen respuestas sin sobreoscilacién, pero que son considerablemente
mas lentas. Esto ultimo hace que en las aplicaciones practicas se tienda siempre a tener
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respuestas amortiguadas, puesto que son mas rapidas, aunque siempre manteniendo las
oscilaciones dentro de unos limites razonables.

5.2.2 Especificaciones de la respuesta transitoria

En muchas situaciones interesa conocer las caracteristicas del comportamiento de un sis-
tema en el dominio del tiempo. Las prestaciones de un sistema de control se especifican
normalmente en términos de su respuesta ante escalén, ya que el escalén es una senal que
posee una gran riqueza en frecuencia y excita suficientemente al sistema.

Se pueden definir algunos términos (partiendo siempre de condiciones iniciales nulas)

Tiempo de subida (5): es el tiempo transcurrido desde el instante en que se produce
el escalén hasta que la salida alcance un determinado porcentaje de su valor final. Este
porcentaje puede ser el 100% o un intervalo como del 10 al 90% o del 5 al 95%.

Sobreoscilacién: es la amplitud de la primera oscilacién medida en porcentaje sobre
el salto que sufre el valor final de la salida.

Tiempo de pico (t,): es el tiempo en el que se produce la sobreoscilacién.

Tiempo de establecimiento (t.): es el tiempo que tarda la salida en quedarse en
una determinada franja alrededor del valor final. Esta franja puede ser del £2% o del
+5%.

Obsérvese que una vez definidos estos valores el transitorio queda practicamente definido,
pues de alguna forma se estd modelando la forma de la respuesta ante escalén. Como lo
que se desea en un sistema de control es que la salida siga fielmente a la entrada, esta
claro que ante una entrada en escaldon, interesa que tanto el tiempo de subida, como el
de establecimiento y la sobreoscilacién sean lo mas pequenios posibles. Como resulta que
estos objetivos son contradictorios, ya que cualquier sistema fisico al intentar hacerlo mas
rapido tiende a sobreoscilar, en la préactica siempre hay que llegar a un compromiso entre
velocidad de respuesta y sobreoscilacion.

En el caso de sistemas de segundo orden subamortiguados es posible establecer unas
relaciones analiticas entre las especificaciones de la respuesta transitoria y los parametros
que lo definen (6 y wy,).

Asi, podemos calcular el tiempo de subida (de 0 a 100%) como el instante en que la
salida vale 1.

€*5wnt5

y(ts)zl—li_(52 sen(wgts+a)=1 = wgts+a=m2m,...
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Por tanto, ts = %.

El valor del primer pico de sobreoscilacién, y el instante de tiempo en que se produce,
son dos tipos de caracteristicas muy interesantes para definir el comportamiento de un
sistema de segundo orden. El instante de tiempo en el cual se produce el primer pico de
oscilacion del sistema, puede obtenerse, de una forma analitica, derivando y(¢) con relacién
al tiempo, e igualando esta derivada a cero. En efecto, se tiene:

dy(t)  Sw, e 9wnt
gizgt - w\/16 52 sen(wy V1 — 02t + ) — wy, €%t cos (wy, V1 — 62t +a) =0 (5.39)

Esta derivada se anulara cuando,

wp V1—062t=0,m,2m,..

por lo tanto, el primer pico de oscilacién se producira cuando

T
ty= ———— 5.40
Y > (5.40)
Llevando el valor de ¢, a la expresién 5.35 se tiene,
67677/\/1762
ymax(t) =1- ﬁ Sen(ﬂ' + Oé) (5.41)
la cual, habida cuenta de que,
sen(m +«) = —sena y sena = /1 — 42 (5.42)
puede escribirse,
(-7)
Ymaz(t) =1+¢€ 152 (5.43)
Por lo tanto la sobreoscilacién viene dada por:
(-v)
SO =100e 1-42 (5.44)

En la figura 5.23a) se muestra la dependencia de la sobreoscilacién con el factor de
amortiguamiento.
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Figura 5.23: a) Sobreoscilacién en funcién del factor de amortiguamiento. b) Angulo a en
funcién del factor de amortiguamiento.

El tiempo de establecimiento es algo mas complicado de obtener analiticamente, pero
se puede obtener de forma aproximado teniendo en cuenta que la envolvente de la salida
es la exponencial e~%n? que se corresponde con un sistema de primer orden de constante
de tiempo 7 = 1/0w,. Por tanto, segin se analizé para este tipo de sistemas, la salida
alcanza un 5% del valor final en:

3
te = 3T = —
N g Ownp,
y un 2% del valor final en un tiempo:
4
te w47 = —
N T dwnp,

5.3 Sistemas de orden n

Una vez estudiados los sistemas de primer y segundo orden conviene realizar un estudio
similar para sistemas de orden superior, puesto que la mayoria de los sistemas reales seran
de orden mayor que dos. Para ello supongase que el modelo matematico del sistema que
se esta considerando tiene la forma:

d™y dvly dy d™u
2 J Zd . ol — ny=by —— +---+ b, 5.45
g +ap Jn 1 +tan gt +any Jm +F+bpu (5.45)

en donde, por razones de realizabilidad fisica que se consideraran mas adelante, n > m.
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Si las condiciones iniciales son nulas, su transformada de Laplace es

Y(s)(s" 4+ a1 8" 4 dan1s+an) =U(s) (bys™ + by ™1 £ 4 b)) (5.46)

por lo tanto, la transformada de Laplace de la salida del sistema y(¢), correspondiente
a una entrada u(t), cuya transformada es U(s) = L [u(t)] resulta ser

bo 8™ + by s 4 by,
sPtaps" 4ot a1 s+ ay

Y(s) =

U(s) (5.47)

Puesto que U(s) se supone conocido, el problema es el de determinar Y (s), problema
que se reduce al calculo de la antitransformada de Y (s). Para las funciones normalmente
empleadas U(s) es el cociente de dos polinomios en s, por lo que Y(s) serd a su vez el
cociente de dos polinomios, es decir,

_Qs) _ Q(s)
Y(s) = P(s) B (s +p1)™ (s +p2)2...(s+ pq)np (5.48)

El polinomio del denominador U(s) se ha factorizado, siendo —p; las raices de la
ecuacién P(s) = 0, que recibe la denominacién de polos de Y (s). Para mayor generalidad,
se ha supuesto que cada uno de los polos tiene una multiplicidad n; aunque normalmente
n; = 1, para todo i.

El cociente de polinomios Y (s) se puede descomponer en fracciones simples, escribiéndose,

Y(s) =) i: (chril;)k (5.49)

en donde los coeficientes ¢ reciben la denominacién de residuos de Y (s) en el polo
—p;. Los residuos se calculan con ayuda de la expresion

(5.50)

g (e o))

s=-p;

Si todos los polos son simples, es decir, si todos los valores de n; son igual a la unidad,
entonces la expresion 5.49 se escribe

Y(s) zij ol (5.51)
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y los residuos se determinan por la expresién

Cik = ci1 = (s +pi) Y(5) |s=—p, (5.52)

expresiones que no son sino particularizaciones para n; = 1 de las correspondientes
expresiones 5.49 y 5.50.

El estudio de la respuesta ante escalon unitario es méds complejo que en casos anteriores,
pero se pueden hacer algunas conclusiones cualitativas sobre la forma de la respuesta.

Los polos de Y(s) seran polos reales o complejos conjugados, con lo que se puede
escribir:

kT (s + ci)

Y(s) =
( ) s H§~:1(5 + pi) szl(SQ + 20rwis + u)’%)

cuya antitransformada proporciona una respuesta formada por la suma de un escalén
de magnitud igual a la ganancia estatica K, exponenciales y senos y cosenos amortiguados
por exponenciales:

t r
y(t) = K+ aje it + 3 et {prsenwy, Mt + cpcoswy, Mt}
j=1 k=1

De esta tultima ecuacién se ve que la respuesta de un sistema de orden n > 2 estd
compuesta por una cantidad de términos que incluyen las funciones simples halladas en
las respuestas de los sistemas de primer y segundo orden. Si todos los polos estdn en
el semiplano izquierdo del plano s los términos exponenciales tienden a cero cuando el
tiempo tiende a infinito y la salida en permanente tiende al valor K. La ganancia estatica
K es igual al valor de la salida en régimen permanente y vale:

K = lim G(s)

s—0

siempre que dicho limite exista.

Para sistemas estables, los polos situados lejos del eje imaginario tienen partes reales
negativas de valor elevado y por tanto los términos exponenciales que corresponden a estos
polos se extinguen muy rapidamente. Cuanto mayor sea la distancia del polo al eje menor
es el tiempo de establecimiento del transitorio debido a este polo.

El tipo de respuesta estd determinado por los polos, mientras que la forma de la
respuesta viene dada principalmente por los ceros, ya que éstos definen los residuos y por
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tanto los pesos de unos componentes sobre otros. Si hay un cero y un polo en la misma
posicién, el residuo correspondiente es cero y por tanto desaparece la contribucién de dicho
polo a la salida; en general un polo y un cero muy cercanos practicamente se cancelan
entre si.

Con las anteriores consideraciones se puede introducir el concepto de polos dominantes
como aquéllos (normalmente un par complejo conjugado) que marcan la forma de la re-
spuesta por ser los méas cercanos al eje imaginario. Se suele considerar que los polos son
dominantes cuando los demds estan a una distancia del eje mayor o igual que cinco veces
la relacién entre sus partes reales.

De esta forma, en muchas situaciones es posible aproximar un sistema de alto orden
por otro de orden inferior, con lo que el tipo de comportamiento vendra dado por el de un
sistema de primer o segundo orden en funcién de los polos dominantes. Segin la situacion
de éstos, se obtienen distintos comportamientos reflejados en la figura 5.24. Nétese que
si no existe una preponderancia clara de unos polos sobre otros no se puede hacer la
aproximacion, y habria que estudiar el comportamiento mas en detalle.

crererrrror— ’ crrreperror ? 3
R BE R L |
e i e | e . e i e | e ;
i [ o R !
KT T — KK |
SERNRRRE T SEERNERE 0 :
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Figura 5.24: Respuesta ante escalén segtn la situacién de los polos dominantes
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Tema 6

Respuesta frecuencial de sistemas
lineales

Este tema se dedica a analizar la respuesta de sistemas lineales ante entradas de tipo
periddico, en particular senoidales. El interés de este estudio estd justificado por un lado
porque este tipo de senales son muy comunes en diversas aplicaciones de ingenieria y por
otro porque la interpretacién frecuencial de la funcién de transferencia proporciona un
método experimental accesible para la identificacién de sistemas.

Algunos ejemplos de aplicaciones en las que aparecen sefiales senoidales son:

Sistemas eléctricos: las instalaciones y redes eléctricas estdn sometidas a tensiones de
50 Hz generadas por los alternadores.

Sistemas mecanicos: las vibraciones, su propagacion y las técnicas de eliminacién o
amortiguamiento de las mismas estan basadas en el estudio de la respuesta del sistema
ante senales periddicas en cierto rango de frecuencias. Fendmenos de este tipo pueden
aparecer en un automovil (tanto las vibraciones producidas por el motor como por ruedas
desequilibradas), en la estructura de un edificio (por efecto del viento) o en los instrumentos

musicales.

Sistemas térmicos: en los calculos de climatizacién la temperatura ambiente es una
perturbaciéon clave que tiene una variacién en periodos de 24 horas.

Sistemas electrénicos y de comunicaciones: la transmision por radio o television se re-
aliza mediante ondas electromagnéticas portadoras de frecuencia elevada, que se difunden
por el espacio y excitan las antenas. La calidad de transmisién o de reproduccién (en el
caso de equipos de musica) viene determinada por la capacidad de reproducir senales en
determinados rangos de frecuencia.

119
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6.1 Funciéon de transferencia en el dominio de la frecuencia

En esta seccion se va a demostrar que las caracteristicas de respuesta en frecuencia de
un sistema se pueden obtener directamente de su funcién de transferencia simplemente
sustituyendo la variable compleja s por jw.

Para ello se va a estudiar la salida de un sistema dado por G(s) = % ante una entrada

de tipo u(t) = Upsenwt. Se tiene por tanto:

~—

Y(s) = G(s)U(s) = SE‘;U(Q _rs)

~
Q
—
[V2)
~—~
»
no
+
&
[\

Descomponiendo en fracciones simples:

— n

¥ (s) = a n a JFZ b;

s+jw  s—jw s+

Si el sistema es estable los polos —p; tienen parte real negativa y los términos e Pi* de-
saparecen en el estado estacionario; en caso contrario el sistema es inestable y no tiene
sentido hablar de régimen estacionario. En el caso general de que existan polos multiples
con grado de multiplicidad r, éstos dan lugar a exponenciales multiplicadas por t", que
también desaparecen transcurrido el régimen estacionario.

Por tanto:
Yest(t) = ae ¥t + e+t

donde los residuos vienen dados por

; Uow , Up,G(—jw)
= [Y(S)(S + ]w)]sz—jw =|G(s) 52+ w? (s +jw) s=—jw T 2j
Andlogamente
U,G(j
g= 20 (]W)
2j

Al ser G(jw) un nimero complejo, se puede escribir en forma polar como

Im{G(jw)}

G(jw) =] G(jw) | ® ¢ = arctan

La expresion temporal de la salida del sistema vendra dada por tanto por:

edWt+e) _ o—j(wt+e)

Yest(t) = U, | G(Jw) | 2] =U, | G(jw) | sen(wt + ¢) = Y,sen(wt + ¢)

Se deduce de ello que (una vez finalizado el transitorio) la salida de un sistema excitado
por una onda senoidal es a su vez otra onda senoidal de la misma frecuencia que la de
entrada pero de distinta amplitud y distinto desfase, que vienen dados por:

Y(jw)
U(jw)

1Y (W) | o) =
| G(jw) |= TT0) | LG(jw) =/
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Por tanto, la respuesta de un sistema lineal ante una entrada senoidal U (jw) se obtiene
directamente como Y (jw) = G(jw)U (jw), de forma andloga a Y (s) = G(s)U(s). Nétese
que la sustitucion de s por jw es vélida sélo para el cédlculo de la salida ante una entrada
senoidal.

Si en la funcion de transferencia se hace s = jw ésta se convierte en una expresion
compleja G(jw) que tiene la notable propiedad de que, para un cierto valor de la pulsacién
w, sumoédulo | G(jw) | y suargumento ¢ = /G(jw) representan precisamente la atenuacién
y el desfase que sufre una senal senoidal de frecuencia f = w/2x. Este hecho se ilustra en
la figura 6.1. Obsérvese que el desfase medido en segundos es ¢ = ¢/w.

Gljw) =G| Ly

y(2)

—= =

|Gl A

Figura 6.1: Respuesta en frecuencia

Ejemplo:

Considérese el sistema descrito por la ecuacién diferencial

d
dit/—l-ay:bu

sometido a una senal senoidal, de pulsacién w y de amplitud unitaria. Es sabido que
esta senal se puede representar en forma compleja u(t) = e/“!. La respuesta del sistema, en
régimen estacionario, a la anterior senal de entrada es la solucion particular de la anterior
ecuacion diferencial la cual se comprueba facilmente que es,

y(t) = (jw)bJr el

Noétese que esta notable propiedad de la funcién de transferencia lleva implicito un
método experimental de medida de la funcién de transferencia de un sistema dinamico.
Este método consiste, sencillamente, en la aplicaciéon de senales senoidales de distintas
frecuencias, y en la medida, para cada una de ellas, de la atenuacion y del desfase que
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sufren al atravesar el sistema. La medida de la atenuacién y del desfase suministran el
modulo y el argumento de G(jw) para el valor de w correspondiente.

Por tanto la funcién de transferencia G(s) suministra informacién tanto sobre el com-

portamiento en el dominio del tiempo (empleando las tablas de la transformada de Laplace)
como de la frecuencia (gracias a la propiedad expuesta).

6.2 Transformacién de Fourier

El andlisis anterior es vélido solamente para entradas senoidales, caso de gran interés
practico como ya se ha indicado. Sin embargo, los resultados obtenidos se pueden aplicar
a otro tipo de entradas si se tiene en cuenta la transformacion de Fourier.

Dada una funcién del tiempo periédica fr(t) de periodo T', se puede desarrollar en
serie de Fourier, de la forma:

o0

fr(t) = Z(ancos wnt + bysen wyt)
n=0

2mn
donde w,, = TV los coeficientes vienen dados por:

92 (T/2
Ap = —/ fr(t)cos wytdt n=0,1,2,...
T J-1/2

9 T/2
by, = —/ fr(t)sen wptdt n=0,1,2, ...
T J-1/2

supuesto que dichas integrales sean finitas.

Los coeficientes a,, y by, son funciones de wy,, pero no del tiempo, por lo que fr(t)
queda definida mediante los médulos de los componentes arménicos que lo integran; ahora
bien, tomando como pardmetros, por agrupacién de las componentes en seno y coseno de
igual frecuencia, los valores:

cn =/a2 + b2 ©p = arctan (Z")

n

cada término puede expresarse como
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Figura 6.2: Desarrollo en serie de Fourier de una onda cuadrada

U COS Wit + bpsen wpt = ¢, sen(wyt + ©p)

Por lo tanto, para definir fr(t) basta con especificar la amplitud y el desfase que
corresponde a cada frecuencia fundamental:

fr(t) = i cn sen(wnt + @n)

n=0
Un ejemplo de desarrollo de Fourier es el de una onda cuadrada, que viene dado por:
> 1

c(t) = Z . 1Sen((2n —1wt))

n=1

y cuya representacion grafica puede verse en la figura 6.2. Nétese como el desarrollo en
serie tiende a la onda original conforme el niimero de términos de la serie crece.

Dado que los sistemas lineales verifican el principio de superposicién (la suma de las
entradas produce la suma de las salidas ante cada una de ellas), la salida de un sistema
ante la senal periédica fr(t) de desarrollo de Fourier conocido serd

y(t) = Z cnYn(t)
n=0

donde y,(t) es la salida del sistema ante sen(wy,t + ¢p,).
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Por tanto, para calcular la salida de un sistema lineal ante cualquier senial periédica
de forma arbitraria basta con conocer la respuesta ante un conjunto de ondas senoidales
de frecuencias multiplos de la de la senal original.

En el caso de que la senal de entrada no sea periddica, se puede considerar que
T — o0, y el sumatorio del desarrollo de Fourier tiende a la integral, por lo que puede es-
cribirse, finalmente, para una funcién no periédica ( Transformacion de Fourier o Integral
de Fourier):

£t) = = /OO Fljw)e du

:§ .

Fjw) = /_ O:O F(t)e T dt

El razonamiento en este caso para calcular la salida de un sistema es el mismo ya que
la integral se puede considerar como una suma y aplicar el principio de superposicién.

6.3 Representacion grafica de la funcién de transferencia

Dada la importancia de la respuesta ante entradas senoidales, es usual emplear representa-
ciones gréficas de la funcién de transferencia en el dominio de la frecuencia. Se emplean
diagramas que representan el nimero complejo G(jw) en funcién de la frecuencia. A con-
tinuacion se estudian dos de los diagramas més comunes: diagrama de Nyquist y diagrama

de Bode.

6.3.1 Diagrama de Nyquist

La funcién de transferencia G(jw) se representa mediante una curva en un diagrama polar.
Esta curva se construye representando para cada valor de w el médulo y el argumento de
la expresién compleja que resulta de hacer s = jw en G(s). Como se sabe, el médulo y el
argumento de G(jw) representan la amplificacién (o atenuacion) y el desfase de una senal
sinusoidal que atraviese el sistema. FEn la figura 6.3 se representa un diagrama de esta
naturaleza. Conviene observar que w varia de 0 a oo.

El diagrama de Nyquist es por tanto una curva parametrizada en w que, para cada
punto (es decir, para cada frecuencia), proporciona el médulo y el argumento de la funcién
de transferencia.

Ejemplo 1: El diagrama de Nyquist de un sistema de primer orden genérico G(s) = %
se puede dibujar calculando primero el nimero complejo G(jw) y representdndolo para
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Im

Re

Figura 6.3: Diagrama de Nyquist

valores de w entre 0 e oco:

K K(1-7jw)

- 1+ 1jw 14 7202

G(jw)

Se observa que la parte real es siempre positiva y la imaginaria siempre negativa. Ademaés,
para w = 0 el valor de G(jw) vale K (la ganancia estdtica) y para w — oo vale 0. Se
puede demostrar que la forma de la curva es una semicircunferencia, como se muestra en
la figura 6.4.

051 -

-0.5r -

1k 4

I I I I I I
-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 6.4: Diagrama de Nyquist de un sistema de primer orden con K =5y 7 =1

Ejemplo 2: Si se anade un polo en el origen al sistema del ejemplo anterior, su diagrama
de Nyquist se calcula haciendo:

K K K(—jw-wT) —Kw , Kt

Gjw) = = - = -
(je) jw(l + Tjw)  jw — TW? w?(1 4+ w?r?) w(1+ w272)‘7 1+ w?r?

El nimero complejo G(jw) evoluciona desde el infinito hasta el cero segin la frecuencia
varia de cero a infinito. Concretamente:

lim G(jw) = =K1 — 00j
w—0

por tanto la curva tiene una asintota en —K 7 y sube hasta el origen, segin se muestra en
la figura 6.5.
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Figura 6.5: Diagrama de Nyquist de un sistema de primer orden con integrador y valores
K=5yr=1

6.3.2 Diagrama de Bode

En este caso, la funcién de transferencia G(jw) se representa mediante el conjunto de las
dos curvas siguientes (fig. 6.6):

Diagrama de Bode

Fase (grados); Magnitud (dB)

Frecuencia (rad/s)

Figura 6.6: Diagrama de Bode de G(s) = %

e Curva de amplitud: log |G(jw)| en funcién de w (en escala logaritmica).

e Curva de fase: arg G(jw) en funcién de w (en escala logaritmica).
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Obsérvese que tanto la amplitud como la fase se representan en funcion de la frecuencia
expresada en escala logaritmica. Esto es debido a que, si los sistemas trabajan en un rango
amplio de frecuencias, las escalas logaritmicas permiten una mejor representacién. En el
caso de escalas lineales, si se desea estudiar con detalle las frecuencias bajas, entonces las
altas se salen del diagrama, y si se desea incluir las altas, las bajas salen muy comprimidas.
La escala logaritmica comprime més cuanto mayor es la frecuencia y convierte productos
en sumas. La utilizacién de un rango amplio de frecuencias es bastante usual; por ejemplo
de 0 a 7000 rpm en el motor de un coche o de 15 Hz a 22 kHz en un amplificador de
audio!.

El empleo de logaritmos para representar los médulos permite facilitar la combinacion
de funciones de transferencia en serie, ya que en tal caso el producto de los médulos se
convierte en la suma de sus logaritmos.

Conviene recordar que la medida logaritmica de la relacién entre dos senales A se
expresa en

e decibelios (dB), 20log;q A
o décadas log;, A

e octavas log, A

Este conjunto de curvas, como veremos a continuacion, es el méas utilizado en la practica
para representar graficamente la funciéon de transferencia.

La representacién de una funcion de transferencia en el diagrama de Bode se hace
mediante unas aproximaciones asintéticas que simplifican enormemente su trazado. Para
estudiar estas aproximaciones consideremos la funcion de transferencia

k(jw+c1)(w+c2)...

GU) = Gl G+ o) G+ p2) .

La denominada forma de Bode de esta funcion de transferencia es la siguiente

k“—(H%) (1+L‘“)...

IIp ' Cc2

G(jw) = (o) ¥ (1+%) <1+%)

(6.1)

en donde la denominada ganancia de Bode viene dada por

'Es interesante destacar que la escala logaritmica es propia de la percepcién humana. Asi, la sensacién
auditiva de un tono méas agudo se corresponde con una progresién geométrica en la frecuencia de las
notas y la sensibilidad de las peliculas fotogréficas sigue escalas logaritmicas para corresponderse con la
sensibilidad del ojo humano.
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La expresién (6.1) es una expresién compleja en funcién de w. Es decir, para cada valor de
w tomara un valor complejo y, por tanto, tendrd un médulo y un argumento. El médulo
sera tal que si tomamos su logaritmo se podra escribir

0]
(148)] - ..
Cc1

20log |G(jw)| = 201og |kp| + 20log

1 1
+20log “ + 20log — + (6.2)
e (1+5)]
mientras que el argumento serd
. Jw
arg G(jw) = argkp + arg 1+C— +...
1
1 1
+arg ——— +arg —— + (6.3)
(jw)N (1+2)

Obsérvese que mediante la adopcion de una escala logaritmica para el médulo se ha de-
scompuesto aditivamente en las aportaciones de cada uno de los elementos que aparecen
en (6.1).

Esta descomposicién aditiva, junto con la que se da de una manera natural para el
argumento, permite que se obtenga la representacién gréafica en el diagrama de Bode a
partir de la representacién grafica de cada uno de los elementos que aparecen en (6.1).
Vamos a ver a continuacién como se representa graficamente cada uno de estos elementos.

Diagrama de Bode de una constante

La representacion en el diagrama de Bode de una constante es inmediata y se tiene en
la figura 6.7.

Diagrama de Bode de una integracién pura

El diagrama de Bode de una integracién pura

1
G(jw) = —
(Jw) o
se obtiene de la siguiente forma:

1
20log |—| = —201log |jw| = —20logw
Jjw

1 -7 1
arg — = arg—] =—/-90
Jw w w
que, al ser logaritmico el eje de frecuencias, viene dado por tanto por una recta de pendiente
-20 decibelios por década y con un desfase constante igual a -90 grados, segiin se muestra

en la figura 6.8.

En el caso de que fuera un polo con orden de multiplicidad [, la recta tendria una
pendiente de —20! decibelios por década y la fase seria de —90! grados.
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K>1
20logK _
o
)
e}
2
=
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<
K<1
-20logK
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0.0
0
o
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.
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b
s
K (numer o negativo)
-180.0

w(rad/s)

Figura 6.7: Diagrama de Bode de una constante

Diagrama de Bode del término asociado a un polo

e Si el polo es un nimero real negativo s = —p, se puede dibujar una aproximacion
asintética. Considere el término siguiente con p > 0:

1
jw
1—|—p

Para estudiar su representacion en el diagrama de Bode se consideraran, en primer
lugar, dos situaciones extremas:

— Frecuencias mucho menores que p: w < p. En tal caso se tendrd que

1
1+

20 log | = | ~20logl = 0dB

p

— Frecuencias mucho mayores que p:w > p. En cuyo caso

1 w
2010g\1+ Lw’ ~ 2010g\ﬂ\ = —QOIOgE

p p

Por tanto, la representacion grafica del médulo presenta dos asintotas. Para valores
bajos de w la asintota es sencillamente la recta horizontal trazada en 0 dB; mientras
que para valores altos de la frecuencia la asintota es una recta de pendiente -20
dB/década. Estas dos asintotas se cortan en el punto w = p.

Para completar la curva se pueden considerar dos puntos interesantes:
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N
o

o

-20dB/dec

Amplitud (dB)

)
o
T

A
o
T

90 -

Fase(grados)
©
o

'18%0-1 160 : 1 ‘ 2
w(rad/s)

Figura 6.8: Diagrama de Bode de una integracién pura

— para w/p = 0.5 se tiene |G(jw)| = —1 dB.
— para w/p = 1 se tiene |G(jw)| = —3 dB.

Esto indica que la representacién aproximada por las asintotas tiene un error maximo
de 3 dB que ademas ocurre en w = p.

Por lo que respecta a la fase no es posible hacer unas aproximaciones asintéticas
como las que se acaban de ver para la amplitud. No obstante, se dispone de una
plantilla que permite trazar la curva de fase correspondiente. La fase varia desde
—90° hasta 0°, pasando por —45° en w = p. En la figura 6.9 se dibujan el diagrama
exacto y el aproximado para un polo en w = 1.

Para la representacion anterior se ha considerado que p > 0, es decir, el polo es esta-
ble. En el caso de que el polo sea inestable, da lugar al término —==— y, légicamente,

19 4q
-p
el valor w = —p no se puede representar en eje logaritmico. Para representar este
numero complejo basta saber que su médulo es el mismo que el de 5 Jlrl v lo tnico
P

que cambia es la fase. Al ser este nimero el conjugado cambiado de signo de un polo
con p > 0 la fase varia ahora entre —180° y —90° con la misma forma. Resumiendo:
si p < 0 la curva de médulos es una recta horizontal hasta w = p y luego desciende
20 dB por década mientras que la fase evoluciona desde —180° hasta —90°, tomando
el valor —135° en w = p.

Si los polos son complejos no es sencillo realizar una representacion asintética. Se
pueden expresar en la forma genérica de un sistema de segundo orden en funcién de
0 Y wn, sustituyendo s por jw:
1
(d)? +26(25) +1
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Fase(grados)
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10" 10° 10" 10>

w(rad/s)

Figura 6.9: Diagrama de Bode de un polo real en s = —1.

cuyo moédulo en dB es:

w? w
—201log \/(1 — §)2 + (26—)2

n Wn

Se pueden calcular médulo y fase en funcién de la frecuencia y dibujarlos segun
se muestra en la figura 6.10. Se observa que el resultado depende del factor de
amortiguamiento §.

Se observa que la curva de mdédulos tiene un méximo, llamado pico de resonancia
M., que se produce a la llamada frecuencia de resonancia w,. Estos dos valores
dependen claramente del factor de amortiguamiento §, de la forma:

Wy = wp V1 — 262

. 1
My =1GGw) = o5 A=

A medida que J tiende a cero, la frecuencia de resonancia tiende a w,. Para 0 <
5 < 0.707, w, es menor que la frecuencia propia amortiguada wg = wp V1 — 02.
Para § > 0.707 no hay pico de resonancia. De las expresiones anteriores se observa
también que al tender J a cero el pico de resonancia tiende a infinito, lo que significa
que si se excita el sistema a su frecuencia propia, la magnitud de G(jw) se hace
infinita.

Se puede ver que para frecuencias muy alejadas de w,, el comportamiento es el mismo
que el de un polo real doble situado en w = wy,: caida del médulo de 40 dB por década
y fase de 0° a —180°.
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Diagrama de Bode

101 delta="0.1 b
0 -
_10 L -
delta=2
@ -20f 8
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e}
2 -sof 1
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g
s -40
=
o
8 0 ‘
= delta=0.1
[}
[%2]
I
w -50
-100
-150
I

10" 10° 10"

Frecuencia (rad/s)

Figura 6.10: Diagrama de Bode de un par de polos complejos, con w, = 1 y distintos
valores de 0

Diagrama de Bode de una diferenciacion pura

El diagrama de Bode de un diferenciador puro
Gjw) = jw

se obtiene de forma similar al de un integrador puro. En la figura 6.11 se representa el
diagrama correspondiente. En este caso la curva de amplitud tiene una pendiente positiva
de 20 dB por década y la de fase un angulo de 90°.

Diagrama de Bode del término asociado a un cero

El término asociado a un cero
) W
G(jw) = % +1

por consideraciones andlogas a las que se han hecho para un sistema de primer orden
(asociado a un polo), tiene la forma que se muestra en la figura 6.12.

Analogamente al caso de un polo, un cero en el que p < 0 da lugar al término % + 1,

cuyo médulo es el mismo que el de j?“’ + 1 y lo tnico que cambia es la fase. Al ser este
nimero el conjugado cambiado de signo de un cero con p > 0 la fase varia ahora entre
180° y 90° con la misma forma. Resumiendo: si p < 0 la curva de moédulos es una recta
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Figura 6.11: Diagrama de Bode de una diferenciacién pura

horizontal hasta w = p y luego asciende 20 dB por década mientras que la fase evoluciona
desde 180° hasta 90°, tomando el valor 135° en w = p.

Combinando todo lo que se acaba de ver, y teniendo en cuenta las expresiones (6.2) y
(6.3), se puede obtener la representacién grafica de la funcién de transferencia.

6.3.3 Ejemplos de representaciones graficas

Ejemplo 1

Como ejemplo de un diagrama de Bode completo, se representa en la figura 6.13 el
. _100(s40.1)

Correspondlente a G(S) = m

Obsérvese que la curva de médulos se puede aproximar por tres rectas, correspondientes
a los cambios de pendientes causados por el cero en w = 0.1, que sube 20 dB/década, luego
el polo en w = 3 que hace que la linea permanezca horizontal y a continuacién el polo
en w = 20 que hace bajar otros 20. Por su parte la curva de fase se calcula sumando las
correspondientes al cero (de 0° a 90°) y las dos de los polos (cada una de 0° a —90°).

Ejemplo 2

En este ejemplo se van a dibujar tres graficas: una en la que se muestran la repre-
sentacién asintoética del diagrama de Bode de los factores de la funcién de transferencia,
otra en la que se muestra en diagrama de Bode completo, tanto exacto como asintotico y
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Figura 6.12: Diagrama de Bode del término asociado a un cero

una tercera grafica con el diagrama de Nyquist.

G(s) = W. Este sistema posee dos polos, situados en s = =1y s = —0.1.
Para dibujar el diagrama de Bode, basta con dibujar la ganancia estética (que vale
20log 10 = 20 dB) y los términos correspondientes a los dos polos. Obsérvese que el
error cometido al usar la representacién asintética es despreciable (figura 6.14). El dia-
grama de Nyquist se puede obtener directamente del de Bode extrayendo de éste los puntos

mas representativos.

Ejemplo 3
_ 10-(s+3)
G(S) T s(s+2)-(s2+s+2)
Este sistema posee un cero real (en s = —3) y cuatro polos (dos reales, en s = 0y
s = —2, y un par de complejos, en w, = v/2 ). Aunque la representacién asintética no es

muy adecuada para los polos complejos, en este caso el error cometido no es considerable.
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Figura 6.13: Ejemplo de diagrama de Bode
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médulo asintético de todos los factores de G(w¥j) modulo asintdtico y real de G(w#j)
T T T T
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Figura 6.14: (a)Bode de los factores. (b) Bode total

Diagrama de Nyquist
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Tema 7

Estabilidad

7.1 Introduccion

La estabilidad es una propiedad cualitativa de los sistemas dindmicos a la que cabe con-
siderar como la méas importante de todas. El estudio de la estabilidad de los sistemas
dindmicos ocupa un lugar primordial en el andalisis y en la sintesis de los sistemas. El
presente capitulo se va a dedicar al anélisis de la estabilidad de los sistemas dindamicos, es
decir, a establecer criterios que permitan discernir si un determinado sistema dinamico,
descrito por una cierta forma de representaciéon matematica, es estable o no.

El estudio de la estabilidad de los sistemas dindmicos, se hara atendiendo a la forma
de representacién adoptada; en este sentido se estudiara en primer lugar la estabilidad de
los sistemas dindmicos dados por su descripcién externa, y luego se hara el estudio para
la descripcién interna de los mismos.

7.2 Criterios de estabilidad relativos a la descripcién ex-
terna

Una forma intuitiva de afrontar el problema de la estabilidad de un sistema es considerar
que éste serd estable si las distintas magnitudes que lo definen no alcanzan valores infinitos.
Basados en esta idea intuitiva se puede dar la siguiente definiciéon precisa de estabilidad.

Definicién

Un sistema, inicialmente en reposo, se dice estable si ante cualquier senal de entrada
acotada, es decir, que no alcanza valores infinitos, responde con una senal de salida acotada.

Formalmente se dice de una senal z(t), definida en un cierto intervalo (tg,t1), que

139
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estd acotada en dicho intervalo, si para todo t € (tp,%1) existe un valor k& < oo tal que
lz(t)] < k.

De una forma més compacta puede decirse que un sistema es estable si,
senal de entrada acotada = senal de salida acotada.

Desde un punto de vista intuitivo esta definicion de estabilidad es satisfactoria; tiene,
ademads, la ventaja adicional de que conduce a resultados matematicos interesantes, segiin
se vera en lo que sigue. Para el caso de sistemas multivariables esta definicién es igualmente
vélida, sustituyendo las senales de entrada y de salida por los vectores de senales de entrada
y de salida.

En los libros anglosajones a la estabilidad anteriormente definida se denomina ”esta-
bilidad BIBO” (bounded-input bounded-output).

Si se adopta la forma de descripcién externa dada por la integral de convolucion, es

decir, si la relacién entre la senal de entrada u(t) y la senal de salida y(t) estd dada por
una expresiéon de la forma,

y(t) = /t h(t, ™) u(r) dr (7.1)

entonces el criterio de estabilidad de un sistema viene dado por el siguiente teorema.
Teorema

Un sistema, inicialmente en reposo, representado por una expresién de la forma (7.1)
es estable si y sélo si existe un ntimero finito £ tal que para todo ¢,

t
/ | h(t,7) | dr < k < oo (7.2)
—00
Demostracion

1. Suficiencia

Se trata de demostrar que si se cumple la condicién (7.2), entonces ante una senal de
entrada acotada, | u(t) |< ki para todo ¢, la senal de salida y(t) es también acotada.
En efecto, se tiene:

t
|, 7) || u(r) | dr < k:l/ | (t,7) | dr < K

o0

1= [ e i< [

—00
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2. Necesidad

Se trata de demostrar que si las sefiales de entrada u(t) y de salida y(t) son acotadas,
entonces siempre se cumple la expresiéon (7.2). Ello es equivalente a demostrar que
si no se cumple dicha expresién entonces pueden existir senales de salida y(¢) que no
estén acotadas aunque lo esté la senal de entrada wu(t).

Supéngase que la expresion (7.2) no se cumple, es decir

t
/ | B(t1,7) | dr = 50

—00

Si a este sistema se le aplica la siguiente senial de entrada acotada se tiene una salida
no acotada. En efecto, sea

u(t) = sgn[h(t1,7)]

en donde,

0 st =0
sgnx = 1 st >0
-1 st <0

Es claro que u(t) es acotada. Sin embargo la senal de salida del sistema no lo es,

y(tl):/tl h(t1, ™) u(r) dr:/_t; | h(tr,7) | dr = oo

—0o0

Queda demostrado la necesidad de que se cumpla la expresién (7.2) para que el
sistema sea estable.

Para sistemas multivariables el anterior resultado se generaliza diciendo que un sistema
serd estable si la propiedad de la expresién (7.2) se cumple para cada uno de los elementos
de la matriz H (¢, 7).

Para sistemas invariantes en el tiempo la expresién (7.1) se convierte en

y(t) = /0 " ht— ) ulr) dr (7.3)

Y la expresién (7.2) se convierte en,

/Ooo|h(7-)\d7-<k<oo (7.4)
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Para sistemas invariantes en el tiempo, la forma de descripcién externa usualmente
empleada es la funcion de transferencia. Interesa enunciar un criterio de estabilidad en
términos de dicha funcion de transferencia. Es lo que se hace en el siguiente teorema.

Teorema

Un sistema lineal y estacionario, representado por una funcién racional propia G(s)
es estable si y sélo si, todos los polos de G(s) estan situados en el semiplano izquierdo
abierto del plano s.

Una forma equivalente de expresar lo anterior es decir que los polos de G(s) tienen la
parte real negativa.

En el semiplano izquierdo abierto, a que se alude en el anterior teorema, se excluye el
eje imaginario. Si se incluye este eje imaginario se habla del semiplano izquierdo cerrado.

Demostraciéon

Si G(s) es una funcién racional propia entonces puede desarrollarse en fracciones par-
ciales, de manera que se descompone en la suma de un ntmero finito de términos de la
forma

K
(s —pi)!

donde p; denota un polo de G(s), y ademds posiblemente una constante.

Al hallar la antitransformada de Laplace de G(s) se tiene que g(t) es la suma de un
nimero finito de términos de la forma t/~! ePi? y, ademds, una posible funcién § de Dirac.
Es facil demostrar que el producto de los términos t~1 ePi? por cualquier entrada acotada
es absolutamente integrable si y sélo si p; tiene la parte real negativa. Por lo tanto la
salida y(t) calculada como la integral de convolucién de g(t) y cualquier u(t) acotada serd
estable y en consecuencia el sistema G(s) serd estable si y s6lo si todos los polos de G(s)
tienen la parte real negativa.

o FEjemplo 1

Sea el sistema cuya funcién de transferencia es G(s) = 1/s. Este sistema no es
estable, de acuerdo con las anteriores definiciones. En efecto, considérese una senal
de entrada en escalén U(s) = 1/s. Se tendra que la sefial de salida serd Y (s) = 1/s2.
Por lo tanto

y(t) = £71(1/s2) =t
la senal de salida y(t) no es acotada y por lo tanto el sistema no es estable.

o Fjemplo 2

Segiin la definicién anterior un oscilador simple, dado por G(s) = 14—% y que tiene
los polos en s = £j es un sistema inestable. A primera vista podria pensarse que
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el sistema es estable, ya que ante un escalén la salida seria una onda senoidal y por
tanto acotada.

Sin embargo, se puede comprobar que la salida se hace inestable ante cierta senal
acotada, ya que si se excita al sistema con wu(t) = sent, cuya transformada es
U(s) = H%’ se obtiene que la salida del sistema viene dada por Y (s) = m La
antitrasformada de la salida se puede calcular, obteniendo que y(t) = %(Sent—tcost),
que se hace inestable debido al término en ¢ que multiplica al coseno. Nétese que si se
excita al sistema con u(t) = sen2t la salida es estable, pero por la propia definicién de
estabilidad, el sistema es estable cuando la salida permanece acotada ante cualquier
entrada acotada.

Para sistemas multivariables se generalizan inmediatamente los anteriores resultados
diciendo que un sistema multivariable definido por una matriz de transferencia G(s) serd
estable si cada uno de sus elementos satisface el anterior teorema.

Sea la funcién de transferencia de la forma:

_bosm—l—blsm*l—i—'--—i—bm _ b(s)

G
(5) s"+ap st 4+ +ap, a(s)

(7.5)

Para determinar si G(s) corresponde a un sistema estable o no, es necesario determinar
si las raices de a(s) estdn situadas en el semiplano abierto negativo.

Para comprobar si las raices de un determinado polinomio se encuentran en el semi-
plano abierto negativo, se aplica el criterio de Routh-Hurwitz que se estudia en el apartado
siguiente.

7.2.1 Criterio de Routh-Hurwitz

Una funcién de transferencia representa a un sistema estable si sus polos se encuentran en
el semiplano izquierdo abierto. Por lo tanto el problema del analisis de la estabilidad de
un sistema se reduce al del andlisis de los ceros del polinomio del denominador.

Un polinomio se denomina un polinomio de Hurwitz si todas sus raices tienen la parte
real negativa. Por lo tanto el problema de la estabilidad se reduce al de determinar si el
polinomio del denominador es, o no, un polinomio de Hurwitz.

El método directo de comprobar si un determinado polinomio es o no un polinomio de
Hurwitz consiste en determinar todas las raices de dicho polinomio. Este procedimiento
puede ser, ademds de excesivamente laborioso, intitil por cuanto que suministra una in-
formacion superior a la que se requiere. No se trata de saber cudles son las raices, sino,
simplemente, si su parte real serd negativa o no.

El método de Routh-Hurwitz, permite determinar si las partes reales de las raices
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seran negativas o no sin necesidad de determinarlas. Considérese un polinomio como el
siguiente:

STy 8" 4 A (7.6)

Para determinar si el anterior polinomio tiene raices con parte real negativa se procede
como sigue:

1. Si algin coeficiente del polinomio es negativo o cero, entonces existe al menos una
raiz en el semiplano cerrado derecho. El sistema es, por lo tanto, inestable.

2. En el caso de que no se cumplan los supuestos de 1), se procede a construir la
siguiente tabla:

n+1 1 as ag

n ay; as as

n—1 |6 [z B3

7.7
n—2 | m Y 73 (7.7)

0 P1
en donde la generacién de las distintas filas se hace como sigue, a partir de los
elementos de las dos anteriores

aijag — as - 1

pr =
al
ajag —as -1
fr = ———
a1
aiag — a7 -1
gy = I

a

La tabla anterior recibe la denominacién de tabla de Routh, y el algoritmo que permite
su construccion se denomina algoritmo de Routh. Independientemente de los trabajos de
Routh, que publicé originalmente el algoritmo que conduce a la construccion de la tabla
anterior, Hurwitz publicé un criterio de estabilidad que esencialmente coincide con el de
Routh. Por ello el criterio lleva conjuntamente el nombre de los dos autores.

Toda fila depende de las dos filas precedentes. Se procede sucesivamente a determinar
filas, sabiendo que para un polinomio de orden n se determinan n + 2 filas.

El criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz dice que el polinomio tiene sus raices en
el semiplano abierto negativo si todos los elementos de la primera columna son positivos
y no nulos.

Una caracteristica importante de este criterio es que se puede emplear con polinomios
que dependan de algiin pardmetro, permitiendo estudiar la estabilidad del sistema segin
las variaciones de dicho parametro.
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Ejemplo 1

Sea el polinomio s* + 553 + 3s%2 + s + 2 = 0. Para determinar el nimero de raices en
el semiplano positivo, se construye la tabla de Routh y se tiene,

4 1 32
3 5 10
2 | 14/5 2

1 | —36/14 0

0 2

como hay dos cambios de signo en la primera columna existiran dos raices en el semi-
plano derecho. Por consiguiente el sistema es inestable. Se puede comprobar numéricamente
que las raices del polinomio estan en s = —4.33, s = —1 y s = 0.168 £ 0.6577, existiendo
por tanto dos raices en el semiplano derecho.

En la practica el criterio de Routh-Hurwitz se aplica para determinar si el sistema es
estable 0 no y, en general, no interesa saber el nimero de raices en el semiplano positivo
abierto. Por lo tanto, cuando lo tinico que interese sea conocer si el sistema sera estable o
no, se procederd a construir la tabla de Routh hasta encontrar un elemento de la primera
columna que sea negativo o cero. Cuando aparezca un elemento negativo o nulo, se
suspenderd la construccién de la tabla, y se dictaminara que el sistema es inestable.

En el caso de que interesase conocer cuantas raices existiran en el semiplano positivo, o
en el eje imaginario, se procede a construir la tabla de Routh completa. FEn la construccion
de la tabla de Routh, para el caso en que interese completarla aiin cuando aparezcan
elementos nulos en la primera columna, se presentan los dos casos singulares siguientes :

1. Aparece un 0 en la primera columna, siendo no nulos los otros elementos de la misma,
fila.

2. Aparece una fila con todos los elementos nulos, antes de llegar a la fila n + 2.

En el primer caso se sustituye el 0 por un nimero arbitrariamente pequeno €. Se completa
la tabla y se calcula el limite de los elementos en los que aparezca haciendo ¢ — 0.

La interpretacion de la tabla cuando hay ceros en la primera columna es la siguiente:

e si el signo del elemento que hay encima del cero es igual al de debajo es que existen
raices imaginarias puras.

e si los signos de dichos elementos son distintos, existe una raiz del polinomio en el
semiplano derecho.

Ejemplo 2
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Considérese el polinomio: s* + s3 + 252 4 25 + 3

Al construir la tabla de Routh se encuentra un cero en la primera columna, en la fila
dos. Se sustituye este cero por € y se procede a completar la tabla, que resulta la siguiente:

4 1 2 3

3 1 2

2 0—e 3
2e—3

1 56

0 |3

Una vez construida la tabla se determina el limite de aquellos elementos en la primera
columna en los que aparezca €, cuando € — 0. El elemento correspondiente a la fila 1
tiene el siguiente limite,

Por lo tanto, la primera columna queda como sigue:

O = =

Se presentan dos cambios de signo en la primera columna (ya que el cero se trata como
negativo) , y por consiguiente el sistema tiene dos raices en el semiplano derecho, y es
inestable.

El segundo caso particular més arriba enunciado, es decir, el caso en que se pre-
sente toda una fila de ceros, indica que el polinomio tiene, al menos, un factor par. Es
decir, que existe un par de raices reales simétricas con respecto al eje imaginario, que
existen dos raices imaginarias puras conjugadas, o que existen cuatro raices complejas
situadas simétricamente con relacién al origen. Cuando esto sucede se procede a formar
una ecuacién subsidiaria a partir de los coeficientes de la fila anterior a aquélla en la que
todos los elementos sean nulos. La expresion asi obtenida resulta ser el factor par del
polinomio. Para obtener la fila siguiente, en la tabla de Routh, se procede a derivar esta
expresion una vez con respecto a s y situar sus coeficientes en la fila cuyos elementos se
habian anulado. A partir de esta sustitucion se prosigue la construccién de la tabla de
Routh normalmente. Un ejemplo ayudard a fijar ideas.

FEjemplo &

Considérese el siguiente polinomio: s* 4 353 4+ 352 + 35 + 2
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Si se construye la tabla de Routh correspondiente al llegar a la fila 1, se encuentra que
todos los elementos son ceros. En efecto

—_N W

SN W =

O N W W
(@)

La ecuacién subsidiaria que se obtiene empleando los coeficientes de la segunda fila es
la siguiente:
2s°+2=0

que corresponde al factor par s? + 1. La derivada de la ecuacién subsidiaria es 4s. Por
lo tanto la tabla se completa como sigue

O = N W
N =N W
O N W W

Para extraer conclusiones de la tabla, hay que recordar que realmente la fila 1 estd
llena de ceros, aunque se hayan sustituido para poder seguir operando. Existe por tanto
en la primera columna un 0 que tiene arriba y abajo elementos del mismo signo, lo que
indica un par de raices imaginarias. La factorizacién del polinomio anterior conduce a,

(32+1) (s+2) (s+1)

7.3 Criterio de Nyquist

El criterio de Routh permite analizar la estabilidad de un sistema lineal a partir de los
coeficientes de la ecuaciéon caracteristica. El criterio de Nyquist permite realizar un analisis
de la misma naturaleza a partir de la representacién grafica de la funcion de transferencia.
La principal caracteristica del criterio de Nyquist es que permite analizar la estabilidad
del bucle cerrado (es decir, del sistema con una realimentacién unitaria) en funcién de
la estabilidad del sistema en bucle abierto. Es por tanto un criterio de gran interés
para el estudio del efecto de la realimentacién sobre la estabilidad. Recuérdese que la
realimentacion puede estabilizar sistemas inestables en bucle abierto pero también puede
producir el efecto contrario.

Al estar basado el criterio en la representacién grafica de la funcién de transferencia,
resulta mds intuitivo que el anterior y ademas ofrece informacién sobre lo cerca que se
encuentra el sistema del limite de estabilidad, como se verd mas adelante.
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Este criterio esta basado en un teorema de Cauchy. Considérese una funcién racional
F(s) (formada por un cociente de polinomios en s). Si s representa a la variable compleja
s = 0 + jw entonces F'(s) aplica el plano complejo s sobre un plano complejo definido
por las partes reales e imaginaria de F'(s) (figura 7.1), de modo que a cada vector de s se
corresponde un vector de F'(s).

Jjw

oINS Q
I
— o

o Q) ReF(s)

Figura 7.1: Teorema de Cauchy

Supoéngase ahora que se define una curva cerrada C' en el plano s y la correspondiente
curva imagen F'(C) en el plano F(s). Sup6ngase, ademds, que la curva C' se recorre en un
determinado sentido (por ejemplo, el de las agujas del reloj). A la curva imagen F(C') se
asociard también un sentido.

El teorema de Cauchy establece que el niimero de veces que la curva F(C) rodea al
origen (tomando el sentido positivo el de las agujas del reloj) es igual a la diferencia entre
el niimero de ceros y el de polos de F' que encierra la curva C en el plano s. Es decir,

N=Z-P

en donde N es el nimero de veces que la curva F(C) rodea al origen, y Z y P rep-
resentan, respectivamente, el nimero de ceros y de polos contenidos en la curva C en el
plano s.

Nyquist basd su criterio en una aplicacién muy ingeniosa del teorema de Cauchy.
Considerd un sistema realimentado con realimentacién unitaria, como el de la figura 7.2.
La funcién de transferencia del sistema en bucle cerrado correspondiente viene dada por
la expresién

__G(s)
&) =156

de esta expresién resulta claro que los polos de T'(s) son los ceros de 1 + G(s).

Para estudiar la estabilidad de un sistema en bucle cerrado Nyquist propuso definir en
el plano s la curva cerrada C' que se muestra en la figura 7.3, y que recibe la denominacién
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u Y
G(s) —

Figura 7.2: Sistema con realimentacién unitaria

de contorno de Nyquist. Este contorno rodea el semiplano de parte real positiva del plano
complejo. Es decir, la region del plano complejo en la que no debe haber polos de la
funcion de transferencia en bucle cerrado, si se quiere que el sistema sea estable.

jw ImG(s)

14 G(s)

0 o ReG(s)

Figura 7.3: Contorno de Nyquist C para estudiar la estabilidad

Se ha visto que los polos de la funcién de transferencia en bucle cerrado 7T'(s) son los
ceros de 14+G(s). Por tanto, la estabilidad del sistema en bucle cerrado estard garantizada
si no existen ceros de 1+ G(s) en el interior del contorno de Nyquist. Por ello se va a
tomar la transformada de dicho contorno segin la funciéon F' = 1+ G, cuyos polos son los
mismos que los de G(s), ya que por definicién los polos de 1 + G son los puntos donde la
funcion se hace infinita y si se hace infinita GG, también se hace 1+ G. Por ello, empleando
el teorema de Cauchy, el niimero de polos de la funcién de transferencia en bucle cerrado
se puede calcular a partir de los de bucle abierto y del nimero de vueltas de la curva
1+ G(C) al origen.

Veamos ahora cémo se construye la imagen del contorno G(C). Para ello basta observar
que el contorno de Nyquist se compone de tres partes. La recta OA que corresponde al eje
imaginario del plano complejo y que, por tanto, corresponde a la funcién de transferencia
G(jw) para valores positivos de w. La recta BO correspondiente a la parte negativa del eje
imaginario. Y, por ultimo, a la curva que une AB, que se encuentra situada en el infinito
del semiplano positivo del plano s. Por tanto, al recorrer OA, se esté recorriendo G(jw)
para valores de w de cero a infinito. Andlogamente, al recorrer BO se esta recorriendo
G(jw) desde menos infinito a cero. Por dltimo, al recorrer de A a B se estd en valores de
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s con médulo infinito. En este dltimo caso, si G(jw) es tal que el grado del polinomio del
numerador es menor que el del denominador (lo que ocurre en los sistemas reales), esta
funcién tomard el valor cero.

Como es lo mismo calcular las vueltas de 1 + G al origen que de G al punto —1,
aplicando el teorema de Cauchy, para el caso F(s) =14 G(s), se puede decir que:

un sistema realimentado, con realimentacién unitaria, es estable si y s6lo si G(C') rodea
al punto critico s = —1, en el sentido de las agujas del reloj, un ntimero de veces igual al
numero de polos inestables de la funcién de transferencia G(s) contenidos en C cambiado
de signo.

Conviene observar que la parte de G(C') correspondiente al semieje imaginario [0, joo]
es, en realidad, la representacién polar de la funcién de transferencia G(s). Asi mismo,
la parte correspondiente al semieje imaginario negativo [—jo0, 0] es simétrica con relacién
a esa representacién polar. Por lo que respecta a la parte correspondiente al semicirculo
de radio infinito (y eventualmente a un semicirculo infinitesimal que rodee al origen) es
evidente que si la funcién de transferencia es tal que el grado del numerador es inferior al
del denominador, se reduce a un punto. Por todo ello, el trazado de G(C') es inmediato
conociendo la representacion polar de la funcién de transferencia G(jw).

Ejemplo 1

Para el sistema de primer orden

1
=5
se puede calcular la representacién gréfica de G(C') a partir de su diagrama de Bode, que
tiene la forma que se indica en la figura 7.4, segtin se vio con detalle en el tema anterior.
Aplicando el criterio de Nyquist se tiene que este sistema al ser realimentado es estable
(lo que sucede para todos los sistemas de primer orden cuya funcién de transferencia sea
de esta forma).

Ejemplo 2

El sistema dado por la funcién de transferencia
1
G(s)

Cs(l+7s)
tiene la particularidad de que presenta un polo en el origen. En los casos en que existan
singularidades en el propio contorno de Nyquist, no se puede aplicar el teorema de Cauchy,
sino que hay que modificar ligeramente el contorno para evitar esta circunstancia. Lo que
se hace es rodear el polo, anadiendo el contorno infinitesimal Cy que se muestra en la
figura 7.5. Es facil ver que la adiciéon de este contorno no modifica el planteamiento
anterior, simplemente hay que anadir la transformada del rodeo infinitesimal al origen.
Para calcular esta transformada, se tiene en cuenta que los puntos de ese rodeo se pueden
escribir como:
s=ee% con —m/2<H<T/2ye—0
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ImH (s)

W= ReH(s)

w>0

Figura 7.4: Diagrama polar y contorno G(C) para un sistema de primer orden

sustituyendo en la funcién de transferencia:
lim G(s) = I ! I
imG(s) =lim ——————~ = lim —
e—0 e—0 ee% (1 + eef7)  e-0 el

Esta claro que el valor de este limite es oo, pero lo que interesa saber es por qué lado del
oo da la vuelta. Para ello se ve que, recorriendo el contorno desde § = —7 hasta 0 = 7 se
tiene:

0=-m/2: G(jw) —7/2
0=0: G(jw) —0
0=mr/2: G(jw) — —m/2

de donde se deduce que la vuelta al co se da por la derecha, y por tanto la transformada
del contorno de Nyquist no rodea al punto —1, segiin se dibuja en la figura 7.5.

jw ImH(s)

00 ReH (s)

W

Figura 7.5: Contorno de Nyquist y G(C') para un sistema con un polo en el origen

Ejemplo 3
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Diagrama de Bode

-100

Fase (grados); Magnitud (dB)

-150

-200 -

-250 -

10" 10 10° 10 10°

Frecuencia (rad/s)

Figura 7.6: Diagrama de Bode del sistema del ejemplo

Un ltimo ejemplo que se va a considerar es el siguiente

G(s) = et D (7.8)
S(E -1)

En este caso se tiene que el sistema presenta un polo inestable, cuya fase varia entre
—180 y —90. En la figura 7.6 se dibuja el diagrama de Bode para K = 1, que sirve para
dibujar el diagrama de Nyquist correspondiente a frecencias positivas; se observa que para
frecuencias bajas el médulo se hace co. Esto es debido a la existencia del polo en s = 0,
que debe ser evitado en el contorno de Nyquist al igual que en el ejemplo anterior.

En la figura 7.7 se tiene el trazado G(C') correspondiente, dibujado a partir del dia-
grama de Bode y teniendo en cuenta que hay una vuelta al co. Se observa que existe un
punto de corte con el eje real, ya que la fase vale —180 cuando el médulo vale K. Esto
se obtiene del diagrama de Bode o calculando analiticamente el punto en el que la parte
imaginaria de G(jw) vale 0.

, K(jw+1) K —11w? w3
G(jw) = - jw = A 2( 10 + (w— 10)])
jolto =1 1o tw

La parte imaginaria se anula por tanto para w — ‘f—g =0, es decir, en w =0y en w = V/10.
En el primer caso se trata de la vuelta por el co y en el segundo:

G(jV10) = - K

En el diagrama de la figura 7.7 el punto critico se ha representado en funcién de la
ganancia K. Obsérvese que la pequena desviacién Cy alrededor del polo s = 0 da lugar a
un gran arco en el infinito. Este arco se sitla en el semiplano izquierdo, ya que atraviesa
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Im

w>0

w<0

Figura 7.7: Diagrama de Nyquist del sistema del ejemplo

el eje real negativo debido a la contribucion de fase de 180 grados del polo en el semiplano
de la derecha.

Para valores de K mayores que 1 en la figura 7.7 se observa que G(C') rodea al punto
critico en el sentido contrario de las agujas del reloj; es decir, N = —1. Por otra parte
P =1, debido al polo en el semiplano de la derecha, por lo que

Z=N+P=0

donde se concluye que no hay raices inestables en el sistema.

Para valores de K menores que 1, en la figura 7.7 la curva G(C') rodea al punto critico
en el sentido positivo de las agujas del reloj, por lo que N = +1 y Z = 2, por lo que el
sistema posee dos raices con parte real positiva y es inestable.

De los anteriores ejemplos se desprende que en la aplicacién del teorema de Nyquist
hay que tener especial cuidado en los dos puntos siguientes:

e Tener en cuenta la posible presencia de polos inestables en bucle abierto;

e La evaluacién del niimero de vueltas en torno al punto critico -1 en el caso en el que
haya ramas infinitas (ver el dltimo ejemplo).

Sin embargo, para los sistemas estables (y para los estables que incluyan un integrador)
llamados de fase minima (aquéllos que no tienen ceros en el semiplano derecho), es posible
enunciar la siguiente regla practica:
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Regla practica de Nyquist

Un sistema realimentado es estable en el caso en el que recorriendo el trazado polar
de la funcion de transferencia en el sentido de las w crecientes el punto critico -1 quede a
la izquierda.

7.3.1 Grado de estabilidad. Margenes de fase y ganancia.

Segun se acaba de enunciar en la regla practica del criterio de Nyquist se tiene que la esta-
bilidad en bucle cerrado para sistemas que tengan todos sus polos y ceros en el semiplano
izquierdo depende de la posiciéon del punto critico —1 con relacién al trazado polar de
la funcién de transferencia (figura 7.8). Este hecho sugiere la conveniencia de introducir
una medida de la distancia de G(C) a este punto critico, por lo que se define grado de
estabilidad del sistema realimentado por

e El margen de ganancia G, = 20log;, %, siendo A el médulo correspondiente a la
fase de —180 grados;

e El margen de fase ®,,, que es 180 + ¢, siendo ¥ la fase del punto correspondiente al
modulo unidad. Es decir, el margen de fase es lo que aun falta para llegar a —180
grados.

ImH (jw)

ReH (jw)

Figura 7.8: Grado de estabilidad

En la figura 7.8 se representan G,, y ®,,. Nétese que el margen de ganancia indica cuanto
puede aumentar la ganancia para que no se llegue al punto —1 si la fase no cambia y el
margen de fase indica cuianto puede aumentar la fase para llegar al mismo punto si no
cambia la ganancia.

La estabilidad en bucle cerrado para sistemas estables y de fase minima en bucle abierto
equivale entonces a una de las condiciones siguientes:
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e Para el vector G(s) correspondiente a un médulo unidad la fase debe ser superior a
-180 grados.

e Para una fase de -180 grados el médulo del vector de la funcién de transferencia en
bucle abierto debe ser inferior a la unidad.

La estabilidad queda asegurada cuando estos dos valores son positivos.

De este modo, los margenes de fase y de ganancia establecen las posibles variaciones
de la funcién de transferencia G(s) debidas a perturbaciones eventuales que no afecten a
la estabilidad del sistema. En la practica se considera que un margen de fase de 50 grados
y un margen de ganancia de 10 dB son satisfactorios. Un margen de fase por debajo de
los 30 grados no suele ser aceptable.

Estos margenes se pueden obtener facilmente del diagrama de Bode de G, segin se
muestra en 7.9. Se tiene por tanto otra utilidad de este tipo de diagramas frecuenciales,
como es obtener la estabilidad del sistema en bucle cerrado a partir de la representacién
del bucle abierto.

Gm=-4.437 dB, (W= 1.414) Pm=-13 deg. (W=1.802)
50 : S : _

Gain dB
o
T
1

50— ‘ L ‘ —
10 10 10

Frequency (rad/sec)

|
©
o

T

1

=180 .

Phase deg

=270 b

-360— ‘ e ‘ —
10 10 10

Frequency (rad/sec)

Figura 7.9: Margenes de fase y de ganancia de un sistema inestable en bucle cerrado.
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7.4 Criterios relativos a la descripcién interna

Como se ha visto anteriormente, los sistemas lineales invariantes en el tiempo pueden
representarse mediante una descripcién interna de la forma

t = Ax+ Bu
y = Cz (7.9)

siendo x el vector de estados y A, B y C matrices con las dimensiones apropiadas. Al
ser estatica la relacién entre estado y salida, la estabilidad del sistema viene dada por la
funcion de transicion de estados.

A continuacién se verd cuél es la funcién de transicién de un sistema descrito por (7.9).

Para ello se aplica transformada de Laplace en la ecuacién de transicién, obteniendo

sX(s) —xz(0) = AX(s) + BU(s)

de donde se puede despejar X(s),

(sI — A)X(s) = x(0) + BU(s)

Llamando ¢(s) = (sI — A)~! se tiene,

X(s) = ¢(s)x(0) + ¢(s) BU(s) (7.10)
cuya antitransformada de Laplace es

x(t) = ¢(t)z(0) + /Ot o(t — 7)Bu(r)dr (7.11)

en donde ¢(t) = L71[¢(s)] es una funcién que recibe el nombre de funcion de transicion.
Se puede observar que el primer sumando del segundo término de la ecuacién anterior
corresponde a la respuesta libre del sistema (evolucién a partir del estado inicial sin ninguna
accién externa) y el segundo sumando es la respuesta forzada debida a la entrada wu.

La expresion (7.11) representa la transicién entre los estados z(0) y z(t) como conse-
cuencia de la aplicacién de una senal de entrada u en el intervalo (0,t). Puede comprobarse
facilmente que dicha expresién cumple las propiedades de causalidad, consistencia y com-
posicion exigidas a la funcion de transicién entre estados. Obsérvese que la funcién de
lectura viene dada por la segunda de las expresiones (7.9).

Al pasar de la descripcién externa a la interna lo que se hace es factorizar la funcién
que representa la descripcion externa en las funciones de lectura y de transicién entre
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estados. Partiendo de condiciones iniciales nulas, la relacién entre entrada y salida viene
dada por:

Y(s) =CX(s) =Co¢(s)BU(s)
y por tanto la funcién de transferencia es
Y(s)
Ul(s)

Esto se puede interpretar con el diagrama de la figura 7.4.

G(s) =

=C¢(s)B

B o(s) C

La transformada de Laplace de la matriz de transicion es

ols) = (s — Ayt = 2T = 4)

det(sI — A)
y por tanto el denominador de G(s) viene dado por det(sI — A), que es la ecuacién
caracteristica del sistema. Por consiguiente el criterio de estabilidad equivale a que las
raices de la ecuacién caracteristica se encuentren en el semiplano izquierdo. Nétese que
estas raices son por definicién los autovalores de la matriz A, por lo que el criterio de
estabilidad para sistemas dados por su descripcién interna puede enunciarse como:

Teorema:
Un sistema lineal y estacionario, descrito mediante una representacién interna de la
forma (7.9) es estable si y sélo si, todos los autovalores de A estan situados en el semiplano

izquierdo abierto del plano s.

Ejemplo: La estabilidad del sistema

:El 0 1 0 T 0
j?g = 0 0 1 ) + 0 u
T3 -6 —8 —6 3 1
T
y = [6 0 0} 29
T3

viene dada por la ecuacién caracteristica
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es decir, por las raices de:
34652 +85+6=0

que son s = —4.52 y s = —0.7374 + 0.8844; y al tener todas parte real negativa se deduce
que el sistema es estable.
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