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Linealizaciéon

@ El procedimiento de linealizacion consiste en describir el comportamiento de un
sistema no lineal en torno a un punto de equilibrio (PE) concreto, mediante un
sistema lineal especifico.

@ Es sélo una aproximacion del sistema original en el PE: si el sistema se aleja
mucho de este punto de equilibrio el error de aproximacion serd alto.

@ Es un procedimiento muy util para tratar muchos problemas concretos, a los que
se pueden aplicar métodos de andlisis y sintesis disponibles para sistemas
lineales.

@ Dado un PE (¥, &, y), se plantea el sistema en variables incrementales, es decir
en incrementos con respeto al PE

x(t) = x+&()
u(t) = u+du(l)
Y0 = y+oy()
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Linealizacion
@ Dado un sistema no lineal:
(1) = fx(0),u()
yo) = gx(t),u(r))
por una entrada constante u(t) = i, en el equilibrio tendremos

0 = f(x,n)
y = gxu)
@ El objetivo de la linealizacién es encontrar un sistema lineal:

ox(t) = Adx(t) + Bou(r)

dy(r) = Cox(t) + Déu(r)
tal que
x(t) = x+&()
u(t) = u+du(r)
y(6) = y+oy()
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Tanque

Problema de la regulacion del nivel de fluido en un tanque.

) _ a0 K

dt A A

h: nivel de fluido
q: caudal en entrada
A: seccion del tanque
K: coeficiente de perdidas
@ g: aceleracion de gravedad
Tomando x = h'y u = g podemos escribir la ecuacién de estado:
u K

k== -2 /e
A ave

Para encontrar el punto de equilibrio se asume que no haya variacion
de nivel (x):
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Tanque

Para encontrar el punto de equilibrio se asume que no haya variacion de nivel:
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Serie de Taylor
@ El desarrollo en serie de Taylor permite aproximar una funcién en un punto
como suma de una serie de potencias.
@ Para una funcién monovariable F(x), la serie de Taylor en un punto x = a serd

dF (x)
dx

1 d’F(x)
(x—a)+ 2 dx

X=a x=a

F(x) ~ F(a) + (x —a)’> + ...

@ En el caso de la linealizacién de un sistema paramos el desarrollo en los
términos de orden 1 (y por esa razén, cuanto mas nos alejemos del PE mayor
serd el error de aproximacién que cometemos).

@ Para funciones multivariables F(x;,x,), la serie de Taylor de orden 1 en un
punto x; = ay x, = b serd

OF (x1,x7)
8x1

OF (x1,x7)

F(x1,x) ~ F(a,b)+ 0x>

(xl —a)+ ()Cz—b)

xi1=a,x;=b

xi1=a,x;=b
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Como linealizar
@ Consideramos ahora la transformacién de estados de nuestro sistema no lineal
(1) =f(x(@),u(r)) = x(t) = f(x(2), u(r)) = O
@ Definimos F(x, x, u) como

F(x,x,u) = (1) = f(x(1), u(r)) = 0

@ Calculamos la serie de Taylor de orden 1 de F(x,x, u) en el punto de equilibrio
(0,x,u)

F(x,x,u) =~ F(0,%,n)
OF (x, x,
N (x x u)
Ox (0,%,7)
OF (X, x,u)
+ Ox
oF .7 )
N (%, x,u)
u (0,%,)
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Como linealizar

@ Recordemos la definicion de las variables incrementales

x(t)=x+6x(t), y u(r)=1u+ou(t)
@ Vamos a analizar los terminos de la aproximacion de
F(%,x,u) = x(1) — f(x(1), u(1))
(recordemos que en el equilibrio f(X, #) = 0)

F(0,%,7) = 0 — f(%,i) = 0

OF (x,x,u) (= 0) = &
% (0,51
OF (¥, x, u) com = Tew| o
Ox (0,%,7) ox
8F(.5€, X, ) (u— ﬁ) _ Of (x, u) Su
Ou (0,%,&) Ou (%,i)
@ Finalmente (recordemos que F(x, x,u) = x(t) — f(x(¢), u(r)) = 0)
sl A0 w0
Ox (x,i1) Ou (x,1)
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Sistema linealizado

@ Haciendo el mismo razonamiento para la transformada de salida y(r) = g(x, u),
llegamos al sistema linealizado:

N/ (CN) Of (x,u)
ox(t) = o |am ox(t) + ou | ou(r)
_ Oglxu) dg(x, u)
oy(t) = o ox(t) + o e ou(r)
@ De estas tultimas ecuaciones se concluye que:
ox(r) = Adx(t) + Bou(r)
dy(r) = Cox(t) + Déu(r)
donde
0 R 07| R 07| Y L E XY
ox o ou | za ox  za ou | zm
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Ejemplo: 2 Tanques

Consideramos dos tanques de secciones A; y A; dispuestos verticalmente. Entrada al sistema: caudal que
alimenta el tanque 1, Q(¢). Salida del sistema: caudal de salida Qy (7).

Q®

@ Modelo del tanque 1:

dV;t(t) = 0(t) = 0u(r), Vi(t) =AH (1) HI®
0a(t) = Kivpi(t) = paa(t), p1(t) = pa+ pgHi(2)

@ Tomando ps () = pa y p = 1 (agua), entonces:

01 (1) = Ki/p1(t) — pa = Ki\/pa + pgH (1) = Ki+/gH: (1)

con lo cual el modelo dindmico del tanque 1 queda:

dH, (1) _ 0() K1 gH, (1)

dt Aq Ay

Qs2(0
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Ejemplo: 2 Tanques

Consideramos dos tanques de secciones A| y A, dispuestos verticalmente. Entrada al sistema: caudal que
alimenta el tanque 1, Q(z). Salida del sistema: caudal de salida Qy (7).

@ Modelo del tanque 2: Q)
dv:
P~ 0,40~ 0al), V) = A2t
0a(r) = KivegHi (1)
00(f) = Ka/gHa(1) o

con lo cual el modelo dindmico del tanque 2 queda:

dH, (f)
dt

- f—;\/ng " — %\/gHz(t)

@ Modelo completo:

dm(@ 0 K
z;t = A A gH (1)
de(t)

- %\/ng 0 — %\/gHz(t)

dt
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Ejemplo: 2 Tanques
@ Sean: x = (x,x2) = (H1,Hz), u = Q,y = Qs». Entonces

U0 K e

)51([) = A A
K0 = S0, u)
B0 = Ve - 2vVem® [Ty = s0).u)
2 2
0 = Kaen(r)
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Ejemplo: 2 Tanques

@ Sean: x = (x,x2) = (H1,Hz), u = Q,y = Qs». Entonces

A = %)7% ()

W) = f(),u()
) = AK—;\/gxl(o—AK—ingz(t) Z ) = gl
yt) = Kan/gna(r)

@ Cual es la expresién del punto de equilibrio del sistema X = (HY, HY), para una entrada constante
u(t)=u=0Q°?
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Ejemplo: 2 Tanques

@ Sean: x = (x,x2) = (H1,Hz), u = Q,y = Qs». Entonces

A = %)7% ()

W) = FG(0),u()
) = f—;\/gxl(z)—f—ingzm Z ) = gl
yt) = Kan/gna(r)

@ Cual es la expresién del punto de equilibrio del sistema X = (HY, HY), para una entrada constante

u(t)=u=0Q°?
P (i
0 = 0 —Ki\/sH ! gk}
0=f(%a) = =
0 = KigH —Ky\/sH; o - K (@)
2 - K2 = K2
885
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Ejemplo: 2 Tanques

@ Sean: x = (x,x2) = (H1,Hz), u = Q,y = Qs». Entonces

OB %)7% gx1 (1)

W) = FG(0),u()
) = f—;\/gxl(z)—f—ingzm Z ) = gl
y(1) = Ky/gx(1)

@ Cual es la expresién del punto de equilibrio del sistema X = (HY, HY), para una entrada constante

u(t)=u=0Q°?
P (i
0 = 0 —Ki\/sH ! gk}
0=f(%a) = =
0 = KigH —Ky\/sH; o - K (@)
2 - K2 = K2
885

@ Lasalida de equilibrioes:  y = 09, = Ka+/gH;
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Ejemplo: 2 Tanques

@ Vamos a calcular el sistema linealizado en el punto de equilibrio ¥ = (H{, H3) y # = Q°, es decir,
calculemos las matrices (A, B, C, D) tal que

5x(t)
ay(t)

Adx(t) + Béu(r)
Céx(t) + Déu(r)

con dx(t) = x(t) — X, 0u(t) = u(t) —uydy(t) =y() — y
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Ejemplo: 2 Tanques

@ Vamos a calcular el sistema linealizado en el punto de equilibrio ¥ = (H{, H3) y # = Q°, es decir,
calculemos las matrices (A, B, C, D) tal que

5x(t)
ay(t)

Adx(t) + Béu(r)
Céx(t) + Déu(r)

con 6x(t) = x(t) — X, du(t) = u(t) —ay dy(t) = y(t) — y

@ Empezamos por la ecuacion diferencial de estado:

A (x1,x2,4) A1 (x1,x0,4)
PR iC R D
O wm 9 (xy 1) 9 (xyx)
o ) o xm)
y
Ot (x1,%9,10)
po Uxu) _ o e
u (%,) A (x1,%2,1)
CEREX)
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Ejemplo: 2 Tanques

@ El sistema no lineal es:

I 0]

A A

0 = f—;\/gxl(r)—f—z\/gxz(z)
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Ejemplo: 2 Tanques

@ El sistema no lineal es:

I 0]

Al Aj
. K NZ%0) K> Ven )
B = . gxl(t)—g gxa(t)
Entonces:
8f1(9:911x2:”) - _K /s
N{ER) Ay A
01 (x1,%2,4) - 0 Ofi (x1,%2,1) — L
RS o @ 41
O (x1,%2,1) - Kk /7 9hLuxmu )
x| (%,1) 24 \/ HY ou (x,7)
Of (x1,x2,u) - _Kk /e
o @) M\
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Ejemplo: 2 Tanques

@ El sistema no lineal es:

Entonces:

con lo cual

Ofi (x1,%2,1)
Of (x1,x9,u)
Ofs (x1,%9,u)

Ofs (x1,%9,u)

X.] (I)

x'z(l)

o @

Oxy

(x,1)

Oxy

(x,1)

Ou @
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K
24

Al A
K
A
_K 8
24, \/ HO
0
K /e
24, \/ HY
K /e
2A2 g
I 0
1
& _K
0 ZAZ

Of (x1,%2,1)

" (x,1)
Ofa (x1,%2,1)
o @
1
Ay
b} B =
0
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Ejemplo: 2 Tanques
@ Laecuacién de salida es y(r) = K»+/gx2(t), entonces:

9g(x1,x0,1)

oxy (%,8) = 0
’ 08(x1,%,1) —
) Ou - =
9g(x1,x2,u) - _K [z (%)
oxy (%,7) 2 HY
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Ejemplo: 2 Tanques

@ Laecuacién de salida es y(r) = K»+/gx2(t), entonces:

9g(x1,%p,1t) - 0
Ox1 (%,8)
b
9g(x1,x2,u) - _K [z
oxy (%,7) 2 HY
con lo cual
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g (x1,xp,u)
Ou

(:10)

. p=o0
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Ejemplo: 2 Tanques

@ La ecuacion de salida es y(f) = K2+/gx2 (), entonces:

98 (x1,x2,1) )
Ol
b
0g(xy,x2,u) = K /&
oxy (%,7) 2 HY

con lo cual

) K [T
8x1 (1) 2\ H7 0

Sxa (1 K [z _K [z
() 24, \/ HY 24,1/ H

08(x1,%,1) _
o @
] . D=0
1
5x1 (t) A
+ du(r)
Ox2(1) 0
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Ejemplo: 2 Tanques

o Sean A; = 0.2m], A, = 0.5[m%], Ky = 0.0032[254], K, = 0.0036[252]. Sea

el caudal de entrada Q° = 0.01[m?/s].

@ Calculamos los niveles de equilibrio:

@ Calculamos la salida de equilibrio:

y = Q% = Ka\/gHS = 0.01[m’ /5]
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Ejemplo: 2 Tanques

o Sean A, = 0.2[m?], A, = 0.5[m?], K, = 0.0032["743], K, = 0.0036["72]. Sea

el caudal de entrada Q° = 0.01[m?/s].

@ Calculamos los niveles de equilibrio:

@ Calculamos la salida de equilibrio:

y= 0%, = Ky\/gH; = 0.01] 3/s

@ Las matrices del sistema linealizado son:

—0.025 0 5
A= 0.01 _0'013:|,B=|:0:|,C:[() 00064},D:0

A. Ferramosca, I. Talijancic Teoria de Sistemas y Control Automdtico Reconquista, 12/04/2018 16/17



