Tema 4: Sistemas dinamicos

lineales en tiempo continuo

m Introduccion

m Transformada de Laplace

m Calculo de antitransformadas

m Descripcion externa de los sistemas dinamicos
m Descripcion interna de los sistemas dinamicos
m Algebra de bloques

m Evolucion temporal y transformada Laplace



Introduccion
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;. Como se puede estudiar el efecto de la
resistencia en el comportamiento del sistema®?
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Transformada de Laplace

m Transformacion de una senal
Sea f(t) a derechas: f(t)=0, para todo t<0

fit)

LU =Fls) = [ f(tedt

Dominio del tiempo

L]

D —

L-F(s)] = f(t) I
| LIf )] =] o= |

Dominio de Laplace




Transformadas de algunas sefiales

Senal f(t) F(s)
Impulso o(t) 1
Escaldn 1 (t>0) ©
Rampa t(t > 0) ~
Parabola t?(t > 0) =
1
Rampa de orden n t"(t > 0) {?4
- . —at
DecreC|.m|en1.:o exponencial e )
Onda sinusoidal senwt e
(s24w?)
Onda cosenoidal coswt ﬁ
. . s . - —ot W
Sinusoide con decrecimiento exponencial e”'senwt | oy TR
Cosenoide con decrecimiento exponencial e~ “coswt sta_
((sta)tw?)
Rampa de orden n con decrecimiento exponencial A ﬁ




Propiedades de la transformada Laplace

m Linealidad
Lla- f(t) +b-g()] =a-LIf()]+b- L[g(t)]

s Transformacion de la derivada

@) t <O
Sea g(1) = { . ,
0 =0

entonces L [g(t)] = sF'(s) — f(0)
s Transformacion de la integral

Sea I(t) = fé’ f(7)dr, entonces £ [I(t)] = &2 + LSC))

S




Propiedades de la transformada Laplace

m Transformada de la seial modulada por una
exponencial

Sea g(t) = e % f(t), entonces L[g(t)] = F(s+ a)

m Transformada de la senal retardada

Sea g(t) = f(t — to), entonces L [¢(t)] = F(s)e
m Teorema del Valor Final

Sea f(t) tal que tlim f(t) < oo
entonces
tlim f(t) = IingsF(s)




Propiedades de la transformada Laplace

m Teorema del Valor Inicial
Sea f(t) tal que llfing f(t) < oo
entonces

lim f(t) = lim sF(s)

t—0 S— 00

m Transformada de la convolucion

Convolucion de dos senales:

g(t) = f1(t) * falt) = /O fu(t —7) fa(r) dr

entonces
G(s) = Fi(s) - Fx(s)




Calculo de antitransformadas

m Objetivo: F'(s) = KZ) f(t) = L7HF(s)]

m Procedimiento: descomposicion en factores simples
F(s) =Fi(s) + Fo(s) +---| | f(®) = f1(©) + fo(8) + -

Q. ——

fi(t) = L7HF(s)]

m Ceros y polos
Ceros: valores que anulan F(s)  F'(s.) = 0 < n(s.) =0

Polos: valores singulares de F(s) F'(sp) = 0o < d(sp,) = 0




Casol: polos reales

= Denominador d(s) = (s+p1)(s+p3)---
m Procedimiento
F(s) =t a5 T | F(®) =are™™t +ase ! 4 -

Q.

£—1[ a; ] — aie—pit

ST Pi
m Calculo de los residuos

a; = [F'(s)(s 4+ pi)]s=—p




Ejemplo

Ejemplo. Sea la transformada de Laplace

luego




Caso 2: polos complejos

m Denominador

Sp = —0 T wj

d(s) = [(s + 0)2 + w2 (s +pa) - -

m Procedimiento

— _ stao | Q> |
F(s) = (s+0)>4w? ' s+ps
ais+azx s+ o _l_ag—ala W >
<<s+o)2+w2_al(s+a>2+w2 v (sFo)2Fw?
gl |18 T o2 —I e~otcos(wt) + 22— M7 o—otsen(wt)
(s+o0)2+w2| o

arte “'sen(wt + bo)

f(t) = are 9'sen(wt + br) + are Pt + - ..




Caso 2: polos complejos

m Calculo de los residuos

[0415 + O42]3:—0—|—<,uj — [F(S)((S + 0)2 + w2>]8=—0+¢0j

Igualdad compleja=2 ecuaciones (Parte real y parte imaginaria)

2 incégnitas




Ejemplo

F(s) = (s+1) _ (s+ 1)
s(s24+2s+2)  s((s+1)2+1)
_ a1 (a1s + ao)

P& = D2+ 1
o [ (s +1) } _ 2

T2+ 25+ 2, 2
[ ] C— [st1 1 = —%
Q1S A2)|s=—1+4+5 — [ S }sz—l—l—j i O 0

f(t) =2 — Ze7tcos(t) + 2e'sen(t), ¢>0




Caso 3: polos reales multiples

m Denominador d(s) = (s +p1) (s+p2)---

m Procedimiento

— br | br—l L., . 4 bl | as L ...
Fls) = {(S—Hm)” C (stp)t | 5+P1} stpe
b; 1
L—l J . S tJ_l —p1it
|:(3+p1)‘7] TG - 1)! e
\4




Caso 3: polos reales multiples

m Calculo de los residuos

| 1 d’
= Id j

[(s +p1) F(s)]=_,,

m Justificacion L OICE S 0)
L { d(s) L—_pl

(S-I_pl)rF(S) — br+br—1(8+pl>+. . .+b1(8-|—p1>r_1+a2(8 + pl)

s + p2
az(s +p1)7} 4.

d , ‘
— [(s +p1) ' F(s)] = br—14+2b,—2(s+p1) .. .+(T—1)b1(3+p1)7_2+_ {
e ds s+ po

L+ P F)]ey, = bt




que se clescompone

Se tendra

bg [82+S+2]s=_1 =2
by = [25‘ -+ 1]3:—1 =—1
by = 1
Por tanto
2 1 1
F(s) = _ +

De donde se tiene,




Descripcion externa

m Objetivo: Encontrar una relacion directa
u(r) : 7 € [0,1] - y(1)

Implicitamente dado por el modelo

d™y dy d"u
_— e nly = bp—— bm
dt”+ - 1dt—|—ay Odtm+ o

m Dos formas

Dominio del tiempo: Respuesta impulsional

Dominio de Laplace: Funcion de transferencia




5(t) — sistema——

h(t)
—_—

A N

Respuesta impulsional: es la salida que se produce en un sistema cuando
se aplica en su entrada un impulso unitario




Respuesta impulsional

N
0(t — 1)

u(r)s(t — 1) =

sistema

—<

P ow(n)s(t — 1)dr
Jo oo u(T)8(t — 7) )

[fu(r)8(t —7)dr=u(t)
=0,(7#t)

=)

-
h(t — 1)

uw(T)h(t — 1)

P ow(D)h(t = 7)dr
kf_oo()( )

JL o u(mh(t — T)dr=y(t)

Conocida la respuesta impulsional se puede calcular la salida del
sistema ante cualquier entrada




Sistemas multivariables

Ta

m Entradas: 2
Calor aportado
T, Temperatura ambiente

m Salida: 1
w Q Temperatura del liquido

mCedj;lgt) = Q(t) — KeonvA(T(t) — Tu(t))

Sea Ti(t) la temperatura del liquido al hacer T,(t) = 0.

Ti(t) = [ Q(r)hi(t — T)dr

Siendo h1(t) la respuesta de un impulso en Q(t) con T,(t) = 0.




Sistemas multivariables

Sea T»(t) la temperatura del liquido al hacer Q(t) =0

To(t) = [ Tu(m)ho(t — 7)dr

Siendo ho(t) la respuesta de un impulso en T,(t) con Q(t) = O.

Principio de Superposicion

T(t) = Ti(t) + T2(1)

T(#) = ['_Q()hi(t —m)dr + [*_Tu(r)ho(t — T)dr




Sistemas multivariables

ul(t)
uQ(t)

up(t)

Sistema
M entradas N salidas

Sea h;;(t) la respuesta de la salida y;(t)
ante un impulso en u;(t) (con el resto de entradas nulas)

y1(t)

" yo(t)

yn (1)

M
yi(t) = Z/ uj(7j)hij(¢ — 75)drj, i=1,---,N
j=17 7




Funcion de transferencia

m Dominio del tiempo
Si  u(t)=0 para t<0, entonces y(t)=0 para t<0
Condiciones iniciales nulas (Respuesta forzada)

y(t) = [Su(r)h(t — 7)dr = h(t) * u(t)

m Dominio de Laplace
Y(s) = H(s)U(s)
Funcion de transferencia

H(s) = LIh(1)] = 3




Ejemplo

d2y dy
py ~ L 1—-|—a2y = bu
= (dy|
. r ;ﬂ — sY(s) — y(0)
aplace .
P c %ﬂ — 52 (s) — 5y(0) — §(0)

s?Y (s) —sy(0) —9(0)+a1sY (s) —a1y(0) +axY (s) = bU(s)

b sy(0) +y(0) 4+ a1y(0
sctaistax Tais+ax
Respuesta forzada Respuesta libre

Cond. Inic. nulas = Y (s) = (82+af8+a2> U(s) = H(s)U(s)




Sistemas multivariables

Ta

mC’ede—gt) —_— Q — KconvA(T(t) T Ta(t))

Condiciones iniciales nulas: T'(0) = 0.

w (MmCus + KeonnA)T () = Q(8) + KeonvATy(s)

1 KeonvA

T(S> - mCes + Kcom;AQ(S) i mCes + KconvATa<S)
o=
: 5)1T,=0
T(s) = H1(s)Q(s) + H2(s)Tu(s) < _
. H>(s) = % -




Sistemas multivariables

u(t) —— y1(t)
uz(t) — Sistema [ v2(t)

up(t) —— —— yn (1)

M entradas N salidas

Sea H;i(s) = -(%i—)) (con el resto de entradas nulas)

M
Y;(S):ZHZJ(S)U](S)a 1= 177N
j=1

Relacion con la respuesta impulsional: L[h;;(t)] = H;;(s)




Sistemas multivariables

' Ui(e) 1 w@ — — 1 () | Yi(s) |
Uls) = 25 w2(t) | sistema [ . ¥2(®) Y(s) = YQ:(S)
| Uni(s) | unt(t) ——s - | Yn(s) |
M entradas N salidas
[ Hii1(s) -+ Hiu(s) |
H(s) = : . :
| Hni(s) -+ Hyum(s)

Y(s) = H(s)U(s) I




Relacion de H(s) y la respuesta impulsional

LIW®)] = H(s) = 52

Los polos de H(s) determinan la forma de h(t)

1 Criticamente estable
im(s) (inestable)

ESTABLE __ ‘

i INESTABLE




Descripcion interna

m Estado: =z(t) =

()

CUQ(t)

a:n(t) |

, n = orden del sistema

Conocido z(t) puedo conocer z(r), para 7 >t

Toda senal del sistema es funcion del estado
y/0 de la entrada

m Descripcion interna

Ecuacion
u(t) transicion

> x(t)

Ecuacion
lectura > y(t)




Descripcion interna

m Descripcion interna

Ec. Transicion: 20— ¢(z(¢),u(t))

dt
g(z (1), u(t))

Ec. Lectura: y(t)

m Sistemas lineales

Ec. Transicion: %W

dt

Ax(t) + Bu(t)

Ec. Lectura: y(t) = Cxz(t) + Du(t)

A c ]Ran) B c Ran) C c ]RNan D e RNX]\/[




Ejemplo

m Circuito eléctrico:

R R,
,o— NN\, NV AN
! - . A
' \\ P R \\ P B '
: A . \I C - V: . ‘I . C\ V lI
‘\ € 11 ! 1 1 12 / 2 S "
QO < -7 ~ -7 O 4
v, =LR +V,
dav.
i —i,=C,—
dt
Vv, =LR, +V,
3 dv,
i, =C,
dt




Ejemplo

m Circuito eléctrico: entrada ve y salida vs

m Descripcion interna (una de las miiltiples)

1(Caf N dvs
dt > dt
dv
v.=RC,—+v
i 252 dt s

m Variables de estado (las que estan derivadas respecto t)




Ejemplo

v, =RCv.+RC,v_+ vl}

_ x = Ax + Bu
v, =R C,v +v, y=Cx
Se despejan dv,/dt y dv./dt en funcion de v, v, y v, X, =V,
. I 1 1 1 X2 = Vs
v, =(— - W, + v+ v,
RZ Cl Rl Cl RZ Cl Rl Cl
>
s = 1 Vi~ 1 Vs y = vs
R2C2 R2C2 J
u=y




vs — s O . C
R2C2 R2C2 y = LX
s
x1 = vl
Vi
vV, = (O l{vsj x2 — VS
J y = vs
u=yv

Tipicamente D=0
(sistemas estrictamente propios: n>m)




Relacion D. Interna y D. Externa

2(t) = Az(t) + Bu(t)
ﬂ Llz(®)] = X(5) L[u(®)] =U(s)

Condiciones iniciales nulas: z(0) =0
Llz(t)] = s X (s)

sX(s) = AX(s) + BU(s) BB X(s) = (sI — A)~1BU(s)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

cll

Y(s) =CX(s)+DU(s) = (C(sI —A) 1B+ D)U(s)

H(s)=C(sI —A)"'B+ D




Algebra de Bloques

m Objetivo:

Representar los sistemas como subsistemas interconectados
Cada subsistema se representa por un bloque funcional
Las senales se representan mediante arcos
Interconexiones son uniones de bloques mediante arcos

m Elementos:
Sistema lineal

entrada salida
7 G(s) ,
U(s) Y(s)




Algebra de bloques

m Bifurcacion

U(s) U(s)
I U(s)

Y1(s) Y1(s) +Y2(s)

+
+
Y2(s)

m Suma de senales

m Conexion en serie

U Z Y U Y
Gl(s) Gg(s) — Gl(s) 'Gg(s)




Algebra de Bloques

m Conexion en paralelo

U Y, =+ Y U Y
G R =—> — GGy [

h 4

k

G,(s)

m Realimentacion

Y > -
GI(S) > % _U- G, Y .

14G,(5) -G,()

Gy(s)




Algebra de Bloques

m Operaciones de blogues

u -
L> G(s) o —Y>—> N —* G(s) —*
+
Z

1/G(s)

|

U Y U +
S e e kS —
7 +




Algebra de Bloques

m Operaciones de bloques

U Y U )
— G(s) - — Gis
Z QZ— G(s
U Y U Y
—1—* 65 [—* - » Gs) >
U ' U
| U, " 1GEs)




Ejemplo

Yy + a1y + a2y = bu

Yy = bu — a1y — azy
U(s) s?Y (s) 1 sY (s) 1 Y (s)
b %@E oY sTT s '

air

Solo se usan integradores y ganancias






