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1. FUNCIONES LOGICAS

1.1. Funcion Légica:

Dadas n variables légicas (X1, X,, ...., X,) cuyos valores pueden tomar 0 0 1, es posible definir una funcién
I6gica f(Xy, Xo, ...., Xn) que tomard un valor 0 0 1 segun los valores que tomen cada una de las variables y
las operaciones que se realicen.

1.2. Tablas de la Verdad:

Dado que una variable légica solo puede tomar dos valores (0 y 1), las funciones Idgicas también estan
acotadas a estos valores. Es posible representar a una funcion I6gica por medio de lo que se denomina
tabla de verdad. Una tabla de verdad contiene todas las combinaciones posibles de las variables logicas, y
el valor que la funcion toma para cada caso. Por lo tanto la tabla contiene toda la informacion relativa a la
funcién Idgica.

Por ejemplo, la tabla de verdad de una funcién logica de dos variables Y=f(A,B) se representa de la
siguiente manera:

ENTRADAS | SALIDA
A B Y
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

2. COMPUERTAS LOGICAS

Las compuertas logicas son circuitos electronicos que operan con niveles definidos de tensién,
materializando las funciones ldgicas. Estos circuitos se construyen en diferentes tecnologias, utilizando
resistencias eléctricas, diodos y transistores. También es posible materializar a las funciones légicas
mediante contactos de relés (I6gica de contactos).

2.1. Compuerta l6gica OR:

La compuerta OR define la operacion suma légica, la que se representa por el signo +. Por ejemplo, la
funcién suma légica de dos variables se escribe:

Y=A+B

En esta compuerta, la salida siempre serd un 1 si cualquier variable de entrada tiene el valor 1. La tabla de
verdad de la compuerta OR es entonces:

i =ll=] P
R|O|r|O|w
Rk |Oo]<

El simbolo para representar a una compuerta OR de dos entradas es:

D

Y el simil de una compuerta OR representandola por légica de contactos es;

/
/
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La lampara se encendera si al menos un interruptor (o ambos a la vez) se encuentra cerrado (es decir, en
1).

2.2. Compuerta AND:

Esta compuerta define la operacion producto légico, y se representa por un punto (a veces directamente se
omite el punto). Por ejemplo, la funcién producto légico entre dos variables se puede representar con
cualquiera de las siguientes formas:

Y=A.B

Y=AB

En la compuerta AND, la salida sera 1 sélo si todas sus entradas se encuentran en 1. La tabla de verdad
de esta compuerta es:

ld=l=] P
N =1=Y=] [v:]
Rlo|o|o]<

El simbolo para representar a una compuerta AND de dos entradas es:

Y el simil de una compuerta AND representandola por l6gica de contactos es:

— o

La lampara se encendera solo si los dos interruptores (ambos a la vez) se encuentren cerrados (es decir,
en1).

2.3. Compuerta légica NOT:

La compuerta NOT define la negacidon o inversion. A diferencia de las compuertas anteriores que pueden
tener dos 0 mas entradas, la compuerta NOT s6lo posee una entrada. Si la entrada se encuentra en 1
entonces la salida sera 0, y viceversa.

La operacion NOT se representa mediante una raya horizontal sobre la variable, aunque también se puede
representar mediante una comilla simple (este Gltimo muy poco utilizado). Es decir:

Y=A
Y =A'

La tabla de verdad de esta compuerta es:

A Y
0 1
1 0

El simbolo que representa a una compuerta NOT es:
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2.4, Compuerta légica NOR;:
La compuerta NOR es una combinacién de una compuerta OR seguida por una NOT. Define la funcién:

Y=A+B

Su tabla de verdad correspondiente es:

il =ll=] P4
I =lld=] v
o|o|or]<

El simbolo que representa a una compuerta NOR es:

D

2.5. Compuerta l6gica NAND:
Esta compuerta es una combinacion de una compuerta AND seguida de una NOT. La funcién que define
es:

Y=AB

La tabla de verdad de esta funcion es:

i=l=] P
ROl |o]lw
[« B

El simbolo que representa a una compuerta NAND es:

2.6. Compuerta l6gica OR Exclusiva:
Esta compuerta define la siguiente funcién légica:

Y=AB+AB

Su tabla de verdad es:

I l=l=] P4
S =llat=] [o]
ok |k|lo]|<

Es decir, para el caso de una OR Exclusiva de dos variables de entrada, la salida sera 1 sélo si una sola
de sus entradas estd en 1. En forma mas general, si la compuerta tiene mas de dos variables de entrada,
la salida sera 1 sé6lo si un nimero impar de sus entradas estan en 1.

El simbolo correspondiente a la compuerta OR Exclusiva es:

-
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2.7. Compuerta l6gica NOR Exclusiva:
Es una OR Exclusiva seguida de una NOT. La funcidn légica que define es la siguiente:

Y=AB+AB

Y la tabla de verdad es:

i ldl==] P
S =l=] [
oo

Es decir, la salida sera 1 sélo si un nidmero par de sus entradas estan en 1. El simbolo de la NOR
Exclusiva es:

-

3. ALGEBRA DE BOOLE

El Algebra de Boole es una herramienta matematica compuesta por una serie de teoremas que son Uutiles
para simplificar expresiones de variables logicas.

Para el caso de variables logicas binarias, el Algebra de Boole hace uso de tres operaciones
fundamentales:

e Lasuma légica (OR) Y=A+B

e El producto légico (AND) Y=AB

e Lanegacién (NOT) Y=A

3.1. Postulados y propiedades del Algebra de Boole:
A+0=A Al=A
A+1=1 A.0=0
A+A=A AA=A
A+A=1 AA=0
A=A

Estos nueve teoremas se refieren a una sola variable. Observar que, salvo en el Ultimo caso, hay una
relacion entre los teoremas de la columna de la izquierda con los de la columna de la derecha. Dada una
ecuacion en una columna, la ecuacidon correspondiente en la otra columna se puede escribir
intercambiando O por 1, e intercambiando (+) por (.). Los teoremas relacionados entre si por este doble
intercambio se denominan duales.

e Leyes de conmutacion
A+B=B+A
AB=B.A

e Leyes de asociacion
A+(B+C)=(A+B)+C=A+B+C

A.(B.C)=(A.B).C=A.B.C

e Leyes de distribucion
A.B+C)=AB+A.C

A+(B.C)=(A+B).(A+C)

e Leyes de Morgan
A+B=AB
AB=A+B
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e Otras leyes
A+(A.B)=A

A(A+B)=A

Ejemplo: reducir la siguiente funcion Y = A.C+B.C +A.C+AB

Primero saco factor comdn C en el primer y tercer término:
Y=C.(A+A)+B.C+AB=C.1+B.C+AB=C+B.C+AB

Haciendo lo mismo con el prlmer y segundo término:

Y = C(1+B)+AB C.1+AB=C+AB

Negando dos veces el Ultimo término y distribuyendo la primer negacion (ley de Morgan):

Y=C+AB=C+A+B

Entonces mientras que para sintetizar (construir) la funcién original se requerian cuatro compuertas AND
de dos entradas y una OR de cuatro entradas, la implementacion de la funcién una vez reducida requiere
s6lo de dos compuertas: una NOR de dos entradas y una OR de dos entradas (suponiendo en ambos
casos que se dispone de las variables y sus complementos, ya que de lo contrario se deberian agregar dos
compuertas NOT en cada caso).

4. Universalidad de las compuertas NOR y NAND
Las funciones légicas en general se expresan combinando las operaciones basicas OR, AND, y NOT,
aplicadas a las variables légicas. Sin embargo es posible prescindir de la operacién OR o de la operacion
AND y expresar una funcién légica en términos de:

e Lanegaciony la suma logica (NOT y OR).

e Lanegaciony el producto l6gico (NOT y AND).
Esto es posible aprovechando las transformaciones producidas por la aplicacion de las Leyes de Morgan
gue, recordando, para el caso de dos variables toman la forma:
A+B=AB

AB=A+B

De esta manera es posible reemplazar las sumas l6gicas por productos légicos, y analogamente productos
I6gicos por sumas logicas.

Ejemplo: realizar la suma logica de dos variables utilizando las operaciones de producto logico y de
negacion.
Y=A+B

Realizo una doble negacion, con lo cual la funcién no cambia Y = A+B

Ahora distribuyo la primer negacion (Ley de Morgan) Y = AB

Ejemplo: realizar el producto logico de dos variables utilizando las operaciones de suma ldgica y negacion.
Y=AB

Realizo una doble negacion, la funcién no se altera Y = A.B

Por ultimo distribuyo la primer negacion (Ley de Morgan) Y = A+B

Dado que las compuertas NOR y NAND ya involucran los operadores OR y NOT (para la NOR) y AND y
NOT (para la NAND), es posible entonces realizar las operaciones béasicas OR, AND y NOT utilizando
solamente compuertas NAND o compuertas NOR. Mas auln, cualquier circuito combinacional se puede
implementar utilizando solamente compuertas NAND o NOR.
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4.1. Operaciones basicas con la compuerta NOR:
A la izquierda se representan las compuertas estandar, y a la derecha su equivalente utilizando
compuertas NOR.
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A+B=A+B
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>
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+
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4.2. Operaciones béasicas con la compuerta NAND:
A la izquierda se representan las compuertas estdndar, y a la derecha su equivalente utilizando

compuertas NAND.
A o— AB Ao—— AB=AB
Bo——m Bo—

AB
B —
w

Ejemplo: Implementar la funcion légica Y = (A +B).(C + D) con compuertas NOR de dos entradas.

A
o

° >

Primero realizo una doble negacién, la funciéon no cambia Y = (A +B).(C+D)

Ahora distribuyo la primer negacion Y = (A +B)+(C +D)

(A+B).(C+D)
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Ejemplo: Implementar la misma funcién légica anterior, pero con compuertas NAND de dos entradas.

Primero realizo una doble negacidn, la funcién no cambia Y = (A +B).(C+D)

Ahora distribuyo la primer negacion Y = (A +B)+(C +D) = (A.B) + (CD)

Distribuyo ahora la segunda negacién Y = (A.B).(CD) = (A.B).(CD)

L:DOLL
;: Dji e e
E_:Dog_rjo{

En los ejemplos anteriores se puede observar que una de las alternativas (NAND o NOR) requiere menor
cantidad de compuertas. En algunos casos el circuito mas reducido resultara con compuertas NAND, y en
otros casos con compuertas NOR. En la practica se trata de implementar un circuito con la menor cantidad
de compuertas posibles, por dos razones importantes:

1. Econdmica, por requerir la menor cantidad de circuitos integrados, lo que redunda en una placa
para contenerlos mas sencilla.
2. Menor tiempo de propagacion de las sefiales eléctricas logicas sobre el circuito.

5. Sintesis de Funciones Logicas

La escritura explicita o algebraica de una funcion logica resulta, en general, de mucha utilidad para realizar
la sintesis de un sistema. Pero como generalmente los datos del problema se obtienen en forma de tabla
de verdad, se hace necesario transformar la informacién contenida en la tabla de verdad por una expresion
algebraica. Para la bisqueda de esta funcién légica se recurre normalmente al método Shanon. Este
método permite encontrar la funcidon légica mediante dos variantes: método de la suma de productos, y
método del producto de sumas.

Consideremos el siguiente ejemplo: se tienen tres sensores que detectan la presencia de llama en el
interior de una caldera. Asociemos a cada sensor una variable l6gica S, que valdra 1 si detecta llama, y 0
si no la detecta. Definamos también una variable de salida Y que actuara sobre la electrovalvula de
inyeccion de los quemadores de la caldera, cerrandola (0) si por lo menos dos de los sensores detectan
falta de llama.

Para este caso Y es una funcion Idgica de tres variables S;, S, y S; que valdra 0 o 1 de acuerdo a la
siguiente tabla de verdad:

=

Rk~ |o|lo|o|o|n
SIS SIS
S SIEISIEI SIS
RlR|k|lo|r|lolo|o|<
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5.1. Desarrollo por suma de productos

Observando la tabla de verdad, la funcién Y tomara valor 1 en los casos en que:
Sl =0 Sz =1 Sg =1

Sl =1 Sz =0 Sg =1

Sl =1 Sz =1 Sg =0

S]_ =1 Sz =1 S3 =1

Por lo tanto, la funcion légica la podemos escribir de la siguiente manera:
Y=8§,S5,S,+S,.5,.S,+S,.S5,5,+S,.5,.S,

Es decir, la funcion légica se obtiene observando en la tabla de verdad las filas que hacen 1 la salida. En
cada una de estas filas se hace el producto légico de las variables, y luego se hace la suma I6gica de estos
productos. Si la variable de entrada en cuestién toma un valor 0, se la debe negar; si por el contrario toma
el valor 1 se la deja sin negar.

5.2. Desarrollo por producto de sumas

La funcién l6gica también puede obtenerse por producto de sumas, que es el caso dual al anterior. Primero
se identifica en la tabla de verdad las filas que hacen 0 a la salida, y se hace la suma légica de cada fila,
teniendo en cuenta que si la variable vale 0 dicha variable no se niega, y si vale 1 se niega. Por dltimo se
hace el producto de cada término anterior.

Es decir, para el ejemplo, la salida Y valdra 0 en los siguientes casos:

Sl=0 82=O ngo

Sl=0 82=O ngl

Sl=0 Szzl ngo

S]_:l SZZO S3:O

Por lo que la funcién logica toma la forma:
Y=(S,+S,+S,).(8,+S, +5, (S, +8, +S,).(S, +S, + S,

Ambas funciones anteriores, aunque distintas, son equivalentes y representan la misma funcién légica.

5.3. Simplificacién de funciones

Las funciones ldgicas anteriores poseen términos redundantes, por lo que es posible simplificarlas, con lo
gue el circuito final resultante tendra la menor cantidad posible de compuertas.

Para la simplificacién de funciones disponemos en general de dos métodos: las propiedades del Algebra
de Boole, y las tablas de Karnaught-Veitch.

Por ejemplo, por Algebra de Boole, consideremos las siguientes propiedades:

A+A+A=A

AB+AB=A(B+B)=A

Con estas propiedades, simplifiguemos la funcion obtenida por suma de productos:
Y=S,S,5,+S,5,.5,+S,.5,5, +S,.S,.S,

Si agrego términos redundantes, la funcion no se altera:
Y=S,8,.5,+S,5,.5,+S,.5,5,+S,.5,.5,+S,.5,.5, +S,.S,.S,
Luego:

S,.S,.5,+S,.8,.5, =S,.S,

S,.S,.5,+S,.5,.S,=S,.S,

S,.S,8,+S,.5,.5,=5S,.S,

Con lo que la funcién simplificada queda:
Y=S5,5,+S,.5,+S,.S5,

5.4. Simplificacién por mapas de Karnaught-Veitch

El mapa de Karnaught es un método gréafico que permite simplificar funciones de hasta seis variables. Para
mayor cantidad de variables existen otros métodos (Quine-Mc Cluskey, Mc Boole) que sélo resultan utiles
si se resuelven por procesos computacionales dado la complejidad de estos métodos.

Un mapa de Karnaght es un cuadrilatero que posee tantas celdas como filas tenga la tabla de verdad. Por
ejemplo, para 4 variables (digamos DCBA), una tabla de verdad posee 16 filas, por lo que el mapa de
Karnaught toma la siguiente forma:
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BA
pc\ 00 01 11 10
00
01
1
10

Cada una de las celdas se corresponde con una fila de la tabla de verdad, y contiene el valor de la funcién
(0 0 1) para esa combinacion de las variables. Es importante notar que las celdas son adyacentes, esto
significa que al pasar de una celda a otra en sentido horizontal o vertical (no diagonal), sélo puede cambiar
de 0 a 1 (o viceversa) una sola de las variables de entrada a la vez. También es importante notar que,
aunque el mapa se dibuja como un rectangulo, en realidad se la debe imaginar como una esfera; esto
significa que el borde izquierdo de la tabla esta unido al borde derecho (son adyacentes), asi como el
borde superior esté unido al borde inferior (adyacentes también).

Para simplificar una funcién légica, se debe comenzar por agrupar con lazos en el mapa de Karnaught las
celdas cuyos valores hacen 1 a la salida. Esta agrupacion no puede realizarse de cualquier forma, sino que
hay reglas para ello:
e Cada lazo debe contener la mayor cantidad de 1 posibles, para lograr la mayor simplificacion de la
funcién Iogica.
e Puede haber lazos superpuestos, es decir una celda puede pertenecer a dos 0 mas lazos.
e No se pueden formar lazos entre parejas de 1 situados en diagonal.
e Deben agruparse con lazos todos los 1, tratando de hacerlo con la menor cantidad de lazos
posibles.
e Cada lazo debe agrupar 2" celdas, con n=0, 1, 2, etc. Por ejemplo, no se pueden agrupar 7 celdas.
A modo de ejemplo, algunos agrupamientos pueden ser:

BA BA BA
00 00 00
01 01 0 [ ]
1 11 »
10 10 10

¢ Finalmente, se obtiene la funcién légica por inspeccion de los lazos involucrados. La funcion
tomara la forma de suma de productos:
o0 La funcién tendrd tantos términos de sumas como lazos haya en el mapa.
0 Los productos de cada término quedan definidos por las variables involucradas en cada
lazo. S6lo se deben tener en cuenta las variables que no cambien su valor (de 0 a 1 o
viceversa) dentro del lazo, y en funcién de si permanecen en 0 o en 1 se las debe negar o
no.

Veamos un ejemplo para mayor claridad. Dada la tabla de verdad, obtenemos el correspondiente mapa de
Karnaught:
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DCBA | Y
00000
0001 [0
0010 | 11 BA
0011 | 1- DO\, 00 01\ 11\ 10
01000 <1
EGERE ool oo 1] 1
8]]? 8 oihNO [ 0] O0]oO
1000 | ~
1001 11 n 1l ofo
10100 W
10110 10*1 | 1 \R 0
1100 | 1/ 2
1101 1-\\§____________’///
11100
11110

Paso siguiente, tratamos de enlazar la mayor cantidad de 1 con la menor cantidad de lazos, siempre
respetando las reglas anteriores. Vemos que en este caso podemos hacer dos lazos:

BA

pDc\. 00 01 /—Lazo 1

00 0] O 1 1

o1 0 0] 0] O

1| 1 1 0] 0

Lazo 2

Por lo tanto, la funcion l6gica resultante estara compuesta por dos términos de suma légica:
Y =Lazo1l+Lazo 2

Analicemos el lazo 1, veamos que ocurre con las variables DCBA. Las variables DC permanecen en 0 en
todo el lazo (no cambian de valor), por lo tanto estas variables quedan en la funcién légica. Ademas, como
toman el valor 0, deben ir negadas. En cuanto a las variables BA, vemos que la Unica que mantiene su
valor es B (ya que A vale 1 en la celda de la izquierda, y 0 en la celda de la derecha). Por lo tanto, la Gnica
variable que no cambia y que por lo tanto tengo que considerar es B, y ademas, como vale 1, no va
negada. Entonces el término correspondiente al lazo 1 es:

Lazo1=D.C.B

Veamos ahora el lazo 2. En cuanto a las variables DC, s6lo D permanece constante y en valor 1, por lo que
se la debe tener en cuenta y ademas no va negada. En cuanto a las variables BA, la Gnica que permanece
constante en el lazo es B y con valor O, por lo que esta es la variable que debe tenerse en cuenta y
ademas debe ir negada. Segun lo anterior, el lazo 2 quedaria:

Lazo2=DB

Por dltimo, la funcién Idgica correspondiente a la tabla de verdad resulta:
Y =Lazo1+Lazo 2

Y =DB+D.C.B
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