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UNIDAD 5

INTEGRALES DE LINEA

Para calcular la masa total de una varilla delgada que se encuentra a lo largo de una curva en

el espacio o para obtener el trabajo realizado por una fuerza variable que actta a lo largo de una
curva, necesitamos un concepto de integral mas general que el de integrales definidas. Ahora
vamos a integrar sobre una curva Cy no sobre un intervalo [a, b]. Estas integrales se conocen como
integrales de linea o curvilineas

Para introducir el concepto consideramos la masa de un cable de longitud finita, descripto por una
curva C, en el espacio. Supongamos que la densidad del cable (medida en unidades de masa por
unidades de longitud) en el punto (x; y; z)) viene dada por f (x, y, z) . Dividimos la curva mediante
puntos:P;, P, ... B,, en n subarcos, de longitud, As,, As,, .....AS,, .La norma ||P|| de la particidn es
la mayor de dichas longitudes. En cada subarco elegimos un punto (x;, ¥;, z;), evaluamos la
densidad f en este punto y lo multiplicamos por la longitud AS; del subarco, si la longitud de cada
subarco es Escriba aqui la ecuacion.pequeiia, la masa total del cable puede aproximarse mediante
la suma

Masa del cable = Y}, f(x;, v;,z;) AS;

La cual es similar a una suma de Riemann

Si evaluamos el limite de estas sumas cuando ||P|| tiende a cero, . =
tendremos el valor de la masa del cable y por analogia con integrales de
una variable, esto sugiere la siguiente definicién

Definicién de integral de linea

Si f esta definida en una regién que contiene a una curva C, de longitud finita, la integral de linea de
fsobre C se define como:

. fc fOy)ds = limypj oo Xizq f (x5, ¥;) AS;  enel plano

o fc fQy;2)ds = limp) - Z{l:lf(xl-,yi‘zl-) AS; en el espacio

Siempre que el limite exista



Evaluacion de una integral de linea

0.Se puede demostrar que si f es continua el limite anterior existe y tiene el mismo valor para
todas las parametrizaciones suaves de C

Si C es una curva suave plana dada por las ecuaciones paramétricas:

x=x(), y=y(t), a<t<bh

O bien de manera equivalente por la ecuacién vectorial r(t) = x(t)i + y(t)j, utilizamos:

ds = |r’'(t)|dt = x'(t)? + y'(t)?dt

Por lo que la siguiente formula puede utilizarse para evaluar una integral de linea en el plano

b
j (s y)ds = j £ (0 yOWTOF + ¥ (©2dt
C a

Si C es una curva suave dada por las ecuaciones paramétricas:
x=x(t), y=y(t,) z=2z(t), a<t<b,entonces

b
f £y, 2)ds = f FO(©); y(©; 20X OF + 7 (OF + 2 ©)dt
C a

Nota 1
Recordemos que una curva C, es suave si r’(t) es continuay r’(t) # o, Vt

Nota 2
Notemos que si f(x; y) = 1 o bien f(x; y,z) = 1, entonces la integral de linea:

Jo fds= f:lr'(t)ldt= longitud de arco de la curva

Ejemplo 1
Evalta: [, (2 +x%y)ds

Donde Ces la mitad superior del circulo unitario x? + y? = 1

Parametrizamos la curva
Las ecuaciones paramétricas de la curva son:

x = cost
y = sent
0<t<nm

Hallamos el ds

[r'(t)] = Vcos?t + sen?tdt=dt

Expresamos la integral en funcion de t

cos3t
3

s
2 _ (T 2 =[> — - 2
Jo @+ x?y)ds = [ (2 + (cos t)sent)dt—[Zt ]0— 2m + 3



Por sustitucidon resolvimos

u = cost> du = —sentdt
_u3_ cos’t

J(cos?t)sentdt = [ —u®du = - .

Propiedad
Si la curva Cesta formada por la unién de un numero finito de curvas suaves C; ; Cy ........ Cp,
entonces
f fds = fds + fds+ ... | fds
c Cy Cz Cn
Ejemplo 2

Evalua fc (x — 3y? + z)ds, donde C consiste en la unién de los segmentos de rectas que van desde

el origen hasta el punto (1; 1; 0) y desde este punto al (1,1,1)

C; vadesde el (0;0;0)a (1;1;0)

Elegimos la parametrizacion mas sencilla:xx =y =t, z=0
r(t) =ti+tj

0<t<1

lr'(t)] = V2dt

1 +2
fds+ = (x—3y2+z)ds=j (t—3t2)\/§dt=\/§[——t3] =\/§(——1>=——
1 0 2

1
o) 0
C, vadesdeel (1;1;0)al (1;1;1)
Elegimos la parametrizacion mas sencilla:xx =y =1,z =t
r(t)=i+j+tk
0<t<1
[r*(t)] = 1dt

291

fcfds+:fc (x—3y2+z)ds:fol(1—3+t)1dt:[—2t+% :<—2+—>:__

2 2 0

.
J, fds=J, fds+ f, fas=—2-2

Ejemplo 3

Calcule f. (x + y)ds

Donde C es el triangulo de vértices:(0: 0), (1;0) y
(0; 1)




Sea C la trayectoria del triangulo recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj

J fds = fds + fds+ | fds
c (o

C, Cs
C1=a1
x=t, y=0, 0<t<1
[’ (t)] = 1dt
1 t21 1

fds:ftdtz[—] ==
¢ 0 20 2
szaz
x+y=1
x=1—-t, y=t, 0t<1
lr'(t)] = V2dt

fds = Jl(t +1—t)V2dt = [t]§ =2
C, 0

C; =a;

x=t

y=1-t, 0<t<1
lr'(t)] = V2dt

Iy, fds = [ 1W2dtdt = [t]}V2 = 1V2=V2

fds=| fds+ | fds+ fds=1+\/§+\/§=1+2\/§
[ gas= [ s ] gas | ras=3 z

1 2

Aplicaciones de las Integrales de lineas

Masa

La interpretacidn fisica de una integral de linea depende de la interpretacion de la funcién .Si
6(x; v, z), representa la densidad lineal en un punto de un alambre delgado o varilla delgada en
forma de curva, la masa del alambre o la varilla se puede obtener:

masa =fC 5(x;y,z)ds

También se pueden calcular los centros de masa y los momentos utilizando las siguientes férmulas
Primeros momentos con respectos a los planos coordenados

My, = [. x8(x;y,2)ds My, = |, y8(x;y,2)ds My, = [. 28(x;y,2)ds

Primeros momentos con respectos a los ejes coordenados



M, = fc y6(x;y,z)ds M, = fc x6(x; y, z)ds

Coordenadas del centro de masa

X= yz/m Y =My, /m Z=Mxy/m

Momentos de Inercia

L=f, 07480 L= [, (2 a08ds L=, G+ y)dds

I = [, O* +y*+2z%)éds= [. r?8ds

r: Distancia del punto (x; y; z) alarecta L

Radio de giro con respecto a una recta

RL = w/IL/m

Ejemplo 4
Calcular la masa de un resorte que tiene la forma de la hélice circular:
r(t) = \/%(costi + sentj +tk)con 0 <t < é6n

Si el material del que esta hecho tiene una densidad 6 (x;y,z) =1+ z

, 1
[r"(®)] = \/—E\/(—Sent)2 + (cost)? + 12=1

2 18m?

V2

61 1 ¢2 187
Masa=[. (1+2)ds=[ (1 +50 dt=[t+ﬁ] =61 +
0

Ejemplo 5

Un arco de metal delgado, mds denso en la parte inferior que en la superior, esta a lo largo de la

semicircunferencia y2 +z2 =1, z > 0, enel plano yz.Determinar el centro de masa del arco, si

la densidad en el punto (x;y,2z) es 6(x;y,2) =2 —z

Como el arco esta en el plano yz, con la masa distribuida simétricamente alrededor del eje z,

tendremos que X =y = 0.Debemos hallar z
Para metrizamos la curva
r(t) = costj + sentk

Ir ()] = /(0)% + (—sent)? + (cost)?=1

Hallamos la masa

masa =fC 5(x;y,z)ds

m=f0n(2 — sent) dt=[2t + cost|f=2n—1—-1=2n—-2



Hallamos el momento respecto al plano xy,
M, = f z8(x;y,z)ds
c

= ["[(2 dt=|—2 Lt +2sen2t]| =2 —2n+2=4-1
My, = [, [(2 — sent)sent] t—[— cost — -t + 3 sen t]o— —sm+2=4--m

Z=Myy,/m
(4—%71):(271—2) =

8m—4 _
4(m-1)

Z 0,57
El centro de masa es (0;0,0,57)

Recuerdo

Se uso sen’t = %(1 — cos2t) para hallar [ sen? tdt

Definicidn de integrales de linea con respectoax ey
De la misma forma que se definid la integral de linea de f sobre una curva, de longitud finita C se
pueden obtener otras dos integrales de lineas al sustituir AS; por Ax; =x;—x;_4 O

Ay, =yi = ¥i1
Se conocen como integrales de linea de f sobre C con respectoa x e y.
Se definen como:

o . fOsy)ds =limyp Lo Xiq f(x, i) Ax;

® fc fx;y)ds = lim||P||—>0 Yicq f Qi yi) Ay,
Siempre que el limite exista

Evaluacion
Si C es una curva suave plana dada por las ecuaciones paramétricas : x = x(t), y = y(t) con t tal
que a <t < b, estas integrales de linea pueden evaluarse al expresar todo en términos de t

b
j fx;y)dx = j (0 y(O)x (Odt =
C a

b
fc f(xy)dy =j fx@®); y(®)y (t)dt =

Con frecuencia las integrales de linea de f con respecto a x e y, se presentan simultdneamente.
En estos casos se las suele escribir de esta forma:



Jo MG y)dx + [, NOsy)dy = [, M(x;y)dx + N(x; y)dy

Ejemplo 6
Evallie[. y*dx + xdy donde (

a)C = C; es el segmento de recta que une los puntos (—5; —3) y (0; 2).
b)C = C, eselarco de pardbolax = 4 — y? de (=5;—3)y (0; 2).

a) Recordemos que la representacién vectorial del segmento de recta que
comienza en 1y y termina en 7; esta dada por

re)=A-Orp+try, 0<t<1

v=r—1

Realizamos una representacion paramétrica del segmento de recta
7o = —5i—3j

r, =00 +2j

r@)=A-6)(-5i—-3j))+t(0i+2j), 0<t<1

r(t) = —=5i — 3j + 5ti + 3tj + 2tj = (=5 + 5t)i + (=3 + 5t)j

x = =5+ 5t 2dx = 5dt
y = =3+ 5t>dy = 5dt
0<t<1

1 1
f y2dx + xdy = f (—3 + 5t)25dt + (=5 + 5t)5dt = f (125t? — 125t + 20)dt =
C, 0 0

e (Y2 _ _ c[25% _ 25¢% '__s
=5 [, (25t 25t+4)dt—5[3 . +4t]0— -

b) Para esta trayectoria tomamos como parametro ay
x=4-—y*>dx = -2ydy

y=y->dy =dy

—-3<y<?2

4 3 2
2(_ —v2Ydv=[? (=2v3 — 2 A — 245
Jo, v?(=2y)dy + (4 —y*)dy=[",(-2y° — y +4)dv—[ T3 +4y] ==

Nota 1: Podemos observar que obtuvimos distintos valores en los incisos a y b, aun cuando las dos
curvas tenian el mismo punto final e inicial. Por lo tanto podemos decir que el valor de la integral

de linea no solo depende los puntos que unen las curvas, sino también de la trayectoria. Mas
adelante veremos qué pasa con esto cuando aparecen ciertas condiciones.



Nota 2:
Observemos también que pasa con el valor de fc y?dx + xdy, si cambiamos el sentido del
1
recorrido, yendo ahora del punto (0; 2) al (—5; —3).
La parametrizacion va a estar dada por:  r(t) = (1 — t)(0i + 2j) + t(—5i — 3j)
x =-=5t, y=2-5¢t, 0<t<1
5 5
yedx + xdy =—
C 6
1
Observamos que obtenemos un valor opuesto al recorrer la curva en sentido contrario.

Si - C, denota la curva que tiene los mismos puntos de C, prro con orientacidon opuesta, entonces
tenemos:

J_ofOsy)dx =~ . floy)dx J_fCey)dy =~ [, fO;y)dy
Si integramos respecto a la longitud de arco, el valor de la integral no cambia, cuando se invierte la

orientacién de la curva (Esto se debe a que As siempre es positivoy Ax y Ay, cambian de signo
cuando invertimos la orientacién)

I_cfGsy)ds = [, fOsy)ds
INTEGRALES DE LINEAS DE CAMPOS VECTORIALES

Supongamos que queremos calcular el trabajo realizado por un campo de fuerzas continuo
F = MI + NJ + PK en R3, al mover una particula a lo largo de una curva suave C.

Z A

X




Hacemos una particién de C, en subarcos P;_;P;, con longitudes iguales a AS;, mediante una
particién del intervalo paramétrico [a; b], en el cual se define la curva C.La norma ||P]|| de la
particion es la mayor de dichas longitudes.

En cada uno de estas subdivisiones tomamos un punto (x;,y;, z;), que corresponde al pardmetro
t;. Y hallamos el valor del campo en este punto F(x;,y;, z;).Si la longitud AS;, es muy pequefia,
cuando la particula se mueva del punto P;_; al punto P;, a lo largo de la curva, va a tomar
aproximadamente la misma direccion del vector tangente unitario T(t;).Por lo tanto el trabajo
realizado por el campo de fuerzas para llevar la particula de P;_; a P;, va a ser aproximadamente
igual a

F(x;, yi, zD)[AS T (t)] =[F (x;, ¥;, z)T () ]AS;

Entonces el trabajo total realizado al mover la particula a lo largo de C es aproximadamente igual
ala suma:

n
W~ Z[F(Xl‘, Vi Zi)' T(Xl', Vi, Zi] ASl

i=1
La cual es similar a una suma de Riemann

Si evaluamos el limite de estas sumas cuando ||P|| tiende a cero, tendremos el valor del trabajo
realizado por el campo de fuerzas

n

W= ||P1|i|I—n—>oz[F(xi’ Vi, z)- T (X, yi, 2] AS; = f
i=1 ¢

F(x;y;z).T(x;y;z)ds:J. F.Tds
c

Esta expresion nos dice que el trabajo es la integral con respecto a la longitud de arco de la
componente tangencial de la fuerza.

Evaluaciéon de una integral de linea de un campo vectorial

Sila curva C esta dada por r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k, recordemos que el vector tangente
unitario T, se define como T = r’(t)/|r"(t)| y que ds = |r’(t)|dt

Entonces tendremos que:

fc F.Tds:fab [F(r(t)).%] |r’(t)|dt=fabF(r(t)).r’(t)dt=Lder

Ejemplo 7

Calcula el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x; y; z) = yi + zj + yzk para desplazar una
particula a lo largo de la curva dada r(t) = costi + sentj + tk, con t perteneciente al intervalo
[0; ]



b b
sz F(r(t)).r'(t)dtzf Fdr

T(senti + tk + tsent k)(—senti + costj + k)dt = "(—sen? t + tcost + tsent)dt=
0 0

=[—%t+isen2t+tsent+cost— tcost + sent +] =(—%n+n— 1) - =%n—2

T

0
5 1 2 1,1

Recuerdo sen“t = 5(1 — cos2t) > —sen‘t = -5t ECOSZt

Resuelvo por partes las siguientes integrales

[ tsent=—tcost + [ costdt = —tcost + sent

u = t>du=dt
dv = sentdt>v = —cost

J tcost = tsent — J sentdt = tsent + cost

u = t>du=dt
dv = costdt>v = sent

Nota
La orientacidn de la curva es importante en las integrales de lineas de funciones vectoriales. Si se
invierte la orientacion, el vector tangente unitario T (t)cambia a—T(t) de modo que

J F.drz—f F.dr
-C c

Integrales de flujo y circulacion de campos de velocidad

Si el campo F, representa un campo de velocidad de un fluido que fluye a través de una regién en
el espacio laintegral de F. T, a lo largo de una curva en la regidn, nos da el flujo del fluido a lo largo
de la curva.

Definicion

Sir(t) es una curva suave en el dominio de un campo continuo de velocidades F, el flujo a lo largo
de la curva definida en [a; b] es

FIujo=f: F.Tds

En este caso la integral de linea es la integral de flujo.
Si la curva es cerrada entonces el flujo es la circulacién a lo largo de la curva.

10



Ejemplo 8
El campo de velocidad de un fluido es F = xi + zj + yk.Encuentra el flujo a lo largo de la hélice
r(t) = costi+sentj+tk 0<t<m/2

Flujo=, F.Tds = ff Fdr
b /2

J Fdr = J (costi + tj + sentk)(—senti + costj + k)dt =
a 0

/2
52 /

+ tsent

NS
|
N =

/2 co
= f (—costsent + tcost + sent)dt = [
0

0

Integrales de linea en forma diferencial
Si F es un campo vectorial de laforma F(x,y) = Mi + Nj y C es una curva que viene dada por
r(t) = x(t)i + y(t)j talquea <t < b, entonces

[, Fodr=[" F(r(®).r'(®)dt = [ (Pi + Q) (x ()i + y'(t))dt=[. P x'()dt + Qy'(t)dt=

b
:J Pdx + Qdy
a

SiF(x,y) = Mi+ Nj + Pky C esunacurva en el espacio entones la forma diferencial de la
integral de linea es

b
J F.drzf Mdx + Ndy + Pdz
C a

Expresidn vista ya anteriormente en las integrales de lineas de campos escalares

Ejemplo 9

Calcular fc ydx + x? dx, donde C es el arco de parébola 4
y = 4x — x? de (4;0) a (1;3) fix)=4-x-x*

Elegimos como pardmetroa x = y = 4x — x2; por lo tanto

dy = (4 — 2x)dx s | =

1
J ydx + x? dx:J (4x — x?)dx + x*(4 — 2x)dx 5
c 4
1
= f (4x + 3x? — 2x3)dx =
4
6

1
2 3_ x5 _ 69
[2x +x 2]4_2 (-32) =2

11



Teorema Fundamental de la Integrales de linea
Vamos a introducirnos en el tema calculando la integral de linea de un campo victorial a través de
tres caminos diferentes

Ejemplo
Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas:F(x; y) = %xyi + %xzj , sobre una particula

que se mueve desde (0; 0) hasta (1; 1) a lo largo de los siguientes caminos:

a)Cyi:y=x b) C,: x=y? c) C3: y=x3
a)Ci:y=x

Parametrizamos la curva

y=x= t

r(t)=ti+tjcon 0<t<1

b (L 2N ey e (13,24, _ [1,3]11
w = [ Fdr=f (zm+4t ])(L+])dt— Jo t2dt = [4t ]0-4
b) C;: x = y?
Parametrizamos la curva
x=t , y:ﬁ:\/z

r(t) =ti++tj con 0<t<1

b 1 . AV —1/2: 15 1
w=[) Far=[; (5632 +5¢%)) (i + 572 ) de = [} Se32dt = EtS/Z]O%
c)Cs: y=x3
x=t ,:y=t3 0<t<1

w= [0 Fr=f} (2t%+202)) 0+ 3¢%)) de = [} 2etde =1

Observamos que el trabajo realizado es el mismo cualquiera sea la trayectoria que une los dos
puntos,

Podemos pensar entonces que la cantidad de trabajo necesario para mover la particula desde un
punto hasta otro depende de la posicidn inicial y final del objeto, y no de la trayectoria. Podriamos
preguntarnos si esto ocurre siempre, o también que campos vectoriales tienen esta propiedad
Recordando el concepto de campos conservativos estudiados en la unidad 3 vemos que en este
caso se verifica las condiciones necesarias y la existencia de funcidn potencial.

oM _ N

3 ox condicién necesaria para que un campo vectorial sea consevativo

12



oM _ON _ 1 . _
5—ax—2x9 Af(x;y)/Af =F

Buscamos esta funcidn

fG6y) = [5xydx =2 x2y +h(y)

fly) = [x2dy =7 X%y +g(x)

. . . . s . 1
De las dos integrales anteriores concluimos que la funcién potencial es f(x;y) = " x2%y

El campo es conservativo.
Podemos decir entonces que la integral de linea de un campo vectorial conservativo no depende de
la trayectoria

Integrales de linea de campos vectoriales conservativos

El siguiente teorema proporciona una manera conveniente de evaluar una integral de linea de un
campo conservativo. El mismo establece que el valor de la integral solo depende de los extremosy
no de la trayectoria que los une

Teorema fundamental de las integrales de linea
Si C es una curva suave dada por una funcion vectorial r(t), a <t < b,y sea f una funcién
derivable de dos o tres variables, cuyo vector gradiente es continuo sobre la curva C, entonces:

Jo Vfdr=f@®) - f(r(@) (1)

El teorema dice que podemos evaluar la integral de linea de un campo vectorial conservativo
conociendo el valor de la funcién potencial f en los extremos de la curva.

Suponga ademads que Ay B son los puntos inicial y final respectivamente de la curva C.

fb ofdx ofdy ofdz

oxdt Toyar Tz T

fc Vfdr = fbedr = fab VFEr@®)r(t)dt =

a

=7 LED gt = £ (r(b) — £(r(a))

a

Entonces podemos concluir:

b
f Fdr = £(B) - f(A)

Entonces el valor de la integral depende solo del valor de fen Ay By no de las trayectorias entre
ellos
Si se considera el gradiente Vf de una funciéon f, de dos o tres variables como algo parecido a la

13



derivada de f para funciones de una sola variable, entonces se observa que la ecuacion (1) es la
versidon vectorial analoga de la formula del teorema fundamental de calculo.
Volviendo al ejemplo anterior tenemos:

w = [ Fdr = [ Gxyi +2x2) dr = f(r(1)) — f(r(0))=F(x:y5) — f(xy:y1)=F(1: 1) — £(0: 0)=

Ejemplo 10
Suponga que el campo de fuerza F = Vf es el gradiente de la funcién
1
X;¥i2) = — s

Determine el trabajo realizado por F al mover un objeto a lo largo de una curva suave C que une
(1, 0,0) con (0, 0, 2) sin pasar por el origen.

Una aplicacidn del teorema fundamental de las integrales de linea, indica que el trabajo realizado
por F a lo largo de cualquier curva C que une dos puntos sin pasar por el origen es

b
f Fdr = f(B) - f(4)

a

3

1
Fdr=f(0;0;2)— f(1;0;0) =——=—(-1) =-—
fc r=f0,0,2) - f1,0:0) =~ 7~ (-1) =3

Independencia de la trayectoria

Por el teorema fundamental de las integrales de linea es evidente que si F es un campo vectorial
continuo y conservativo definido en una regién abierta D en el Espacioy Ay B dos puntos
cualesquiera de esta region, la integral de linea a lo largo de la trayectoria C desde A hasta Ben D es
la misma sobre todas las trayectorias que unen estos dos puntos. Este resultado se enuncia

diciendo que la integral fc Fdr es independiente de la trayectoria en D, o sea

f Fdr:f Fdr
c C

1 2
Siendo C; y C, dos curvas seccionalmente suaves que tienen el mismo punto inicial Ay el mismo

punto final B

Nota 1

Que una region D sea conexa, en una region abierta significa que todo punto en D se une a otro
por medio de una curva suave que se encuentra en la region.

Si D es simplemente conexa, significa que todo lazo en D se contrae hasta formar un punto sin salir
de D

Consideramos a las regiones conexas como de “una sola pieza” y a las regiones simplemente
conexas como regiones “sin agujero alguno que atrape lazos”. Todo el espacio es conexo y
simplemente conexo

14



Nota 2

Recordemos también que las curvas son suaves por partes; si estan formadas por un nimero finito
de partes suaves unidas por los extremos y que una curva es cerrada si su punto final coincide con
su punto inicial o sea r(a) = r(b)

RECION CONEXA

REGION CONVEXA T N

R R, ; 3 S

X y) f | ', A y

:__ _~\ __._f-"’ x) .I f' | /ﬁ\/

q?)-‘-Xf?\.(‘)."X] 3 sAsl = Qb&" ‘\\ - //
-,/ - simplemente conexo, conexo pero no simple
i WD A/ /B

REGION NO CONVEXA ) R=AVB

Teorema 1:

fc Fdr es independiente de la trayectoria en D, si y solo si fc Fdr = 0, para toda trayectoria

cerrada C en D,

Demostracion.

e Vamos a suponer que fc Fdres independiente de la trayectoria en D y a partir de esta

C,

hipdtesis vamos a tratar de llegar a que fc Fdr =0

Tomamos dos puntos Ay B de la curva Consideramos que la cuva C
esta compuesta por la trayectoria C; que vadesde Aa By C, queva de
B a A .asitenemos:

der:f Fdr+f Fdr
c c c

1 2

Si invertimos la direccidn de C, para obtener una trayectoria —C,, desde
A a By teniendo en cuenta la propiedad vista anteriormente que dice: A Cl U Cz = C

J_ Fdr =~ [. Fdrvamos a tener
J, Fdr= fc1 Fadr +fC2 Fdr:fc1 Fdr—f_CZFdr =0

Con lo que queda demostrado la primera parte de | teorema
La ultima expresion es cero ya que C; y C, tienen el mismo punto inicial y final y por hipotesis la

integral [. Fdr esindependiente de la trayectoria por lo que . Fdr = [ . Fdr
1 2
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e Vamos a suponer ahora que fC Fdr = 0y vamos a demostrar que fc Fdr es

independiente de la trayectoria en D

Tomamos dos trayectorias cualquiera C; y C, desdeAa B enDy
definimos a la cuva Ccomo C; U (—C5 ):

der:f Fdr+f Fdr
c c -G,

1

Por propiedad tenemos que [_. Fdr = — [. Fdr
2 2

J, Fdr= fcl Fdr+f_CZFdr=fC1 Fdr—fc2 Fdr
Alser [, Fdr =0
Tenemos . Fdr=fc1 Fdr — fcz Fdr = 0 por lo que podemos afirmar que fcl Fdr = fcz Fdr

Lo que implica que la fc Fdr es independiente de la trayectoria

Vimos que la integral de linea de cualquier campo vectorial conservativo es independiente de la
trayectoria, lo que equivale a decir que la integral de F en cada trayectoria cerrada es igual a cero.
La interpretacion fisica de estos resultados es que, el trabajo que lleva a cabo un campo de fuerzas
conservativo al mover un objeto alrededor de una trayectoria cerrada es igual a cero.

El siguiente teorema establece que los Unicos campos vectoriales que son independientes de la
trayectoria son los conservativos.

Teorema 2:

Si F es un campo vectorial continuo definido en una regidén abierta conexa D.Si fc Fdr es
independiente de la trayectoria en D, entonces F es un campo vectorial conservativo sobre D, es
decir existe una funcién ftalque Vf = F

Teorema 3:
Si F(x;y;z) = Mi + Nj + Pk, tiene primeras derivadas parciales continuas en una region abierta
conexa D, y Ces una curva suave a trozos en D, las siguientes condiciones son equivalentes.

e F es conservativo. Es decir existe ftal que Vf = F.

. fc Fdr, es independiente de la trayectoria.

. fc Fdr = 0, para toda curva cerrada Cen D
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Nota
Ahora que observamos la conveniencia de evaluar integrales delineas de campos vectoriales
conservativos resta recordar dos cuestiones vistas en la unidad 3:

e (iCémo saber cuando un campo vectorial es conservativo?

e Si F es un campo vectorial conservativo, ¢como hallamos la funcidn potencial f?

Conservacion de la Energia

En fisica se llama energia cinética de una particula de masam y velocidad vak = %mv2 y la
energia potencial p de una particula (x; y; z) en un campo vectorial conservativo F se define como
p(x;y;z) = —f(x;y; z), donde fes una funcién potencial de F.

Entonces el trabajo realizado por el campo F alo largo de una curva suave C desde A a B es

w= fc Fdr = [f(x; 3 2)]8 == p(A) — p(B)

El trabajo entonces es la diferencia entre las energias potencialesen Ay B.

Supongamos ahora que 7(t), es el vector posicié n de una particula que se mueve por la curva C
desde A = r(a), hasta B = r(b).En cualquier instante t, la velocidad, acerleracion y rapidez de esa
particula son v(t) = r'(t), a(t) =r’(t) y v(t) = |v(t)|.

Por la segunda ley de Newton, F = ma(t) = mv’(t) y el trabajo realizado por F es

b b b b
w :L Fdr =L F(r(t)).r'(t)dr = Ja F.v(t)dt =Ja [mv’(t)].v(t)dt =L m[v'(t).v(t)]. dt

_m b d[v().v(t)] _m cbd[lv(®)]?] _m _ _
=2 [ OOl g = 26 A e = Z{|u(0)|?14 =3 mllv(b)[2] — Smllv(a)[?] = k(B) — k(A)

Al igualar los dos valores del trabajo obtenemos

p(A) —p(B) = k(B) — k(4)

p(4) + k(4) = p(B) + k(B)

Esta Ultima expresion dice que si un objeto se mueve desde un punto A, a otro punto B ,bajo un
campo de fuerzas conservativo, la suma de su energia cinética y de su energia potencial permanece
constante. Esto se conoce con el nombre de Ley de conservacion de la energia y ademds es la razén
por la que un campo vectorial se llama conservativo.

TEOREMA DE GREEN
Este teorema establece la relacién entre una integral de linea alrededor de una curva cerrada

simple Cy una integral doble sobre la regién plana D, acotada por C. La region D incluye todos los
puntos interiores y también los que estan sobre C. Utilizamos la convencidon de que la orientacidn
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positiva se refiere a una curva recorrida en el sentido contrario a las agujas del reloj. La regiéon D
queda siempre a la izquierda del punto que recorre la curva.

c* C-

Crientacion positiva Orientacion negativa

Teorema de Green

Sea C una curva suave por partes, cerrada simple y que encierra una region D en el plano y
orientada positivamente. Sea F = Mi + Nj un campo vectorial donde My N tienen primeras
derivadas parciales continuas en una regién abierta que contiene a D

[, Mdx+Ndy = [f, (2- f’—’;’) dA (1)

Demostracion
El teorema de Green queda demostrado si podemos probar que:

oM
[
C p 0y
[ = [ D
y = o
c p Ox

Probamos la ecuacién (1) al expresar D como:
D{(x;y),a<x<b; g1(x) Sy < g,(x) }

il

0 <‘1 b

Calculamos la integral de la derecha de la igualdad (1)
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[T, G da=fy [225) 5% o yydydz = [, MG 152G dx <[ [M(x; 9:(0) = M(x 91(0))]dx (3)

Calculamos la integral de la izquierda expresando C como la unidn de cuatro curvas:
C:C1UC2UC3UC4

Sobre (;, tomamos las ecuaciones paramétricas:
x=x;y=9,x); a<x<b

Tenemos entonces:

b
M(x; y)dx = f M(x; g1 (1)) dx
Cq a

C; va de derecha izquierda, pero —C5, lo hace en sentido contrario de modo que las ecuaciones
3 3
paramétricas de —Cj5

x=x;y=9g,(x);a<x<bh

b
MG y)dx = — | M(;y)dx = - f M(x; 9,())dx
C3 —C3 a

fcz M(x; y)dx = fa, M(x;y)dx =0 (esto se debe a que x es constante, por lo tanto dx = 0)

f Mdx = M(x;y)dx+j M(x; y)dx + M(x;y)dx+f M(x; y)dx =
C Cy Cz

Cs Cs

b b
= f M(x; g1 (x))dx — f M (x; g,(x))dx

a

Al comparar esta expresion con la ecuacién (3) tenemos que
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oM
Jo Mdx = — [, 3-dA g '

Probamos la ecuacion (2) al expresar D como: X ( D =)
D{ty)c<y<d; ) <x< ()} '

Calculamos la integral de la derecha de la igualdad 2

[f, Staa=f7 {90 2 (x; yydxdy =[N G IS dd =[LIN iz (7);9) = NGy ) )]y (4)

Calculamos la integral de la izquierda expresando C como la unién de cuatro curvas:
C261UCZUC3UC4
Sobre (;, tomamos las ecuaciones paramétricas:

y=y;x=U)c<y=<d

L Ndy = L dN(uz(y);y)dy

1
fc N(x; y)dx = fc N(x;y)dx =0 (esto se debe a que y es constante, por lo tanto dy = 0)
2 4

C5 va de derecha izquierda , pero —C5 , lo hace en sentido contrario de modo que las ecuaciones
paramétricas de —Cj3

y=y;x=u)c<y=<d

d
j N(x; y)dx = - j NGz y)dx = - j N (s (7); y)dy
C —C3 c

3

LNdy:fC N(x;y)dy+fc N(x;y)dy+JC N(x;y)dy+fc N(x;y)dy =

1 2 3 4

d d
= [ WOy - [ NGy
Cc Cc
Al comparar esta expresion con la ecuacion (4) tenemos que
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Ji, Ny = ff, 2da
De esta manera nos queda demostrado el Teorema de Green.

Ejemplo 1
Evaluar la integral de linea

f y3dx + (x3 + 3xy?)dy
c

| B

Donde C es la curva que consiste en la unidn del camino que va de (0; 0) a (1;1) alo largo de
la parabola cubica y= x3 y el segmento de recta y = x, que va desde (1; 1) a (0; 0).

Aungque la integral de linea pueda evaluarse con los métodos vistos anteriormente, eso involucraria
formular dos integrales, una a lo largo de la pardbola cubica y la otra a lo largo de la recta y=x
podemos usar entonces para simplificar los calculos, el teorema de Green.

ComoM =y3 y N = x3 + 3xy?, tenemos que: Z—I‘; = 3y? Z—I: = 3x?2 + 3y?,

a—“) dA

2
Jo ¥¥dx+ (2 +3xy*)dy=[[, (% oy

1 ,x 1 px
J y3dx + (x3 + 3xy?)dy = j j (3x% + 3y? — 3y?)dydx = j j 3x? dydx
c x3 0 Jx3

0

1
:f [Bx?y]%s dx =

0
L3 — 35y = 2 _ X't
Jy (3% = 3x°)dx = [ ey o

Ejemplo 2
Verifique el teorema de Green para el campo vectorial F(x;y) = (x — y)i + xj y la regién D
acotada por el circulo unitario r(t) = cos (t)i + sen(t)j, 0<t<2m

E)N E)M

Vamos a evaluar primero la integral de linea
x =cos(t) 2> dx = —sentdt

y =sen(t) > dy = costdt
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M=(x—y); M=cost—sent; N=x; N =cost;

Jo Mdx + Ndy = f02n —costsentdt + sen®tdt + COSzdt=f02n —costsentdt + dt =

cos’t 2
+t =27
0

2

Integrando por sustitucion tenemos: u = cost>du = —sentdt,

2
por lo tanto [ —costsentdt = [udu = u?

Resolvemos ahora la integral doble:

N _ oM _

w1 -t

N _ MY ga=[[. 2dA = [*" [*2rdrd6 = [*"[r?]sd6 = [*"1d8 = [0]3" = 2n
D \ox dy D o Jo 0 0 0

Ejemplo 3
Evaltde:

$. 3y —e*™)dx + (7x + /1 + y*)dy, en donde C es el circulo x* + y* = 9

— __ psenx. oM _
M=3y—e ; 9y

_ Z. ON _
N=7x+.1+y% ax_7

La regién D es la acotada por el circulo x2 + y? < 9, asi que lo vamos a expresar en coordenadas
polares después de aplicar el teorema de Green.

% By —e*™)dx + (7x + 1+ yH)dy = ff (7—-3)dA =
c D

3 p2m 3 3 213
= f f Ardrd6 = J 47‘[19]%”er 8nrdr = 8m [—] = 36w
0 /o 0 0 2],

En los ejemplos 1y 3 vimos que la integral doble fue mas facil de evaluar que la integral de linea.
Pero a veces es mas facil evaluar la integral de linea .Por ejemplo si se conoce que
M (x; y)=N(x;y) = 0 sobre la curva C, entonces el teorema de Green afirma que:
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lf (aN aM)dA f Mdx + Ndy = 0
_ = X =
p \0x 0Jy c Y

Sin importar los valores que asuman M y N sobre la curva C

L, . S ON oM
Otra aplicacidn del Teorema de Green aplicado en sentido inverso ocurre cuando (E — 5) =1

Jo Mdx+ Ndy = [[, (Z_:_Z_I:) dA=[[  1dA = area de laregion D

Existen varias posibilidades:
M(x;y)=0; N(x;y) =x
M@;y) =—y; NO;y)=0
M@;y) =-y/2; NO;y) =x/2

El teorema de Green proporciona entonces las siguientes formulas para el area de D.

A(D) = f

1
xdyz—_(ﬁ ydxz—_(ﬁ xdy — ydx
c c 2Jc¢

Ejemplo 4
x? y2 . .

Hallar el area = + 5 = 1 encerrada por la elipse, expresandola como integral de
a b2

linea

x =acost; y=bsent; 0<t<2nm

Az%gﬁc xdy — ydx:% J.. [(acost)(bsent) — (dsent)(—asent)]dt =%ab fozn(cos2 t + sen’t)dt=

— [t13™ = mab

Ejemplo 5
Determine el drea de la region limitada por la hipocicloide que tiene la ecuacién vectorial
r(t) = cos3ti + sen®j; 0<t<2m

x = cos3t = dx = 3cos?*t(—sent)
y = sen3t >dy = 3sen?t(cost)

Las ecuaciones paramétricas de la elipse son: ‘ -



. . .y oON oM
Un par de funciones sencillas que cumplen la condicién (a - E) = 1son:P=0,Q=x, porlo que

podemos considerar calcular el drea mediante la integral:

A(D) = f xdy

c

A(D) = § cos3t 3sen®t(cost)dt = f 3cos*t sen’tdt =

1+ co2t)(1 + co2t) (1 — cos2t 3 (%"
= 3_[ ( )4( )( > )dt = gf (1 — cos?2t)(11 + cos2t)dt =
0

_3mm _ 294 _ 3 _ 32w _ 1 _cosat 3 _
—Sfo (1 + cos2t — cos? 2t — cos32t)dt = 8f0 (1 + cos2t —5————cos°2t)dt =

sen2t  sen4t  sen2t sen32t]2n 3
0

1
_[§t+ 2 8 2 6 e

De esta manera contamos con una herramienta mads para obtener el drea de la region encerrada
por una curva cerrada, que se suma al método en coordenadas polares visto en la unidad anterior
y al cdlculo por integral de area que ejecutamos cuando tenemos la expresion cartesiana de la
curva.

Aplicacidn del teorema de Green a una region con agujeros.
El teorema de Green también es valido para regiones como la siguiente:

AquilacurvaC =C; UG,

ON oM
(-2

de+Ndy+=.U- ax  y

f Mdx + Ndy =
c D

C1
Ejemplo 5

Evaluar la integral: §. y* dx + 3xydy

donde C es la frontera de la regién anular D de la parte del plano que esta entre las circunferencias

x? +y? =1 (curva C; con orientacién negativa) y x2 + y2 =4 (curva C,, con orientacién
positiva).
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M = y? N = 3xy
oM _ N _ 3
oy =4y ax y
342
. y?dx +3xydy = [[, 3y —2y)dA = fom flz rsenfrd@dr = fozn senfdo [%] =
1
7

_7 _7r_ 2 _ 7 _
=3J, sen8df = [—cosflf" =2 (-1+1) =0

Prof. Maria Graciela Ribas
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