UTN-FACUTAD REGIONAL RECONQUISTA
ANALISIS MATEMATICO I
UNIDAD 6

INTEGRALES DE SUPERFICIE

El objeto del presente tema es el estudio de la integral de superficie. Podemos considerar esta
nueva integral como el equivalente bidimensional de la integral de linea, siendo la region de
integracidn una superficie en vez de una curva.

Es conveniente comenzar el tema abordando el estudio de las superficies. Hasta ahora solo han
aparecido como graficas de funciones de dos variables. No haremos un andlisis exhaustivo de las
mismas, solo daremos una definicién formal, estudiaremos algunos casos particulares y
precisaremos la propiedad de orientabilidad que presentan algunas de ellas, limitdndonos, en
definitiva, a recopilar el material necesario para trabajar con las superficies como regiones de
integracién

.Representaciones de una superficie
Una superficie S en R3pueden expresarse de tres formas, ellas son:
La representacion implicita.

Una superficie es el lugar geométrico de los puntos (x;y; z) que € R3 tales que F(x,y,z) = 0
para cierto campo escalar F.

La representacion explicita.

Es una ecuacion de la forma z = f(x,y), obtenida cuando en la expresion F(x,y,z) =0
podemos despejar una de las variables (z en este caso) en funcion de las otras dos.

La representacion paramétrica o vectorial.

De manera similar a la que describimos una curva en el plano o en el espacio como funcién
vectorial de t, podemos definir una superficie mediante una funcidon vectorial de dos variables,
expresada en la forma: r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u, v)k, donde (u, v) varia en un
conjunto conexo D .Las variables u y v son los pardmetros, y D es el dominio de los parametros.

rD - R3 /D cR>.
El conjunto de puntos (x;y;z2) ER3 /x = x(w,v), y = y(u,v), z = z(u,v),

Representan las ecuaciones paramétricas de la superficie S



La superficie S esta delineada por el vector de posicion r(u, v) , segin (u, v) , se mueva en la
region D.

Las derivadas parciales con respecto a x; y,zy con respecto a u y v son todas continuas.

Ejemplo 1

La esfera tiene una forma implicita dada por x? + y? + z2 = p?

La representacion paramétrica estd dada por coordenadas esféricas (¢; 6)
x = pcosOsengp

y = psenfseng

Z = pcosQ

r(@; 8) = pcosOsengi + psenfsengj + pcospk

Ejemplo 2

Elcilindrox?+y2=4 con 0<z<1

En coordenadas cilindricas tiene la representacion r = 2.De manera que
elegimos como parametros a 8 y z en coordenadas cilindricas.

Entonces Is ecuaciones paramétricas del cilindro son:

r(0; z) = 2co0i + 2senbj + zk
D={(6;2)/0<0<2m;0<z<1}

Ejemplo 3
Determinar una parametrizacién del cilindrox? + (y —3)2=9 con 0<z<5

En coordenadas cilindricas un punto (x; y; z), tiene la representaciéon

paramétrica: o

x =71cof, y=rsenof, z=1z r=6uné
x*+y?—-y+9=9

r? — 6rsenf =0

r=6senf con 0<0<2m

Un punto tipico del cilindro cumple con:

x = rcof = 6senfcosf = 3sen26
y = rsenof) = 6senfsenf = 6sen?f
Z =127 r=6scnéd

1(0;z) = (3sen20)i + (6sen?8)j+zk, 0<O<m 0<z<5



Nota 1
En general si z = f(x;y) es una representacion explicita de una superficie S, se obtiene una
representacién paramétrica tomando:

x(u,v) =u, ywv)=v, z(uv)=7F(uv)
Ejemplo 4

Encuentre una representacién paramétrica para el
paraboloide eliptico z = x? + 2y? A ‘4

X =x, y=y, z(x;y) = x? + 2y? PO
r(x;y) =xi +yj + (x% + 2y®k

Nota 2 UV TR Y
Las superficies de revolucidn pueden representarse de 119 ’
manera paramétrica .Si consideramos la superficie S que se - T

obtiene al rotar lacurvay = f(x) cona < x < b, alrededor o4
del eje x, como se ve en la figura con f(x)= 0y f’ continua.

Si 8 es el angulo de rotaciény (x;y; z) es un punto sobre S

Entonces tenemos las ecuaciones paramétricas de la superficie de revolucién

X=X
y = f(x)cos6
z = f(x)senf

Donde tenemos a x y 8 como parametros

Ejemplo 5
Determinar las ecuaciones paramétricas para la superficie generada al rotar la curva y = senx
0 < x < 2m, alrededor del eje z

De las ecuaciones vistas en Nota 2:

X =X, y = senxcos6. Z = senxsenf

Producto vectorial fundamental
Sea una superficie de ecuacién vectorial r(u;v) = x(u; v)i + y(u; v)j + z(u; v)k, (u,v) €D,
six; ¥,z son derivables, podemos considerar los vectores ;, y 7;,



Si P, € S, cuyo vector posicion es r(u,; v,)

Si hacemos u constante: u = u,, entonces r(u,; v) es una funcidn de una sola variable , que
sabemos a demas que define una curva C; sobre S.El vector tangente a C; en P,, se obtiene al
hallar la derivada parcial de r con respecto a v

0x . Oy .0z )
n, = % (uo; vo)l + % (uo; vo)] + % (uo; 170)1

De igual manera, si hacemos v constante: v = v, entonces r(u; v,) es una funcién de una sola
variable u , que define sobre S la curva C, en P,.El vector tangente a C, en P,, se obtiene al hallar
la derivada parcial de r con respecto a u

% (s 1)1+ 22 (15 0, + 2 (5 9,

1, =— Wy v,)i + ==, v — (u,; v,)i

u au (o] o au (0] o ] au o o

El producto vectorial 1,,x1;,, se llama producto vectorial fundamental.

El producto r,,x7;,, determina un vector normal a la superficie S en cada punto. Si este producto es
distinto de cero la superficie se llama suave (no tiene puntas, aristas o esquinas).Un punto de la

. . . or or . ..
superficie S en donde las derivadas 5. Y 3, son continuasyy el vector normal es distinto de cero, se

llama punto regular. Los puntos que no son regulares se llaman singulares.
El médulo del producto vectorial fundamental puede ser interpretado como un factor de
proporcionalidad de areas

(g B}
II=I.‘

Plano tangente
Definicion
. ar ar . .
El plano determinado por——y - en cada punto regular de una superficie se llama plano

tangente a la superficie en el punto considerado y puede determinarse utilizando el vector normal

Vector normal
Definicion



Un vector normal a S en el punto (u,; v,) esta dado por:

i j k
dx Jdy 0z
N = 1,(ug; v6)x1, (Uo; Vo) = du ou odu
dx 0dy 0z
v v av

Ejemplo 6

Determine el plano tangente al paraboloide dado por: r(u; v) = ui + vj + (u? + v¥)k en el
punto (1;2;5)

El punto del plano uv que corresponde al punto (1; 2;5), es (u; v) = (1; 2).

-l
v

Las derivadas parciales de r son

r,=i+2uk y n,=j+2vk

i j k
N=rxr,=|1 0 2u|=-2ui—-2vj+k
0 1 2v

Entonces el vector normal al punto (1; 2; 5), es:
TyXt, = —2ul—2vj + k=-2i—4j +k

por lo tanto la ecuaciéon del plano tangente en (1; 2; 5) es:

—2(x—1)—4(y —2) + (z — 5) = 0 operando algebraicamente —2x + 2 -4y +8+2z—-5=0
Tenemos que :

—2x—4y+z=-5
Es la ecuacion del plano tangente

Area de una superficie

Vamos a definir el area de una superficie dada en forma paramétrica

D

D;j|Av; ru,v)
&1{-;

=Y




Consideramos una superficie S cuyo dominio paramétrico D es un rectangulo y hacemos una

particion de dicho dominio en n subrectangulos D;;.Este rectangulo tiene un drea igual a Au;xAv;
En cada D;j se toma el punto (ui; v]-), mas cercano al origen. Cada uno de estos rectangulos Dyj,
de drea infinitesimal es aplicado mediante la funcién vectorial r(u; v)en un paralelogramo

curvilineo S;j, de lados Au;r, ;Av;m, , en el plano tangente a la superficie S en el punto r(ui; vj)

jr
Este paralelogramo tiene drea aproximadamente igual a

|(Auiru) X (Avjrv) | = |n,xr, | Au;Av;

Sumando las areas de todos los §;; tenemos una aproximacion al area de S:

Z |7 x1, | Aw; Av;

Reconociendo la suma anterior como una suma de Rieman y sabiendo ademas que la
aproximacion mejora cuando la norma de la subdivision ||P|| tiende a cero, se sugiere la siguiente
definicion:

Definicidn:

Si S es una superficie paramétrica suave dada por la ecuacién

r(u;v) = x(u;v)i + y(u; v)j + z(u; v)k conu,v) €D

Y S se cubre solo una vez conforme (u; v) recorre el dominio paramétrico D , entonces el drea de
la superficie S es

A(S) = ff |1, x7,|dA
D
[ ]
Si S es una superficie dada por z = f(x;y) ; (x;y) € Dy f tiene derivadas parciales continuas,

tomamos a x e y como parametros
Las ecuaciones paramétricas son

X =X, y=y, z=f(xy)

r(;y) =xi+yj+ fly)k

o _ o ar_ Lo
6x_l+6xk ay_]+6yk
i j k
rxr, =1 0 fil=—fii—fij+k
01 f



|rexr, | = /fxz +£,°+1
A(S) = ffD /fx2 + f,% + 1dxdy

Si S viene dada implicitamente por la ecuacion F(x; y; z) = 0, suponiendo que la ecuacion define
implicitamente a z como funcion de x e y.

Hallamos f, y f, por derivacion implicita:

Fx+1~"zg—i=092—i:—i—’z‘ siendo F, # 0
d d Fy .
Fy+FZ£: 09£= _F_i siendo F, # 0
{7&2 I /F22+Fx2+Fy
A(S) = ffD 1 +?+#d9€d_’y= ffD lF—ZldXdy

Area de una superficie de revolucién

X =X, y = f(x)cosH, z = f(x)senf

LY S )
Pyl e cosbj + Py senbk

o~ 0i - f(x)senbj + f(x)cosO

6
i j k
or _or _ of of Y o .
<X35 = 1 axcosﬁ axsent? =f'(x)f(x)i — f(x)cosOj — f(x)senbk

0 —f(x)senf f(x)cosb

Inexrgl = (F (Of ()2 + (f (X)cos8)? + (f (x)send)?=y/ (f () f (1))2 + f (x)?=

= J(+ FODfX)? = FOJA + F ()2
21T
0

b
AGS) = jj FEOVA T F @D dxdd = j j FEVA T F @D dxdd =
D a

b
p f FOVA + 0D dx



Esta es la formula que utilizamos el afio pasado para definir el area de una superficie de revolucion
en el calculo de una variable.

Ejemplo 1
Determinar el area de la porcién de superficie de la
semiesfera x? + y? + z2 = 4a?, (z = 0), que es
interior al circulo x2 + y2 — 2ax = 0
En este caso puedo hacer z = f(x; y)

z =./4a% — (x* + y2)
Si proyectamos sobre el plano “xy” tendremos:

A(S) = ff /1 + fi.2 + £, dxdy
D

_ —x _ -y
fx = ey Iy = Faemnn
2 2 2
—X -y 4a
1+f2+f2:1+< >+< >=
o J4a? — (x% +y?) J4a? — (x% +y?) 4a? — (x* +y?)

A(S) ﬂ 4a’ dxd U 2a dxd
= X = X
p 4a® —(x*+y?) Y p \J4a% — (x% + y?) Y

Determinamos D
D es el dominio, en el plano xy, limitado por la circunferencia de la figura, cuya ecuacién se puede
expresar como x2 + y? — 2ax = 0

o
N

En coordenadas polares



x =rcof, y =rsenof,
x2+y?—2ax=0
r? — 2arcosf = 0 >r = 2acosf

D ={(r;0)/0 <r < 2acosd,—m <0 <m}

Podemos usar simetrias, ya que al cambiar y por -y no cambia la ecuacién de la frontera del
dominio ni la funcidn integral, luego podemaos escribir

2a
dx
D, \/4a2 —(x%2+y?

A(S) = zf dy

siendo D1 el semicirculo superior limitado por la circunferencia x2 + y2 — 2ax = Oy el eje x

En coordenadas polares

0
rdrdf = zfﬂ/z f2acose 2ar drdo=2 fon/z de[_zam]zacos _

A(S) = o Jo Vaaz—r?

2a
2 ffD1 Vaaz-r2

/2 /2
= —4af J4a?(1 — cos?26) db = —8a2f (senf — 1)df = — 8a?[—cosh — 19]70”2 =
0 0

= 8a2[cosd + 0]5/* == 8a2[(0 + 2)—(1 + 0)] =8a2( — 1)=4a’(r — 2)

Calculos auxiliares
Por sustitucion

u=4a%—-1r%?>du=-2rdr

2ar
.[—dr =— | auY?du = —=2au’? = —2a/4a? — r?
=" V



Ejemplo 2
Calcule el area de la porcién del paraboloide z = x? + y? que estd comprendida entre los planos
z =0yz = 1:

La interseccion del paraboloide con el plano z = 0 es el punto (0; 0) y con el plano z=1 es la
circunferencia x? + y? = 1 .La regién limitada por la proyeccién de dicha circunferencia sobre el
plano xy es

D ={(x;y) € R?/x* +y? < 1}

Podemos considerar la siguiente parametrizacion
x=x, y=y, z=fxy)

r(x;y) =xi +yj + (x* +y)k z
ar . ar .
a—l+2xk E—j+2yk
i j k
next, =11 0 2x|=-2xi—2y+k
0 1 2y

[rexry| = V(=202 + (—2y)2 + 1 = J4x2 + 4y2 + 1

A(S) = ff |rxxry|dxdy = ff \ 4x2 + 4y2 + 1dxdy
D D

Trabajando en coordenadas polares
x =rcof, y =rsenof

ACS) = [f, V4x? +4y? + ldxdy = fozn f01\/4r2 + 1rdrd6 = 1—12f02n[(4r2 + 1)3/2](1J do=

2T 1
=12, [(5)%/2 — 1]} df = o5 (5V5 - 1)[6]5" = %(5\/5 -1)

Calculos auxiliares
Por sustitucion

u=4r*+1->du = 8rdr

[Varz + 1dr=%f\/ﬂdu = 1—12u3/2 =L (4r? + 1)3/2

12

10



INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UN CAMPO ESCALAR

Sea S la superficie definida por z = g(x; y) y D su proyeccién sobre el plano xy, suponemos, que
gy sus primeras derivadas parciales son continuas sobre D y que f(x, y, z) esta definida sobre Sy es
continua sobre esta superficie

Siguiendo el mismo proceso para definir el area de la superficie, evaluamos el valor de f en

(x;; yi; z;), formamos la suma Y-, f((x;; yi; z;)AS;

2
Donde AS; = Jl + [g 0 v) )% + [9Cxi vi)y ]
Si existe el limite cuando la norma de la subdivision ||P||, tiende a cero definimos la integral de
superficie como

L Jf(x;y;z)d5= limoif((xi;yi;zi)“i

IPl—-

Una integral de superficie se calcula transformandola previamente en una integral doble, lo
cual requiere expresar el integrando en funcidn de dos Unicas variables independientes. El
dominio de integracién de la integral doble pasard a ser la proyeccién de la superficie S sobre
el plano de las variables independientes elegidas.

Teniendo en cuenta lo planteado inicialmente:

Consideramos que S es la superficie definida por z = g(x; y) y D su proyeccion sobre el plano xy
suponiendo ademas que gy sus primeras derivadas parciales son continuas sobre D y f(x, y, z) es
continua sobre S.

Se puede demostrar:

L Jf(xiYiZ)dS =JD Jf(x;y;g(x;y))\/1+ [gx (6 ¥)]% + [gy(x;y)]sz =

Si S la superficie definida por y = g(x; z) y D su proyeccion sobre el plano xz , tenemos

f f (G y; 2)dS = f f £ 905 2 W1+ (92 ) + [, 0 D) 2dA =
S D

Si S la superficie definida por x = g(y; z) y D su proyeccion sobre el plano yz , tenemos

-fs ff(X; y; z)dS =L J-f(g(y; 2);y; z)\/l + [gy(x; y)]2 +[g,(x; 2)]2dA =

Si la superficie S estd dada mediante la funcidn vectorial

r(u;v) = x(u;v)i + y(u; v)j + z(u; v)k conu,v) € D

Si las componentes son continuas y 1, y 7;,, no son nulos ni paralelos en el interior de D, puede
demostrase que

fs ff(x; y; z)dS =HD Fr@); r(v))|n,xr,|dA

11



Aplicaciones de la Integral de Superficie
Las integrales de superficie tienen aplicaciones parecidas a las integrales de linea.

Por ejemplo si una lamina de aluminio tiene la forma de una superficie S y la densidad (medida en
unidades de masa por unidad de area en el punto(x; y; z) esiguala p(x;y; z), entonces su masa
es:

m=[. [p(xy;z)dS

El centro de masa es (X; ¥; Z ) donde

_ 1 _ 1 1

x=—[; JxpCoy;2dS;  y=—[; [ypCayindS;  z=—[ [zp(x;y;2)dS
También los momentos de inercia se pueden definir como lo hicimos en las integrales de linea.
Ejemplo 1

Calcular la integral de superficie fs [(y? + 2yz)dS; donde S es la porcién del primer octante del
plano2x +y +2z =16

L . y y :
Escribimos S en forma explicita z = 3 —Xx=3 2>9g(;y)=3 —Xx=3 003 ;_%(5_2‘-_)«,
Proyectamos la superficie sobre el plano xy
D={(;y)/0<x<30<y<6-—2x}
> (0,6, 0)
1 A'f" — L
gx=-—1 9y = 3 x” (3,0,0) ¥

y=2(3-x)

L f(yz +2yz)dS =fD ff(x; v g(x; y))Jl + [gx (6 NI + [9, (9] dA

1
J J[y2+2y‘(3—x—z)]d5=j j[y2+6y‘—2xy—y2] 1+1+—-dA=
s 2 D \‘ 4

LI 6y — 2xy) (g) dydx =2 [7[3y? — xy?]§72*=2 [3(108 — 108x + 36x% — 4x%)dx

=~ (108 — 54x2 + 12x% — x*)§ = 2 (324 — 486 + 324 — 81) = =°
Ejemplo 2
Si resolvemos la integral anterior pero proyectamos sobre el plano yz tendremos

x=3—§—z%g(y;z):3—§—z

12



D={(Y;Z)/OSyS6,0SzS3—%}

1
gz=-1 gy:_g

L J(yz +2yz)dS =fD ff(g(y; 2); Z)\/l + (g, 0] + 9206 ¥)12dA

L J(yz +2yz)dS = f:jos_%(yz +2y2) @) dzdy :%

3 (6 y3 3[9y2 y*1° 3 243
=2 (oy-Z)dy==|="-2-| == ="
zj(,(y 4>y 2[2 20|, B =

Ejemplo 3

6 3
fo [((v?z +yz?)],

N

Calcular la integral de superficie fs [(x + z)dS; donde S es la porcién del primer octante del

cilindroy? +z2 =9,entrex =0y x = 4
Expresamos la superficie en forma paramétrica

r(x:0) = xi + 3cos@j + 3senbk
0<x<4 0<60<m/2

f f(x +z)dS = ff f(r(x; 8))|rxrg|dA
s D

e =1

rg = —3senfj + 3cosOk

i j k
TeXxrg = |1 0 0 | = —3cosbj — 3senbk
0 —3senf 3cosO

|rexrg| = V9cos20 + 9sen?6 =3

' R0<x<4

S:yi+z2-9

O<y<3

4 ,m/2 4 ) 4 3.
f f(x + z)dS = f f (x + 3senf)3dOdx = f [3x6 — 9c059]g/ dx =J. (7x +9)dx =
S 0 Y0 0 0

3mx?
4

4
+9x] =12m + 36
0

Ejemplo 4

Hallar la masa de una lamina S con la forma del cono z = 4 — 2,/x? + y?, siendo 0 <z < 4.

En cada punto de S la densidad es proporcional a su distancia al eje z.

13



m= [ [p(x;y;2)dS
La densidad esta dada por p(x; y; z) = k/x? + y?
La proyeccién de la superficie sobre el plano xy, esta dado por el circulo x? + y? < 4

Si definimos la superficie en forma paramétrica, tomando como parametros a x e y tendremos

Lono:

r(x;y):xi+yj+(4—2 x2+y2)k T z-4-2/2+y¥
Si escribimos x e y en coordenadas polares tenemos: (
x =rcosf; y=rsend, z=4-2r

1r(0;z) =rcosBi +rsenbj+ (4 —2r)k, 0<60<2m, 0<r<2
D={(r;0)/0<r<20<0<2n}

Observacion: se escribe con negrita la letra r en este problema cuando
nos referimos a la funcion vectorial, para no confundir con la
denominacion r del radio

m= [ [p0C; Y))|rexry|dA= RZ+y-4
rg = —rsenfi + rcosfj
T, = cosOi + senfj-2k
i j k
T9xXT, = |—rsenf rcosf 0 |= —2rcosBi — 2rsenfj + (—rsen?0 — rcos?0)k
cos@ senf =2

|roxr.| = V4r2cos26 + 4r2sen?6 + 12 =15
Expresamos p(x; y; z)en coordenadas polares

p(x;y;2) = kyx? + y2=rk
2 2w 4 4 r3 2 16

m= f f kr2\/5 dodr = k\/gf r2[0]2™ dr = 2\/§kﬂf r2dr = 2\/Skn [?] = ?\/gkn
o Jo 0 0 0

Orientacion

Una superficie suave S es orientable o de dos lados si es posible definir en cada uno de sus puntos
un vector unitario normal a S que varie continuamente con la posicidn. Cualquier porcién de una
superficie orientable también es orientable. Las esferas y otras superficies cerradas suaves en el

14



espacio (superficies suaves que encierran solidos) son orientables. Por convencién, sobre una
superficie cerrada elegimos a n apuntando hacia fuera.

Al orientarla, elegimos uno de los vectores normales unitarios que hay en cada punto.

Una vez elegido n, decimos que hemos orientado la superficie, y lamamos a la superficie

junto con su campo normal una superficie orientada. El vector n en cualquier punto se llama
direccion positiva en ese punto .

La banda de Mébius no es orientable. No importa dénde se comience a construir un campo
unitario normal continuo. al mover al vector de manera continua alrededor de la superficie en la
forma mostrada, éste regresard al punto de inicio con una direccién opuesta a la que tenia cuando
comenzé moverse. El vector en ese punto no puede apuntar a ambos lados, aunque deberia
hacerlo en virtud de la continuidad. Concluimos que no existe tal campo.

Imicio

e

n; A Fin ‘E'T
o .:f_.l. ?
! #
I a L
AY :":
I
Superficie orientable Banda de Mobius: Superficie no orientable

En una superficie orientable el vector gradiente proporciona un camino para hallar un vector
normal unitario.

Para una superficie z = g(x; y), si hacemos G(x;y;2) =z — g(x;y)

VG

Ivé|

—gxi—gyj+k - . . L . .
n=—=—-2%—— Como la componente k es positiva esto induce una orientacién hacia arriba

/(gx)z"'(gy)z"'l

n= -G
VG|

gxitgyj-k . . . L. .
n =—=—=X-———kes negativa esto induce una orientacién hacia adentro
/(gx)z"'(gy)z"'l

Si S en una superficie suave expresada de manera paramétrica por la funcién:r(u; v)
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Los vectores normales unitarios son:

_ TuXxmy _ TpXTy

- |y xmy, - [ryxry

Integral de superficie de Campos vectoriales o integrales de flujo

Una de las aplicaciones mas importantes de las integrales de superficie de capos vectoriales se
refiere al flujo de un fluido a través de una superficie S

Sea F es un campo vectorial continuo definido sobre una superficie orientada S, y n es el campo
unitario normal elegido en la superficie. Supongamos que la superficie S estd sumergida en un
fluido, cuyo campo de velocidades es F. Si AS, es una porcidn pequefia se la superficie, sobre la
cual F es practicamente constante .La cantidad de flujo que atraviesa esta region por unidad de
tiempo podemos aproximarla al volumen de la columna de altura Fn, esto es

Z \
F'n

S

AV =(altura)x(area de la base)=(Fn)AS
Por lo tanto el volumen total del fluido que atraviesa la superficie por unidad de tiempo esta dado
por la integral de superficie de F sobre S dada por la siguiente definicion:

Definicién
Si F es un campo vectorial continuo definido sobre una superficie orientada S, con vector normal
unitario n, entonces la integral de superficie de F sobre S es

[ [ras= [ [ s

Llamamos a la integral de Fn sobre S el flujo de F a través de S en la direccién positiva. De esta
forma, el flujo es la integral sobre S del componente escalar de F en la direccién de n.
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Definicion

Si F es el campo de velocidades del flujo de un fluido, el flujo de F a través de S es la tasa neta con

la que el fluido atraviesa S en la direccidn positiva elegida.

Evaluacion de las integrales de campos vectoriales

e SiSestd dadaporz = g(x;y),

VG ~gxi-gyjtk
n=

V6l [(g0)7+(gy)7+1

_S[des:Jands jj(Ml+1v1+Pk)\/(g*j)z:zf)+2+1J(gx)z+(gy)2+1dA

JJFdS: JJ(Mi+Nj+Pk)(—gxi—gyj+k)dA=Jj(—ng—Ngy+P)dA
S D D

Esta expresion es para la orientacién hacia arriba

Para la normal unitaria hacia abajo, la formula se puede deducir de manera similar y asi
tendremos:

[ [ ras= [ [, + g, - pras
N D

e SiS estd dada en forma paramétrica por una funcion vectorial r(u; v)

fdeS ff lrzxr" ff[F(r(u v))lu vl] |7, x7,|dA —ﬂ [1.x7,]d

Ejemplo 1
Calcule [, [ FndS, donde F = (x + z%)i — (z + 3)k y S la superficie del paraboloide

2z = x? + y?, limitada por z = 2(n es la normal unitaria hacia arriba en S)
x =X

Z, =y

La proyeccién de S sobre el plano xy es el circulo x? + y? < 4
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[ Jrmas=[ [-(r+(5+5) - (545 +)a

En coordenadas polares

5 2 + 4 ’ 2’
foznfoz(_rzcoszg ~Zcosd —= = 3)rdrdo = — " [T—COSZB +75c0s0 + 7+ SL] d6=
” > 0 |2 28 8 2 1o

21 32 32
=—| [4cos?0+ —-cos6 +8)df = (20 + sen26 + —-send + 80]%™ = 20m
0

Nota
Aplicamos::cos?6 = %(1 + c0s20)

Ejemplo 2
Calcula el flujo del campo vectorial F = xy?i + x2yj + xyk, a través de la superficie lateral S que
resulta de cortar el paraboloide z = 2 — x? — y?, porlosplanosz=0 yz = 1

Proyectamos la superficie sobre el plano xy y tenemos el anillo circular 1 < x? + y? < 2

n = (2x; 2y; 1), aplicamos la expresién

fandSsz(—ng—Ngy+P)dA .

5 D

M =xy% N =x2y; P = xy;

gx=-2x  g,=-2y Sesas

Jo JFndS = [ [(2y*x*+2x*y* +xy)dA

En coordenadas polares

=

D={(:6)/1<r<+v20<06<2n}

f f(Zyzxz + 2x%y? + xy)dA =
D

\/Z 21 7
= f f (4r°cos?Osen?6 + r3 cosfsenB)dOdr = e
1 o
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Ejemplo 2
Determine el flujo de F = yzi + xj + z%k hacia afuera a través del cilindro parabélico y = x?;
0<x<1, 0<z<4.

Sobre la superficie tenemos que x = x; y = x2; z = z de manera que automaticamente
tenemos 1(x;z) = xi +x%j+zk,con0<x <1y 0<z<4

El vector normal unitario que apunta hacia afuera en la superficie esta dado

por "
Ty XTy 4 l‘\
n= ,
IrxerI (1,0,4) | 1 V=X
|
i j k :
Xxr,=|1 2x 0| =2xi—j a2
0 0 1 g |
3 1
'—.I —_—
|rexry,] = V4x2 + 1 VAN
_ 2xi—j .
Vax? +1

El flujo de F hacia afuera a través de la superficie es:

-S[ .[FndS =.S[ j(xzzi + xj +sz)<\/%)(\/m> dzdx =

= fol f04(2x3z - x)dzdx=f01[x322 —xz|¢dx = f01(16x3 — 4x)dx = [4x* — 2x2]§ = 2

Ejemplo 3
Calcule el flujo del campo vectorial F(x; y; z) = (x; y; 2z), a través del a superficie cerrada S que
limita el sélido z = 4 — 2x2 — 2y?

D={(x;y;2)/0<z<4-— 252 — Zyz}

La superficie cerrada S que limita el sélido V estd compuesta por dos
superficies:

una porcién del paraboloide S;: z = 4 — 2x2 — 2y? y la tapa inferior
del paraboloide S,:z =0

Por tanto, hay que calcular el flujo de F a través de cada una de ellas X
hacia el exterior de la superficie cerrada.
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Podemos parametrizar la superficie o usar la expresion del flujo para la superficie dada en forma
explicita porz = g(x;y),

JJFndSsz(—ng—Ngy+P)dA=
S D

M=x; N=y; P =2z
gx = —4x gy:_4y

f andS = f f —x(—4x) — y(—4y) + 22)dA = J- f[4(x2 + %) +2(4 — 2x% — 2y?]dA
51 D b
Trabajando en coordenadas polares tenemos

A
2w V2 2m [r?
[, [8dA=[’" [*8rdrd6 = 8f0”[%]0 do = 8[012™ = 167

S2, tapa inferior de ecuacion z =0,
n=-k

fsz JFndS=[ [(x;y;22)(0;0;—1)dA [, [—22dA=0

Por tanto, el flujo de F hacia el exterior de la superficie cerrada S es:

JJFndS:JandS+J andS=167r
S2
S Sq

Ejemplo 4

Hallar el flujo del campo E(x,y,z) = xi +yj + zk, que sale de la superficie cerrada S,
que constituye la frontera de un cubo al que se le ha quitado una esquina, como muestra la
figura.

S es una superficie cerrada, suave a trozos, que encierra un sélido V simplemente conexo.

Flujo saliente de V = [ [ FndS
Para calcular el flujo total es necesario hallar el flujo saliente a través de cada una de las
nueve caras del sdlido

Aplicamos en cada una de las caras la expresion
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Jg JFnds

Sy1: base inferiorz = 0,n, = —k

Flujolzf ands=f f—zds=f f—(O)ds=O
S1 S1 S1
S,:carasuperiorz =2,n, =k
Fluon:f ands=f J-sz
S2 S2
0 (1 1 40
:f deA:f f 2dxdy+f f 2dxdy
D -17-1 0 J-1

=4+2=6

Ss:caralateraly = —1,n3 = —j

2,1
FlujoSzJ JFndszf f—ydAzf JdAzf f dxdz = 4
S3 S3 D 0 J-1

Sy:caralateraly =1,n, =

1,1 2 (0
Flujo4=J JFndszf fydAzf fdAszdxdz+ffdde:1+2:3
Sa Sy D 0 J0 0 J-1

Ss:caralateralx = =1, ng = —i

2 o1
FlujoSzf ands=f f—dizf fdAszdydz:AL
S5 N D 0 -1

Sg:caralateralx =1, ng =i
Flujo6 =, [Fnds=J [xdA= [, [dA=[’ [ dzdy+ [ [ dzdy=1+2=3

S cara superior en la esquina (cuadrado de 1x1) z=1,n, = k

1,1
Flujo7=f J-Fnds=f fszzf fdAsz-dxdyzl
57 S7 D 0o Jo

Sg: cara lateral en laesquina y =0, ng =j

Fluj08:f andszJ JydAzJ JOdAzO
Sg Sg D

So: cara lateral en laesquina x = 0,ng9 =i
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Fluj08=f andszf fdizf deAzO
Sg So D

Flujototal=0+6+4+3+4+3+1+0+0=21
TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

El teorema de la divergencia relaciona una integral de superficie con una integral triple.

El teorema de la divergencia dice que en ciertas condiciones, el flujo hacia fuera de un campo
vectorial a través de una superficie cerrada es igual a la integral triple de la divergencia del
campo sobre la regidén encerrada por la superficie.

Teorema de La divergencia

Sea F un campo vectorial cuyos componentes tienen primeras derivadas parciales, continuas y sea
S una superficie cerrada, orientada, positivamente. y suave por partes. El flujo de Fa través de S
en la direccidon del campo unitario normal exterior n es igual a la integral de la divergencia de F
sobre la regién D encerrada por la superficie:

[ s~ [ avrav

Div F tiene la misma interpretacion fisica en tres y dos dimensiones. Si F es el campo de velocidad
de un gas que fluye, el valor de div F en el punto (x, y, z) es la tasa a la que el gas se comprime o se
expande en (x, y, z). La divergencia es el flujo por unidad de volumen o la densidad del flujo en el
punto.

Ejemplo 1

Evallie el flujo del campo vectorial F(x;y; z) = xyi + (y? + exzz)j + sen(xy)k, a través de la
superficie frontera de la regién D acotada por el cilindro parabdlico z = 1 — x?2, y los planos
z=0y=0yz=2-y

El concepto de flujo sugiere plantear una integral de superficie para resolver el problema.

Seria muy dificil evaluar de manera directa la integral de superficie tendriamos que calcular cuatro
integrales de superficies .En consecuencia utilizamos el teorema de la divergencia para
transformar la integral de superficie en una integral triple, por lo tanto aplicamos:

f f FndsS = f f divFdV :
5 D

divF =y + 2y =3y

»

&~
I
—
'
=
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[, [Fnds = [ff, 3ydv=3 [ [ [77 ydydzdx =

1 ,1-x2 yz 2-z 1 1-x2 - Z)z 1 1-x2 72
:3f f _ dzdx=3f f —dxdy:3f J- (2—-2z+ = )dzdx =
~1Jo 2|, 0 Jo 2 0 Jo 2

3 1—x?

1 z 1 1 —x?
:3f dx |2z —z?> + — =3f [2(1—x2)—(1—x2)2+g]dx=
0 6 0 6
0
3 (Y2 _0y2_ 24 L Xt xS 7 a2 xS )
32 -1+ x-S+ - Dy =3[ Tx - S - T 42]_1_

_3[92 ( 92)]_184—
105 105/ — 35

Célculos auxiliarses
(1—x2)?%=1-2x%+x*

(1 —x%)3=1—3x% +3x* —x®

Ejemplo 2
Resolvemos el ejemplo 4 utilizando el teorema de la divergencia

Hallar el flujo del campo E(x,y,z) = xi +yj + zk, que sale de la superficie cerrada S,que
constituye la frontera de un cubo al que se le ha quitado una esquina, como muestra lafigura.

Flujo saliente=[. [ FndS = [ff, divFdv
divF=3

[ff, divFdv=3[ff, dv=-3[[ [’ [  dxdydz— [} [, [} dxdydz]=3(8-1) =21

JIf,, divFdv=3[ff, dv =3 veces el volumen del cubo=3(vol. cubo lado 2 - vol. cubo lado 1) =
3(8-1) = 21 unidades de flujo

TEOREMA DE STOKES
El teorema de Stokes relaciona la circulacion de un campo vectorial alrededor de la frontera C de
una superficie orientada S en el espacio con una integral de superficie sobre la superficie S. Es

necesario que la superficie sea suave por partes, lo cual significa que se trata de una union finita
de superficies suaves unidas a lo largo de curvas suaves.
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Teorema de Stokes Sea S una superficie orientada suave por partes que tiene como frontera una
curva suave por partes C. Sea F=Mi 4+ Nj + Pk Mi un campo vectorial cuyos componentes tienen
primeras derivadas parciales continuas sobre una region abierta que contiene a S. Asi, la
circulacion de F alrededor de C en la direccidn contraria a las agujas del reloj con respecto al vector
unitario n normal a la superficie es igual a la integral

f Fdr:ff (rotF)ndS
c s

El teorema de Stokes relaciona la integral de superficie que proporciona el flujo del rotacional
de un campo vectorial con la integral de linea de ese mismo campo

Ejemplo 1

Utilizar el teorema de Stokes para calcular gﬁc 2ydx + 3xdy — z% dz , siendo C la circunferencia
de ecuaciones paramétricas

x = 3cost, y=3sen,t z=0, 0<t<2rm
El teorema de Stokes puede aplicarse sobre cualquier superficie S que tenga por borde la
curva C anterior, siendo S suave o suave a trozos, estando S orientada segun la orientacion

de C.

El campo vectorial que interviene en este caso, F(x,y,z) = 2yi + 3xj — z?k va a verificar que

$. 2ydx +3xdy —z*dz = [, [(rotF)nds

Hallamos el rotor de F
i j k

v 0 o 0
roth = 5% dy 0z
2y 3x z?

Tomamos como § la semiesfera que tiene por ecuacién implicita x? + y2 + z?=9con z > O es

decir, z = f(x;y) =9 — (x2 + y?) . Esta superficie tiene como curva frontera C.
El vector na Sserd
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. fi—fyj+k
J (F)? + (£)? +1

fi-fyj+k

J, J@otF)nds=[f (k)—\/(fx)z + (f,)? + 1dA=[f, dA
/(fx)2+(fy)2+1

Siendo D la proyeccidn del circulo de radio 3 sobre el plano xy, trabajando en coordenadas polares
resulta:

3
_ _ 3 p2m _ 3 2 _ r?]°

J, J@otFnds = [[, dA =[] [  rdfdr = [ r[8]5"dr =2r [7]0 =97

También se podria haber utilizado como superficie para aplicar el teorema de Stokes, el

circulo de radio 3, contenido en el plano z=0, pues también tiene por borde la curva C. En

este caso, el vector unitario perpendicular a S, orientado segun la orientacion de la curva C

es k, resultando

~ _ 3 2m 3 o r213
J, J@otF)nds=[f (k)kdS = [[, dydx =[] [~ rdédr= [ r[0]57dr =2n [7]0
Ejemplo 2
Comprobar que se verifica el Teorema de Stokes para el campo vectorial,
F(x,v,z) = —3yi + 3xj + z*k sobre la superficie S definida como el trozo del elipsoide

. . 1
2x% + 2y? + z2=1que esta por encima del plano z = =
Para comprobar el teorema es necesario calcular las integrales que aparecen en ambos miembros

de la ecuacién y obtener el mismo resultado por ambos métodos de calculo

El elipsoide S es una superficie suave, limitada por la curva C, orientada en el mismo sentido que la
superficie S,

.

1 .

. . . .. 1 A R
El elipsoide, tiene semlejesﬁ, 7 y1 12

08+

064

04T ]

0244

ol et
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a) Calculo de la integral de linea.

Se obtiene la ecuacién de la curva C como la interseccién del elipsoide 2x? + 2y%2 + z2 = 1 yel

1 . .
plano, z = -y posteriormente, se parametriza. 2x% +2y? + z*
2 23 (1\2 _1.3,2 2_1
2x° 4+ 2y +(\/E) =1-2>x“+y =1
. . .1 1
C es la circunferencia de radio —en el plano z = —=
2 V2
Su parametrizacion es:
=Zcost, y=—sent z=-- 0<t<2
x=gcost, y=_sent z=- <t<?2n
dx = —zlsent, dy = Zlcost, dz=20

m o3 1 3 1
f (—3ydx + 3xdy+z*dz) =J- [(— z—sent) (— 2—sent> dt + (— cost) (— cost)]dt =
c 0

2 2

3 (2 3
=2 [Tdt=<n
2Jo 2

b) Calculo de la integral de superficie.
Hallamos previamente rotF y el vector n, sabiendo que la ecuacidn explicita de S es

2x2 4+ 2y%2 422 =1>z2=/1-2x2 - 2y?

Hallamos el rotor de F

ik
v 0 Jd 0
ot =1 5% dy o0z|
-3y 3x z*
z=f(x;y)

El vector normal, n a la superficie S serd :

fi-fyj+k

—_— ds = \/(fx)z + (fy)2 + 1dxdy
[(F2+(fy)?+1

n=

fi-fyj+k

J; J@rotF)nds = [ f(6k)—\/(fx)2 + (fy)? + ldxdy=[[ dxdy
/(fx)z"'(fy)z"'l

D es la proyeccidn sobre el plano xy del elipsoide por lo tanto sera la curva de ecuaciones
paramétricas:
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x=rcost, y=rsent, 0<r<1/2 0<t<2m

2m 1/2 am 1211/ 6 6 3
f f(rotF)nds = ff 6dxdy = 6f f rdrdt = 6f dt|—| ==[t]i"==-Qn)==n
s D o Jo 0 2 8 8 2

0

Prof. Maria Graciela Ribas
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