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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Nociones generales

En muchos problemas las relaciones entre variables, se establecen en funcién de razones de

cambio .De hecho al inicio de esta asignatura se plantaron y verificaron algunas de estas, como por
§%u | 6%u

—+-—==0

6x2  8y?

En esta unidad se formalizara el concepto y se veran técnicas para resolver algunas de las

ejemplo la Ecuacion de Laplace

ecuaciones diferenciales mds usadas en ingenieria.

Introduccién
Consideremos los siguientes problemas.

Problema 1

¢Cudles seran las curvas que verifican que la pendiente en cada uno de sus puntos es igual al doble
de la suma de las coordenadas del punto?

Teniendo en cuenta la interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un punto
podemos expresar simbdlicamente este enunciado de la forma

dy

—=(x+

il RN

La incdgnita en este caso es la funcion y = f(x)

Una ecuacion de este tipo se llama ecuacién diferencial ordinaria.

Problema 2

Desde una gran altura se deja caer un objeto de masa m. Determinar la velocidad de caida de este
objeto en funcidén del tiempo t, si la resistencia del aire es proporcional a la velocidad.

Si llamamos R a la resistencia del aire tenemos:

R =kv
Siendo K el coeficiente de friccidon con el aire.

En virtud de la segunda Ley de Newton tenemos que

dv
w=2F



Donde dv/dt es la aceleracion del cuerpo en movimiento, m su masa y F es una fuerza que actla
en la direccion del movimiento.

¢Como podemos expresar esta ley en este caso?

Evidentemente la suma de fuerzas que actlan sobre la masa es la resultante entre dos fuerzas, la
ley de gravedad y la resistencia al aire.

Entonces ko

dv
m—-=mg— Kv .
mg

Como buscamos hallar la velocidad de caida del objeto podemos escribir:

dv K

dt m

Hemos obtenido una relacion entre una funcién desconocida v y su derivada .Necesitamos
encontrar v(t), para ello debemos resolver esta ecuacion.

¢Qué es una ecuacion diferencial?

Definicidn
Una ecuacion que contiene la derivada de una o mas funciones que dependen de una o mas
variables, es una ecuacion diferencial (ED).

Clasificacion de las ecuaciones diferenciales
Las ecuaciones diferenciales se clasifican de acuerdo con su tipo, orden y linealidad.

Clasificacion segun su tipo

1) Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Si una ecuacion diferencial solo contiene derivadas de una o mas funciones con respecto a una
sola variable independiente, entonces se dice que es una E.D. ordinaria (E.D.O).

Ejemplos
d%y dy _ , _
a)ﬁ—4a—5x b)X(t)—ZX(t)

2) Ecuaciones Diferenciales en derivadas Parciales
Una ecuacidn diferencial que contiene las derivadas parciales de una o mas funciones respecto de
dos o mas variables independientes, se llama E.D. en derivadas parciales



Ejemplos

§%u . §%u 5%u 5%u

a)—+—=0 b)Wﬁ'X}/ﬁ:O

En este curso estudiaremos exclusivamente ecuaciones diferenciales ordinarias

Clasificacion segun el orden
Para poder efectuar esta clasificacion necesitaremos incorporar previamente el concepto de orden
de una ecuacion diferencial.

El orden de una E.D (ordinaria o en derivadas parciales) es el orden de la derivada de mayor orden
en la ecuacion.

Ejemplos
a) 5xyy” + 3x2y + 5x = 0 Ecuacién de primer orden
b) 4xy”" — 3y = senx Ecuacion de tercer orden.

dv\ 2
c) 4x (ﬁ) + vy = x Ecuacidn de primer orden

Esta ultima ecuacién es de segundo grado y las dos primeras son de grado uno.

Se llama grado de la ecuacion diferencial al maximo exponente al que se encuentra elevada la
derivada de mayor orden.

Una E.D.O de orden n, se suele representar simbdlicamente de la siguiente manera

F(x; ;959" Y5 .. y™) = 0, que es la forma implicita.
Si es posible despejar la derivada de orden n de la ecuacidn diferencial ordinaria de orden n,

,,,,,

obtendriamos:y™ = f(x; vy Yy’ y("_l)), que es la forma explicita.

Clasificacion segun su linealidad
Por el tipo de operacidn a la que esta afectada la funcidn incégnita

Lineal

Una ecuacion diferencial es lineal si puede escribirse en la forma
n n-1

an () T2+ a1 (1) T + e+ @ (Y = 6()

dxn—1

A partir de esta ecuacién podemos deducir las dos propiedades mds importantes de una E.D.
Lineal:



1) La variable dependiente y todas sus derivadas son de primer grado, esto es, la potencia de todo
término donde aparece y es 1.Siendo el grado de un término la suma de los exponentes de la
variable dependiente y de las derivadas que aparecen en él.

Il) Cada coeficiente sélo depende de x que es la variable independiente.
Las funciones de y, como seny o las funciones de las derivadas de y, como eY, no pueden
aparecer en una E.D lineal.

Ejemplos
a) %Jf%y = senx b) y"=2y"+y=0 c) (y — x)dx + 4xdy

2) No lineal
Cuando una E.D no es lineal.
.a) (A +y)y + 2y = e”* (el coeficiente 1+y, depende de y)

2
b) % + seny = 0 (el seny es una funcién no lineal de y)

4
c) % + y? = 0 (potencia distinta de 1)

Solucion de una ecuacion diferencial

Resolver o integrar una ecuacién diferencial ordinaria es hallar todas sus soluciones

Una funcién y = f(x) se denomina solucién de una ecuacion diferencial si la ecuacion se
satisface cuando y y sus derivadas se reemplazan por f(x) y sus derivadas.

No todas las ED tienen solucidn. El tratamiento de la existencia y unicidad de la solucién reviste
cierta complejidad, por lo que no se aborda dicho problema en este curso.

Ejemplo
Determinar en cada caso si la funcidn es una solucion de la ecuacién diferencial y”" —y =0
a)y =senx b)y=4e* c)y=_Ce*

a) Hallamos y“ e y”* y reemplazamos en la ecuacion diferencial dada

y=senx Yy =cosx y = -—senx

y' ' —y=0

—senx — cosx # 0 la funcidn y = senx, no es solucién de la ecuacidn diferencial

b) Hallamos y“ e y”" y reemplazamos en la ecuacidn diferencial dada
y=4e* y ' =4e*¥ y’ =4e*

y'-y=0

4e* —4e* =0

Asi y=4e* es solucion de la ecuacion

X

c)y=Ce* y' =Ce vy’ =Ce*

Ce* — Ce* =



Entonces y = Ce”, es solucion de la ecuacion para cualquier valor de C.

Hay tres tipos de soluciones para las ED

a) Solucion General

Es conveniente sefia lar que la soluciéon general de una ecuacidn diferencial de primer orden
vendrad dependiente de una constante indeterminada, en el caso de las de segundo orden
dependerd de dos constantes, tres para las de tercer orden

Se puede mostrar que una ecuacién diferencial de orden n tiene una solucidn general con n
constantes arbitrarias

b) Solucion particular

Son soluciones que se obtienen a partir de la solucién general, asignando valores particulares a las
constantes arbitrarias.

En consecuencia y =4 —e —* y = e~* sondos soluciones particularesde y” —y =0

En general estas soluciones se obtienen con datos adicionales sobre la funcién buscada,
denominados condiciones de frontera , tales como y(x,) = y, 0 ¥(0) =y,

Ejemplo
Dada la ecuacién diferencial xy’ — 3y = 0, verificar que y = Cx3 es una solucién, y encontrar la
solucién particular determinada por la condicion inicial y = 2 cuando x = —3.

Verificamos siy = Cx3, es solucidn de la ecuacién diferencial.

y’ = 3cx?

Sustituimos en la ecuacion

x(3cx?) — 3(Cx3®)=0

Ahora hallamos la solucién particular, a partir de la solucién general, utilizando las condiciones
iniciales

y=22>x=-3

y =Cx3

2=-27C>C=-—

La solucién particular sera
_ 2

y= —ﬁx

Para determinar una solucidn particular, el nimero de condiciones iniciales debe corresponder al
numero de constantes en la solucién general

c) Solucion Singular

Son funciones que satisfacen la ecuacién diferencial y no se obtienen a partir de la solucién
general.

Y = xyt/?

En este caso y = 0 es una solucién singular de la ecuacién, porque no se puede obtener de la
familia; dandole a c valores adecuados



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de primer orden

Son de la forma G(x; y; y") = 0 o bien su forma explicitay” = f(x;y), dondey = f(x) es la
funcién incdgnita.

La ecuacién diferencial y” = f(x; y) tiene una familia infinita de soluciones que constituye la
solucién general.

Esta solucidn general, puede ser expresada como: g(x; y; C) = 0. (forma implicita) 6 y = f(x; C)
(forma explicita), y representa geométricamente a una familia de curvas planas, llamadas curvas
soluciones o curvas integrales (una curva para cada valor de la constante C).

Una solucion particular que satisface la condicion inicial y(x,) = y, sera la curva (o las curvas) de
la familia que contiene al punto (x4; y,)

Desarrollaremos algunos métodos que permiten resolver alguna de las mas comunes de las EDO,
en esta unidad abordaremos las EDO de primer orden.

Separacion de Variables
Son ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma y” = g(x)h(y) (1)

Es decir, se la pueden expresar de forma tal que en el miembro de la izquierda aparece y', y en el
de la derecha aparece un producto de dos funciones: una dependiente sélo de x, y otra sélo de y.

. _ d L -
Para resolverla tenemos en cuenta que y’' = d—i, entonces la ecuacién (1) puede escribirse

2 = g(0)h(y)

De donde paratodoy tal que h(y) # 0 tenemos — h( 5= = g(x)dx.

Se trata de arreglar la ecuacion de tal forma que nos quede en un miembro solamente las x, y en
el otro miembro sélo las y.

Luego se integra ambos miembros: f = [ g(x)dx

h(»)

Si ambas integrales pueden ser resueltas tenemos una solucién de la forma: H(y) = G(x) + C
Que es la solucidén general de la ecuacion

Notar que al resolver cada integral aparecen en ambos miembros una constante de integracion las
gue se reuniran en una sola.

Ejemplo 1
Resolver

dy__ ¥y
dx x(y—3)

Reescribimos la ecuacién de forma tal que nos quede en un miembro solamente las x, y en el otro
lasy



(y—3)dy dx
y Cx

y ahora integramos los dos miembros:

f(y—3)dy_ dx
y ) ox

Ja-2a=[Z
y x
y—=3mny=hx+C
En este caso conviene expresar la constante como InC
y — 3lny = Inx + InC
y = Inx + 3lny + InC

y = Inx + Iny3 + InC

y = In (xy3C) O bien e¥ = xy3C

Ejemplo 2
Resolver

dy  Inx

dx  xy + xy3
dy Inx
dx — x(y +y°)

Inx
(v +y3dy = de

Inx
f(J/+y3)dy = Ide

_ In’x

VY I e o bienyt 4+ 2y2 = 2In 4 C
St T = o bieny* + 2y“ = 2n“ +

Calculos auxiliares

Sustitucion
u=lnx9du=§dx

flnxd _.f p _uz_lnzx
x KT ueEES




Ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneas

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y” = f(x; y), es homogénea si se la puede

escribir como una funcién de laformay’ = f (%)
y

Para resolverla se hard la sustitucion v = o mostrando que dicha sustitucién la transforma en una

EDO de variables separables.
v = % 2>y = vx, derivando miembro a miembro

Yy =vx+v,reemplazandoen y = f (X)

X

v’x + v = f(v), operando tenemos

dv .

oX= f(v) — v, separando variables
dv _ dx

f)-v  x

Se procede como lo hicimos en el caso anterior para finalmente reemplazar v = %

Ejemplo 1

Resolver

xyy = x*+y*(1)

Vemos si es una ED homogénea, o sea si la podemos expresar como una funcién de la forma
. y

y=Ff (—)

X

Dividimos ambos miembros de la ecuacién por xy

2 2
y' = 4L S y' = X4+2 esunaEDO homogénea
Xy Xy y X

Hacemos la sustitucién v = % 2>y =vx+v (2
Y =3+7v(3)
Igualamos (2) y (3)

1

. 1 . dv 1 .
vx+v= - +v 2> vx= - 9536 = se transformo en una EDO de variables separables

Entonces procedemos a separar las variables como lo hicimos antes



dx .
vdv = — integramos m.am

dx
Jvdv = —
X

2
v . ..
5= In|x| + C volvemos a la variable original

2
L = 2In|x| + C>y? = 2x%n|x| + Cx?> y = F+/2x2In|x| + Cx2

x2

Ejemplo 2
Prueba que la EDO xy’ = y + xe¥/* es homogénea y resuélvela

xy =y + xe¥/*
Verificamos si la ecuacion es homogénea

Dividimos ambos miembros por x

y' = % +eY/* (1)

La EDO es homogénea

Resolvemos haciendo la sustituciéon v = i—/ 2>y =vx+v (2)

Sustituimos en (1)
y' =v+e¥ (3)
Igualamos (2) y (3)

. , dv
vx+v=v+e® vx=e’' > axze” ,
La ecuacidon dada se transformo en una EDO de variables separables, entonces procedemos a
separar las variables.
dv dx
2> ===

ev x

Integramos ambos miembros

dx
fe_”dv: —
X



—eV=Inlx|+C
Volvemos a la variable original
—e VX =n|x| + C-D>e¥* =—In|x| —C> e™V* =In|x|"1 = C
Aplicamos logaritmos para escribir la forma explicita de la solucién
—i—/ =In[ln|x|"1 = C]> y = —xIn [In|x|"* - C]
Modelado con ecuaciones diferenciales de primer orden

La descripcién matematica de un fendmeno se llama modelo Matematico. Cuando las hipdtesis
acerca del sistema implican, con frecuencia la razén o tasa de cambio de una o mas variables el
modelo matemadtico es una ecuacidn o sistema de Ecuaciones Diferenciales.

En este curso vamos a ver algunos modelos matematicos en los que la ecuacién diferencial es la
herramienta empleada.

Decaimiento Radiactivo

El nucleo de un atomo estd formado por combinaciones de protones y neutrones .Muchas de esas
combinaciones son inestables, esto significa que se desintegran o se convierten en atomos de
otros elementos, o en otro isétopo del mismo Se dice que estos nucleos son radiactivos. Por
ejemplo el radio. Para modelar el fendmeno de desintegracion se supone que la velocidad con que
los nlcleos de una sustancia se desintegran es directamente proporcional, a la cantidad de
nucleos de la sustancia que quedan cuando el tiempo es t. Si consideramos una muestra de
material que contenga N (t) 4tomos de cierto isétopo radiactivo en el momento t, tendremos

dN

— = kN(®) (1)

Esta es una ecuacién con variables separables, donde k es un coeficiente de proporcionalidad.

El valor de la constante de decaimiento k depende del isdtopo particular que se estd manejado.

Si k es grande, el is6topo decae con rapidez, mientras que si k estd proximo a cero, el isétopo
decae con lentitud.

Hallamos la solucion de la ED (1)

Z—IZ = kN(t) - separando variables tenemos dTN = kdt entonces integrando tenemos que
InN(t) = kt + C> N(t) = ekt+¢

N(t) = Cekt

Es comun conocer la cantidad (inicial) de material existente en t=0, lo que se expresa
N(0) = N,

Con esto podemos calcular la constante C:
Ny = Cek¥® > Ny =C

10



Tenemos la solucidn general
N(t) == Noekt

Suele especificarse la constante de decaimiento en términos de otro parametro, la vida media del
isétopo. La vida media de un isétopo radiactivo es el tiempo requerido para que se desintegre o
transmute la mitad de los &tomos en una muestra inicial. Mientras mayor es este dato mads estable
es una sustancia.

Crecimiento

La expresiéon (1) también se emplea como modelo de crecimiento. Por ejemplo en biologia la
rapidez de crecimiento de algunas poblaciones (bacterias o animales pequefios) es proporcional a
la poblacidn presente en cualquier momento t. Lo que podemos expresarlo asi:

dA

e kA (2)

Procediendo de igual manera que en el caso anterior
A(t) = Ce*t

Considerando la cantidad inicial de la poblacién para t=0:
A(0) = A,

Ay =Ce*® >4, =C

Tenemos la solucidn general

A(t) = Agekt

Las ecuaciones (1) y (2) son exactamente iguales, la diferencia radica en la interpretacion de los
simbolos y de las constantes de proporcionalidad. Como cabe de esperar en el caso de crecimiento
k>1y e en el caso de decaimiento k < 1.El modelo de desintegracién también se aplica a
sistemas bioldgicos, por ejemplo para determinar la vida media de una medicina, o sea el tiempo
que tarda el organismo en eliminar el 50% de ella.

Ejemplo 1

Si el 5% de una sustancia radioactiva se descompone en 50 afios:
a) ¢Qué porcentaje habra al final de 500 afios?

b) ¢Y después de 1 000 afios?

c) éCudl es la vida media de esta sustancia?

a) Analizamos los datos que nos da el problema:
N(50) = 0,95N,
Utilizando dicha condicidn procedemos a sustituir la informacion en la forma general

N(t) = Cekt
Ny = Cek¥® > Ny =C
N(t) = Nyekt

N(50) = 0,95N,> 0,95N, = Nye>°% porlo tanto > 0,95 = e5°¢ aplicando logaritmos

11



10,95 = 50k>k = ’”;')95 por lo tanto k = —0,001026

N(500) = Noe(—0,001026)500
N(500) = 0,598N,
A los 500 afios habra un 59% de la cantidad inicial.

b)N(lOOO) — Noe(—0,001026)1000
N(1000) = 0,3584N,
A los 1000 afios habra un 35,849% de la cantidad inicial.

c) La vida media de un isétopo radiactivo es el tiempo requerido para que se desintegre o

transmute la mitad de los &tomos en una muestra inicial por lo que vamos a hacer el siguiente

planteo

N(t,) = % N % = N,e(-0.001026)tm
1 (-0,001026)t In Q)

—=e ) me—>y—_—2°

2 (~0,001026)
t,, = 575afos

Ejemplo 2

Si el nimero de bacterias contenidas en 1 litro de leche se duplica en 4 horas y suponiendo que la

tasa de multiplicacidn es constante, calcular en cuanto tiempo se hard 25 veces mayor

Sabemos que el modelo de crecimiento responde a:
A(t) = CeXt

Primero calculamos k

Ay =Ce*® >4, =C

A(t) = Aoekt
A(4) = 24,
24, = Ayje*k

2 = e** >4k = In2 por lo tanto k = (In2)/4
K = 0,3465

Debemos calcular el tiempo en que A = 254,
25A0 — Aoe(0,3465)t

25 — o(0,3465)t

0,3465t = In25 > t = (In25)/0,3465

t = 9,28 Horas

12



Ley de Newton del enfriamiento

Segun la ley empirica de Newton acerca del enfriamiento, la rapidez con que se enfria un objeto es
proporcional a la diferencia entre su temperatura y el medio que lo rodea, que es la temperatura
ambiente.

Si T(t) representa la temperatura del objeto en el momento t, Ty, es la temperatura constante del

. dar . , . I
medio que lo rodea y - €S la rapidez con que se enfria el objeto, la ley del enfriamiento de

Newton se traduce en el enunciado matematico

dr

pr k(T —Ty)

donde k es una constante de proporcionalidad.

Como supusimos que el objeto se enfria, se debe cumplir que T > T,,,en consecuencia, lo légico es

que k< 0

Ejemplo
Un termdémetro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es de 70°F y se lleva al
exterior, donde la temperatura es de 10°F. Pasado 3 minuto el termdémetro indica 50°F. ¢ Cual es

la lectura cuando t = 1 minuto? ¢Cudnto tiempo se necesita para que el termdmetro llegue a
10°F?

Sea T la temperatura del termémetro
Ty, la temperatura del medio externo
T, Temperatura inicial del termémetro.

T = 10°F

T(0,50) = 50¢F

T(1) =?

dr dar .

P k(T —T,) P k(T —10) ED de variables separables—>
ar

0= kdt, integramos ambos miembros

ar__ kdt
fT—lO_f

In(T —10) = kt + C> T — 10 = e***¢, por lo tanto aplicando propiedades tenemos
T =10+ Ce*t

T(0) = 70¢F
70 =10 + Ce*¥®> ¢ =60
T =10 + 60ekt

Debemos hallar el valor de k
Al medio minuto el termdmetro registra una temperatura de 50¢F
50 = 10 + 60e %%

2 . .
40 = 60e%°% > 5= e%5% aplicando logaritmo natural

13



0,5k = ln§ - k= (lng) :0,5, tenemos que k = —0,811

Ahora estamos en condiciones de hallar la temperatura al minuto.

T =10 + 60e(-0811

T = 36,67°F

Ahora vamos a hallar el tiempo que transcurre para que el termdémetro llegue a los 209F.
T =10 + 60e(-08111

20 = 10 + 60e 0811t

% = ¢~0811t 5 0811t = In(1/6)> t = 2,21 minutos
Circuitos eléctricos

Circuito RL

Cuando un circuito en serie contiene una resistencia y un inductor se llama circuito (RL), la
segunda ley de Kirchhoff establece que las sumas de las caidas de voltaje a través del inductor

(L%) y del resistor (IR) es igual al voltaje aplicado E (t) al circuito. Con esto podemos obtener la

ecuacion diferencial lineal que describe la corriente I(t)

L% +RI=E(t) (1)

& Y ]
{ Y o

| E | =¥
) !

Donde L y R son las constantes conocidas como -~
inductancia y resistencia.

La ecuacion (1) es una ecuacién diferencial lineal

Circuito RC

La caida de voltaje a través de un capacitor de capacitancia C es q/C, donde g es la carga del
capacitor por lo tanto para el circuito en serie de la figura circuito (RC), la segunda ley de Kirchhoff

establece:
1
RI +Eq = E(t)
Pero la corriente | y la carga q se relacionan I=%, asi R

tenemos la ED I:l

R Lk

4,1, N

dt C + ]
E ( )

Las ecuaciones (1) y (2) son ecuaciones diferenciales lineales
Ambas ecuaciones diferenciales se resolveran por el método del factor integrante
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Problemas de Mezclas

Un tipo de problema que se puede describir en términos de una ecuacién diferencial involucra

mezclas quimicas, como se ilustra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo

Supongamos que un tanque mezclador grande contiene 300 litros de agua , en donde se ha
disuelto sal .Otra solucidn de salmuera se bombea al tanque a una tasa de 3 litros por minuto. El
contenido se agita perfectamente y es desalojado a la misma tasa. Si la concentracién de la

solucién que entra es 2kg /litros, hay que formar un modelo de la cantidad de sal en cualquier

momento

Para resolver este problema procedemos como sigue:

Consideremos primero la rapidez con que cambia la cantidad de soluto A(t) en el tanque, la cual

esta dada por la rapidez con que entra el soluto menos la rapidez con la que sale.
Esto es:

dA . .
pm =rapidez con que entra el soluto — rapidez con que sale el soluto = R, — R, (1)

Si tomamos en cuenta que:
1, : larazén de entrada de la solucién -
15 : la razén de salida de la solucién

La rapidez con que entra el soluto es: R, =1,(,

La rapidez con que sale el soluto es: Ry = 7,C;

La concentracidn de salida de soluto que es A(t)/V (t) ya que depende
de la cantidad y volumen presente en el tiempo.

Entonces la expresidn (1) se transforma en:

dA
22 =Re =R (1)

dA A(D)

q 1.Ce —1,Cs = 1.C, _re%
dA A(t) . .
s 17,C, —rem Modelo general para cualquier problema de mezclas o soluciones
R (3 litrOS) (2 kg ) 6kg/mi
= = min
€ min litros g

R, = (3 mms) (ikg/litros) = %kg/min (1)

min 300

v(t) = (=1t +V,
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Vo Volumen inicial

La ecuacidn diferencial que se forma para el soluto puede resolverse usando el método del factor
integrante (que se vera mas adelante) o mediante separacion de variables.

Si para el problema de mezcla descripto anteriormente, se supone que la solucidn salina del
tanque sale a razdn de 2 litor por minutos en lugar de tres litros por minuto. La diferencia entre la
razén de flujo de entrada y salida es 1litros /min, de modo que el volumen del fluido en el tanque
después de t minutos es (300+t) litros, por lo tanto la rapidez con la que sale el soluto del tanque
es

A(t)
Ri=1,——F————
(Te - rs)t + VO
da _ B A(D)
ac = TeCe e (re—T5)t+V,
dA 34

I
dt (300 + ©)
Trayectorias ortogonales

Un problema comun en electrostatica, termodindmica e hidrodinamica involucra encontrar
una familia de curvas, cada una de las cuales es ortogonal a todos los miembros de una familia
de curvas dada.

Por ejemplo, cada una de las circunferencias de la familia x2 + y2 = C, interseca a las rectas de
familia y = kx,en angulos rectos. Esas dos familias de curvas se dice que son mutuamente
ortogonales, y cada curva en una de las familias se denomina como una trayectoria ortogonal de la
otra familia. En electrostdtica, las lineas de fuerzas son ortogonales a las curvas equipotenciales.
En termodinamica, el flujo de calor que atraviesa una superficie plana es ortogonal
a las curvas isotérmicas. En hidrodinamica, las lineas de flujo (corriente) son trayectorias
ortogonales a las curvas de potencial de velocidad.

Ejemplo
_ . s c
Describir las trayectorias ortogonales para la familia de curvas dada por y = p

Primero, hallamos la ecuacién diferencial correspondiente a la familia dada.

Escribimos yx = C

Entonces, por derivacion implicita con respecto a x, se obtiene la ecuacion diferencial
yx+y=0>y = —% Pendiente de familia dada.

Dado que y " representa la pendiente de la familia de curvas dada en (x, y), se deduce que la
familia ortogonal tiene la pendiente reciproca negativa

16



y = g Pendiente de familia ortogonal. (Ecuacidn diferencial de la familia buscada)

Ahora se puede encontrar la familia ortogonal por separacion de variables e integrando.

Q..'Q..
x|
<R

ydy = xdx

fydy:fxdx

2 2

X
r=2,icC

2 2

2 2
%—%=C%y2—x2=2C,

Por lo tanto y? — x? = k, es la familia de curvas ortogonales a la familia dada
Las trayectorias ortogonales son hipérbolas

Ecuaciones lineales de primer orden

Son ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden que pueden expresarse en la forma:

2+ Py =) (1)

donde P y Q son funciones continuas en un intervalo / dado. Esta ecuacién diferencial lineal de
primer orden se dice que esta en forma normal.

En la resolucién de una EDO de primer orden, lineal podemos encontrar los casos siguientes:
a) Q(x)=0 b)Q(x) 20

a) Si Q(x)=0, la ecuacidn lineal suele llamarse incompleta y puede resolverse separando variables.
b) Buscamos la solucién de la ecuacion utilizando un factor integrante.

Para resolver la EDO lineal de primer orden utilizamos un factor integrante u(x), tal que al
multiplicar ambos miembros de la ecuacién (1) por el mismo, se transforme el miembro de la
izquierda en la derivada del producto de[ u(x)y] respecto a x.

Se probara que la ecuacién % + P(x)y = Q(x) tiene un factor integrante, para ello lo vamos a

calcular multiplicando ambos miembros por u(x), entonces

dy
w0 =+ uPEY = u()QM)
Entonces debera cumplirse

d d
() 2 + u()P(x)y = L2

d
u(@) =+ UEPEY = UGy + 3@

Cancelando términos tenemos:

u()P(x)y = yu'(x)
u(x)P(x) = u'(x)

17



u(x)
Integrando ambos miembros:
njlu(x)| = fP(x)dx +C
u(x) = efP(x)dx+C

u(x) = CelPax
Como no estamos interesados en el factor integrante mas general hacemos C = 1

Multiplicando la ecuacién (1) por el factor integrante u(x) = e/ P(dx

efp(x)dx% + e/ PMdxp(x)y = e/ POIAX ) (x) se debia cumplir que el segundo miembro sea
la derivada del producto de u(x)y.con respecto a x.

dlu(x)y]

——— =ux)QX)

dx
[P()dx
Como e 71 _ el PIdx g (x)

Integrando ambos miembros tenemos
efP(x)dxy — f Q(x)efP(x)dxdx
La solucién general es
y = e—fP(x)dx[J Q(x)efP(x)dxdx +C]
En lugar de memorizar la formula obtenida conviene recordar que al multiplicar la ecuacidn
diferencial por el factor el P)AX Tepnemos:
dlu(x)y]
——=u(x)Q(x
= u(@Qe)
Ejemplo 1
Hallar la solucién general de xy” — 2y = x?

La forma candnica de la ecuacion % + P(x)y = Q(x)

y
oY
y o x

Asi P(x) = -2/x y Q) =x
Hallamos el factor integrante u(x) = e
u(x) = o2 f(1/x)dx

[P(x)dx

u(x) = e 2 > y(x) = ™ Su(x) = %

Recordando que

dlu(x)y] _
e u(x)Q(x
d(xlz)_ 1 1

=—.X
dx X2 x
Integrando ambos miembros tenemos
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% = fidx >y = x?[In]x| + C]

Ejemplo 2
Hallar la solucidn general de Z—z - ﬁy =(x+1)3
, 2
Asi P(x) = —— vy Q) =(x+ 1)3
Hallamos el factor integrante u(x) = el P(x)dx
u(x) — e—2f1/(x+1)dx
— ,—2In (x+1) — pln(x+1)72 —
ulx) =e 2> ulx)=e 2>u(x) X112
Recordando que :
du(x)y]
@
dlu(x 1
Gyl _ a1y
dx X +1)?
[z 7)
==t )

Integrando ambos miembros tenemos

y y __[*¥*
ek [(x+ Ddx> rDE [2 +x+ C]

2
La soluciénes: y = (x + 1) [x? +x+ C]

Ejemplo 3

Un acumulador de 12 volts se conecta a un circuito en serie RL,,con una inductancia de 0,5 Henry y
una resistencia de 10 Omhs .Determinar la corriente I(t) si la corriente inicial es cero.

Planteamos la ecuacidn diferencial

Una de las leyes de Kirchoff establece que el voltaje que proporciona la fuente E (t) es equivalente
a la suma de las caidas de potencial en el circuito (en este debido a la resistencia y a la
inductancia) ®

dl
LS+ RI = E(t)

.h_l::\'./
=

0,5% +10I = 12 EDO lineal (£ )

-
o

A

o

Para resolver escribimos su forma candnica:

4 L0l =24
dt

P(t) =20y Q(t) = 24 > el factor integrante es igual a u = eJ 204t

u = e20t
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ul = [24e?%'> | =L[Eez‘)t + C]

e20t |5
6 1
I(t) = [g'{'WC]
Parat =0, I(t) =0
6

E+ g Clr0>c==-2

5 | 20(0)

0=t~

La ecuacion de Bernoulli
La también conocida ecuacidén no lineal que reduce a una lineal con una apropiada sustitucién,
es la ecuacion de Bernoulli, llamada asi por James Bernoulli

2+ Py = QY™ (1)

Esta ecuacion es lineal sin =0, y es de variables separables si n = 1. Asi, en el siguiente
desarrollo se suponequen+#0yn=+1

Para resolverla dividamos la ecuacién (1) por y™

Ly~ + Py = Q) (2)

Efectuemos ahora la siguiente sustitucién:z = y
dy dz _  _pdy
dx (1-n)dx =Y dx
Sustituyendo en la ecuacién (2), obtendremos

az
(1-n)dx

canonica de una ecuacion lineal
L4+ (1-nP@)z = (1-n)Q(x)

Al encontrar su solucién general y sustituyendo z por su expresién z =y

1-n

az _ o _ -n
Entonces— = (1-n)y

+ P(x)z = Q(x) vy si multiplicamos ambos miembros porn(1 —n) tenemos la forma

1= obtenemos la

integral general de la ecuacion de Bernoulli

Ejemplo
Encuentre la solucion general de Z—z —y=e*y? (1)

Dividimos la ecuacién por y? y tenemos

dy ( 1 ) -1 x

—|=)— =e* (2

=52) v (2)

Hacemos la sustitucién z = y~1->derivando ambos miembros respecto de x
dz _2d dz _2d
Z =1y 25 42 24y

dx dx dx y dx

d - .
—ﬁ — z = e* multiplicando ambos miembros por(—1)

Z_z + z = —e* (3) EDO lineal en z

sustituyendo en (2) tenemos

Resolvemos (3)
P =1 Q(x)=—e
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Hallamos el factor integrante u(x) = el pdx> u(x) = el dx
u(x) = e* >Multiplicando la ecuacion (3) por u(x) tenemos que

dlu(x)z]

- Q(x)u(x)

W
dx B

Integrando ambos miembros

— _ 52X _ _1 2x
u(x)z = e“*dx = | 5 € + (]

1.
e*z = [Ee Y+ C]
z= e‘x[%ezx + (]
Volvemos a la variable original z = y~

y—l — e—x[%GZx + C]

_ 2e*
Y = Tex + 2]

1

Ecuaciones diferenciales Exactas
Se trata de ecuaciones en la forma: M(x; y)dx + N(x; y)dy = 0

Definicion

La ecuacidén M(x; y)dx + N(x; y)dy = 0 es una ecuacion diferencial exacta si existe una funcién

f(x; y), con derivadas parciales tales que
flcy) =MQ0;y) v f,(6y) =N(x;y)

Toda solucién general de una ecuacion diferencial exacta estd definida implicitamente por la

ecuacion f(x;y) =C

Para saber si una ecuacion diferencial que tiene la forma: M(x; y)dx + N(x; y)dy = 0 es exacta

debemos recurrir al criterio de Exactitud
Criterio de Exactitud

Suponiendo que M(x;y) y N(x; y) tienen derivadas parciales en un entorno abierto R, la cuacion

diferencial M (x; y)dx + N(x; y)dy = 0 es exacta si y solo si

om _on
ay T ox
Ejemplo

Resolver la siguiente ecuacién diferencial
2xydx + (x> —1)dy =0

Verificamos si | ecuacion es exacta
M(@y) =2xy Ny =(x*-1)



M _ ., N _
dy - ax
Se verifica el criterio de exactitud

2x

Veamos ahora como hallar la funcién f, para ello partimos de
fx(oy) = M(x;y) = 2xy
feCy) = 2xy>f (6 y) = [ 2xydx =x*y + g(¥) (1)

Al integrar con respecto a x, la y se mantiene constante, por lo que la constante de
integracién se puede considerar como una funcién de y.

Derivando (1) con respecto a y tenemos f,, (x; y) = 2+ g9 ()
Pero f,,(x; y) = N(x; y)-> igualando tenemos

x2+g'(y) = x2—1> g'(y) = —1, entonce como necesitamos hallar g(y), integramos

g’(y) = —1, conrespecto ay

g(y=—de=—y+C
Por lo tanto la funcidn que es solucién de la ecuacion diferencial exacta dada es

fey) =x*y+gON> flsy) =x*y —y+C
Luego la solucién general estd definida implicitamente por la ecuaciénx?y —y + C

Soluciones Singulares -Envolvente

Ilustremos lo que es una solucién singular por medio del siguiente ejemplo.

Consideremos la familia de circunferencias representadas por la ecuacién (x — ¢)? + y2 = 25
Estas circunferencias tienen sus centros sobre la recta y = O siendo las rectas y =5 ey =
tangentes a todas ellas.

Buscamos la ecuacién diferencial que tiene por solucion general la familia de curvas dadas.
Derivando en forma implicita ambos miembros de la ecuacidn obtenemos
—2(x—c)+2yy ' =0>yy = (x —c) elevando ambos miembros al cuadrado

y)? = (x—c)?
Reemplazando en la ecuacion

(yy)2+y? =25
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Cualquier solucién particular de esta E.D. es una circunferencia de radio 5, cuyo centro esta sobre
elejex.

Por ejemplo:

Sic=0-> x?+y?=25

Sic=2-> (x —2)2+y? =25

SiCc=-3> (x +3)? + y?> =25

Sin embargo podemos comprobar que, lasrectasy = 5 ey = —5 no son soluciones articulares
y verifican la ecuacién diferencial.

Siy =5 2y =0, reemplazando en laED (yy)? + y? = 25

(5.0)? + (5)? = 25; verifica la ecuacion.

Lo mismo sucede cony = —5

Cualquier solucién de una E.D. que no esté incluida en la solucién general es llamada solucion
singular. La curva correspondiente (en el ejemplo anterior las rectasy =5 ey =-5) es llamada
envolvente de la familia.

Definicién

Solucion singular

Una solucion de una ecuacion diferencial se llama singular si no se puede obtener de la solucién
general al sustituir las constantes por valores, es decir, no es una solucién particular.

Envolvente

Dada una familia de curvas, puede darse el caso que exista una curva llamada envolvente que en
cada uno de sus puntos sea tangente a una de las curvas de la Familia. Cada curva de la familia se
llama involuta. Las envolventes de una familia de funciones, si existen son solucién singular de la
EDD. Queda claro que puede haber otras soluciones singulares que no son envolventes.

En resumen se llama envolvente a una familia de funciones que dependen de un solo pardmetro
a: Cualquier curva tangente a un nuimero infinito de miembros de una familia de curvas, y que es
tangente en cada uno de sus puntos, por lo menos a una de dichas curvas.

Teorema
Si una curva es envolvente de una familia de curvas f(x;y;c) = 0 satisface el siguiente sistema
de ecuaciones:

fG;y,c)=0
fe(x;y;¢) =0

lo cual nos permite hallarla
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Ejemplo 1
Hallar la envolvnete de la familia de rectas y = cx + 2c? que es la solucién general de la
ecuacién diferencial y = xy” + 2(y")?.

Resolvemos el sistema:

y =cx + 2c? (1)

x+4c=0(2)
Reemplazamos x = —4c en (1)
2 2 2 2
y = —%x + 2(%) 2>y = —% +% por lo tanto y = —% es una solucion singular de la

ecuacién diferencial y constituye la envolvente de la familia de rectas que es solucion general,
como se puede apreciar en la figura.

i

-

Ejemplo 2
Hallar la envolvente de la familia de circunferencias (x — ¢)?* + y2 = 1

Resolvemos el sistema: ?

(x - C)Z + yz =1 ".__/":/"\h"ﬁ'l./-;ﬁ""'-.__._.f'::.\./'*x}:":ﬁ':._‘ - ]
(LY [y |

—2(x—-¢c)=0 ) )

SN WA AN S

Obteniendo que x = c. Al sustituir en la ecuacién de la familia obtenemos que la envolvente esta
formada por las rectas y = +1.
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Ejemplo 3

La familia de pardbolas y? = 2cx — c¢?, es la solucién general de la ecuacién diferencial
y = 2xy” — y(y)? .Hallar las soluciones singulares.

Resolvemos el sistema:

y? =2cx—c? (1)
2x =2c¢ (2)

Entonces de (2) X=c y sustituyendo en (1) tenemos que
y2 = 2x% — x2 > y? = x2

Por lo tanto tenemos que las rectas y = + x son soluciones singulares.
En la figura se muestran las soluciones singulares y varias soluciones particulares.
Las rectas y = +x son la envolvente de la familia de pardbolas.

A

Ecuacion Diferencial de Clairaut
La ecuacién diferencial de Clairaut, asi llamada en honor a su inventor, el fisico Alexis Claude

Clairaut, es una EDO de la forma:
dy dy
xX)=x—-—+ (—)
y(x) o T\,
Para resolver la ecuacion diferenciamos respecto a x, quedando:

dy d d? dyn d?
y dy y+f,<y) y

dx dx " dx? " \ax) a2

Cancelando y sacando factor comun tenemos:

o=+ ()

(Yo iy _ (@) =
Y asi —Oédx—C ox+f(dx)—0

dx?
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dy
dx
y(x) = Cx + f(C), que constituye la solucién general de la ecuacion de Clairaut.

En el primer caso tenemos que =—— = C tenemos la familia de funciones dadas por:

La otra expresidn coincide con la derivada de la solucién general y define solo una solucién y(x),
que es la llamada solucién singular, cuyo grafico es envolvente de las graficas de las soluciones
generales, como vimos en el tema tratado anteriormente

El interés que presenta este tipo de ecuacidn se debe al hecho de que tiene como solucién a una
familia de rectas. Ademads, la envolvente, es decir, la curva cuyas tangentes estan dadas por la
familia, también es solucidn, en este caso una solucién singular, de la ecuacién de Clairaut. Esta
fue una de las primeras ocasiones en la historia en que este tipo de solucidn (la solucién singular)
se puso de relieve.

Para hallar la solucién singular resolvemos entonces:

fO;y;¢) =0
fe(x;¥;¢) =0
Ejemplo 1

Hallar las soluciones de la ecuacién diferencial
— 4 ~2
y=xy'+ )

Haciendo y“ = C tenemos la solucién general
y = Cx + (€)? Solucién general

Para hallar la solucién singular

dy

=X +2C=02x= -2C~>C= —;—C reemplazando en la solucién general tenemos

= (P (Y

x2 S e
y=-3 Solucién Singular

Ejemplo 2
Hallar las soluciones de la ecuacion diferencial
xy ' =y+e¥

Haciendoy = C
Cx =y +e®>y=Cx— e’ solucién general
Para hallar la solucién singular derivamos respecto de C

d
d—Z’:x—eC: 0>x=e‘>nx=C
reemplazando en la solucion general tenemos

y = xlnx — e™ > y = xlnx — x Solucién Singular
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