Ecuaciones diferenciales lineales de orden n

Las ecuaciones diferenciales lineales de orden n (siendo n= 2) ,son aquellas que tienen la forma

ao ()Y () + a, ()Y () + a,(x)y " (x) + - + a, ()y™(x) = G(x) (1)

Donde ay(x); a(x)1, az(x); .. y a,, (x) son funciones continuas en unintervalo / y a,(x) # 0
en |

SiG(x) # 0 en/, se dice que la ecuacion es lineal no homogénea.
Si G(x) = 0 en |, se dice que la ecuacion es lineal homogénea.

Si las funciones ay(x); a(x)q, az(x);........... y a, (x) son constantes la ecuacién diferencial lineal
es a coeficientes constantes, si son variables se tiene una ecuacién diferencial a coeficientes
variables.

Los métodos de solucion de las ecuaciones diferenciales de orden mayor a 1 son muy complicados,
debiéndose emplear en la mayoria de los casos métodos numéricos, salvo casos especiales.
Nosotros solo veremos en este curso las ecuaciones de coeficientes constantes.

Particularmente veremos métodos para resolver ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden con coeficientes constantes, lo que luego vamos a hacer extensivo para las ED de mayor
orden.

Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden

Una ecuacion diferencial lineal de segundo orden tiene la forma:
d?y dy _
P(x) 5+ Q) -+ Ry =G(x) (1)

Donde P(x); Q(x) y R(x) son funciones continuas.

Comenzaremos estudiando primero el caso cuando G (x) = 0, estas ecuaciones de acuerdo a lo
visto anteriormente se llaman homogéneas.

La forma de una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden es:

PG)L+ Q) 2+ RG)y = 0 (2)



Dos hechos basicos nos permiten resolver las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas, los
cuales veremos en los siguientes teoremas que no vamos a demostrar, en este curso.

Teorema 1l

Siy1(x) y y2(x), son soluciones de la ecuacion lineal homogénea (2) y C; y C, son dos
constantes, entonces la funcidn:

y = C1y,(x) + C,y,(x), es también solucidn de la ecuacion (2)

Ahora bien el teorema anterior nos dice que la combinacién de dos soluciones también es solucién
de la ecuacioén (2), pero no afirma que esta sea la solucién general. Lo que necesitamos para ello
es lo que nos proporciona el teorema 2 que veremos a continuacion.

Nota

Antes recordaremos lo siguiente:

Dos funciones y; (x) e y,(x) son linealmente independientes sini y;, ni y, son multiplos
constantes entre si.

Por ejemplo

flx) =e* y g(x) = 5e~*, son linealmente dependientes porque'@ A
g , ‘g(x)  5eX 5

_ ox _ X - - : S _ et 1
fx) =e* y g(x) = xe*, son linealmente independientes porque: =5 =1

f(x) =senx y g(x) = cosx, son linealmente independientes porque :% = ii:;c = tagx

Teorema 2

Siy;(x) y y,(x), son soluciones linealmente independientes de la ecuacidn lineal homogénea (2)
entonces la solucién general esta dada por

y = C1y1(x) + Gy, (%),

Donde C; y C, son dos constantes arbitrarias.

Como ya dijimos antes solo veremos métodos para resolver ecuaciones lineales de coeficientes
constantes.

Por lo tanto en el caso de la ecuacion (2), vamos a hacerlo si P(x); Q(x) ¥ R(x) son constantes, es
decir tiene la forma:

ay” + by +cy=0(3)
Donde a, b y c, son constantes.

Para buscar las soluciones particulares y;(x) e y,(x), sugeridas en el teorema 2, usaremos el
recurso muy comun del “ensayo y error”, que en otras palabras significa, proponer una solucidn
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elegida, ya sea azarosamente o con algun criterio intuitivo y aceptarla o descartarla, segin se
verifique o no la ecuacion.

Dado que se buscan funciones tales que, una combinacidn lineal de sus derivadas se anule , es
bastante ldgico pensar que la misma debe tener la particularidad de que sus derivadas se parezcan
entre siy a ella misma.

Una funcién que calificaes: y = e™

’

Asi y'=re™; y’ =r2e"™

Reemplazando estas expresiones en la ecuacion (3)

ar?e™ + bre™ +ce™ =0

Sacamos factor comun e™

e (ar?+br+c)=0

Pero e™, nunca es cero por lo tanto y = e, es solucién de de la ecuacion (3), si 7 es una raiz de
la ecuaciéon ar? + br + ¢ (4)

La ecuacién (4) se llama ecuacién caracteristica o ecuacion auxiliar de la ecuacién homogénea
ay”+by +cy=0

De acuerdo a lo analizado y concluido anteriormente estamos ahora en condiciones de enunciar el
siguiente teorema

Teorema de la Ecuacién Caracteristica
Siy = e"™ essolucién de ay”” + by” + cy = 0, entonces r es solucion de la ecuacion
ar? + br +c

Observemos que la ecuacién caracteristica es una ecuacion algebraica que se obtiene
reemplazando y”" por 2 ; y’por r e y por 1.

Las raices 1, y 1,de la ecuacidn caracteristica pueden encontrase mediante una factorizacion, en
otros casos utilizando la resolvente.

Distinguimos tres casos, de acuerdo al signo del discriminante:b? — 4ac.

1) Las raices 11 y T, son reales y distintas

b? —4ac >0

Entonces las funciones y; = e™* yy, = e™*son dos soluciones linealmente independientes,
(e™* no es multiplo de e™* ) luego la solucidn general sera de acuerdo al teorema (2)

y = Cie"* 4+ Cye™?*
Ejemplo 1
Resolver la ecuacién diferencial

y'—3y'+2y =0

Escribimos la ecuacién caracteristica
Reemplazamos y”" porr2; y'porr ey por 1.



La ecuacion caracteristicaes 12 —3r+2 =10

Hallamos las raices

Sus raices son; =2 y r, =lentonces las funciones y; = e?* y y, = e* son dos soluciones
linealmente independientes,

Escribimos la solucién general

La solucién general sera:

y = C,e?** + C,e* ,donde C;y C, son constantes arbitrarias

2) Las raices 1y y 73 sonreales e iguales (ry = 1, =r)
b? —4ac=0
b

Enestecasorpy = 1, =1 = — >

Entonces y; = e"™ es solucidn de la ecuacion (4), el teorema de la ecuacién caracteristica solo
aporta una de las soluciones. Se debe probar que bajo estas condiciones y, = xe™, es también
solucidn (solucion propuesta)

Vamos a probar que esta es la segunda solucion:

Derivando y, = xe™™ enemos:

’

v, =e™* 4+ xre™

vy, =re"™ +re"™ + xr?e™=2re"™ + xr?e™
Reemplazandoen ay” + by  + cy = 0 (3)

a(2re™ + xr?e"™) + b(e™ + xre™) + cxe™ = 0
e™[(2ar + b) + (ar? + br + ¢)x]

El primer termino 2ar + b = 0 porquer = _%

El segundo termino ar? + br + ¢ = 0 porque r es raiz de la ecuacion caracteristica.
Se puede probar que y; = e"™ e y, = xe"™ son linealmente independiente por lo que
La solucion general sera:

y =Cie™ + Cyxe™
Ejemplo:
Resolver la ecuacion diferencial

y'— 6y +9y =0

Escribimos la ecuacién caracteristica
r?—6r+9=0

La ecuacién tiene dos raices reales eiguales r; = 1, =r =3



Entonces: y; = e3* y y, = xe3¥

solucién general serd

son dos soluciones linealmente independientes, luego la

y = C1e3* + C,xe3*

3) Las raices 1 y 7, son complejas
b%? —4ac <0

Las raices 7,y 1, son ndmeros complejos conjugados, es decir
rn=a+pfiy rn=a-—pfi,vemosque 1 # T3, luego el teorema de la ecuacidn caracteristica
aporta las dos soluciones linealmente independientes

Estas son

y, = e@BDx vy = e(@=BDX {os soluciones complejas de la ecuacién diferencial
Asi la solucién general puede escribirse como

y = Ae@+BDx | pola—Bix

Estas dos soluciones complejas pueden ser sustituidas por dos soluciones reales.

Veamos esto:
Primero recordamos que por la formula de Euler la forma exponencial de un numero complejo
Puede escribirse

eP¥=cosfx + isenfx y e P¥=cospx — isenfx

Reescribimos la solucién general

y = Ae®* eP* 4 Be®e~BiX A0 (cosfx + isenfx) + Be® ( cosfx — isenfx) =
=™ [(A + B)cosPx + i(A — B)senfx]| = e** [C;cosPx + C,senpx]

DondeC; =A+B y C,=i(A—-B)

Entonces la expresion

y = e*™ [C;cosBx + C,senfx] da las soluciones reales o complejas de la ecuacién diferencial,
aungue a nosotros nos interesan coeficientes que arrojan valores C; y C, reales

Se puede observar que

v, = e®cosBx y y, = e™senfx, son dos funciones linealmente independientes

Ejemplo3
Resolver la ecuacion diferencial y"+4 y '+5y=0

La ecuacién caracteristica es
r’+4r+5=0

Lasraicessonry =—24+iy 1, =—-2—1i
a==-2y =1

Entonces por lo visto anteriormente la solucién general es:
y = e ?*[C,cosx + C,senx]



El siguiente teorema resume lo visto anteriormente

Teorema 3

Sea ay” 4+ by + cy =0, una ecuacion diferencial linea de segundo orden homogénea y de
coeficientes constantes y ar? + br + ¢ =0 su ecuacién caracteristica y r;y 75, raices de esta
ultima ecuacidn entonces:

a)Si ry 1, son dos raices reales distintas 2> y = C;e™* + C,e™*

b) Si 11y 1, son dos raices reales iguales 2> y = C;e™ + Cyxe™

c) Si ;¥ 1, son dos raices complejas conjugadas 2 y = C;e**cosfix + C,e**senfix

El teorema anterior puede generalizarse para una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden
n con coeficientes constantes

Teorema 4
Sea la ecuacidn:

ay™ 4+ a,_1y® D+ L 4a,y +a;y + agy = 0 y su ecuacion caracteristica
Q™ 4 "+ L taritagr+ ag =0

La solucién general tendra n términos que se determinaran de con las siguientes reglas

a) Por cada raiz real simple r de la ecuacién caracteristica la solucién general tendrd un sumando
de la forma Ce™

b) Por cada raiz real r de multiplicidad k de la ecuacién caracteristica la solucidn general tendra k
sumandos de la forma C;x™e"™, donde m=0,1, 2.....k-1

c) Por cada par de raices complejas conjugadas a + Si, de la ecuacidn caracteristica la solucion
general tendrd dos sumandos C;e“*cosfx + C,e* senfx

c) Por cada par de raices complejas multiples « + Bi, de multiplicidad k, de la ecuacion
caracteristica, la solucion general tendra 2k sumandos del tipo x™e**[C;cosBx + C,senfx]

con m=0,1, 2.....k-1

Ejemplo 4
Hallar la solucidn general de:
4y —y =0

Escribimos la ecuacién caracteristica

43 —r=0

Hallamos sus raices

Factorizamos

r7(4r? — 1) = 0 Slasraicesson: 1, = 0 1, :% y Tr3=-—-=
Las raices son reales y simples

La solucién general es:

1 1 1 1
y = Cleox + Czeax + C36_5x= Cl + Czezx + C3e_5x



Ejemplo 5
Resolver:
y® —2y® 4 2y(M _y =

Escribimos la ecuacién caracteristica
r*—2r342r-1=0

Se calculan lasraicesytenemos =1 =1y 1rn=1rn=-1
Tenemos tres raices reales multiples ¥ = 1 ( multiplicidad k=3) que da lugar a tres soluciones
particulares , y una raiz real simple r = —1, que origina una solucidn particular.

La solucién general es
y = Cie* + Crxe* + C3x%e* + Ce™

Ejemplo 6
Resolver:
Y +y =0

Escribimos |la ecuacidn caracteristica

r3+r=0

Hallamos sus raices

Factorizamos

r(r?+1)=0

Las raices son: Una raizreal r; = 0 y dos raices complejas conjugadas r, =10 y 13 =-1i
La solucién general es:

y = C,e%% + e%%(Cycosx + C3senx) = C; + Cycosx + Cysenx

Ejemplo 7
Resolver:
Y 46y +9y =0

La ecuacidn caracteristica es:

r*+6r’+9=0

Al factorizarlo lo podemos expresar como
r*+6r24+9=0x%2+3)2=0 > (@*>+3)?2=(0%2+3)@%+3)
Las raices son el par de raices complejas F+/3i de multiplicidad 2

= \/§i; r, = —\/gi; r3 = \/gi; Ty = —/3i

Luego la solucion es
y = C;cos (v3x) + Czsen(\/§x) + C3xcos(V3x) + Cixsen(+/3x)



Ecuaciones lineales No homogéneas

Ahora vamos a aprender a resolver ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas de segundo
orden con coeficientes constantes., es decir ecuaciones de la forma

ay” + by +cy =G(x) (1)

Donde a, b y ¢ son constantes y G(x) es una funcién continua.
La ecuacién diferencial homogénea asociada

ay” + by +cy=0(2)

Se llama ecuacién complementaria y desempefia un papel importante en la solucién de la
ecuacion no homogénea original.

El siguiente teorema muestra que para determinar todas las soluciones de una EDO Lineal no
homogénea ya sea de coeficientes constantes como variables solamente se necesita hallar una
solucion de ella y la solucidn general de su homogénea asociada (ecuacion complementaria).

Teorema 1l
La solucién general de la ecuacién diferencial lineal no homogénea puede expresarse como:

y(x) =y, () + ye(x)
Donde y,(x) es una solucién particular de la ecuacién diferencial lineal no homogénea (1) y
V. (x) es la solucién general de la ecuaciéon complementaria (2)

Ya sabemos la forma de resolver la ecuacién complementaria.

Recordamos que y.(x) =y = Ciy1(x) + C,y,(x), donde y;(x) y y,(x) son soluciones
linealmente independientes. Nuestro problema ahora se reduce a hallar una solucién particular de
la ecuacioén (1)

Para hallar la solucién particular podemos utilizar dos métodos: el método de variacidn de los
pardmetros o el método de los coeficientes indeterminados.

Coeficientes Indeterminados

La idea basica de este método consiste en una conjetura o propuesta coherente acerca de la
forma de y, (x), originada por los tipos de funciones que forman el dato G(x).

Este método es directo pero solo es Util para una clase restringidas de funciones G(x):

G(x) debe ser una funcién polinomica, una funcién exponencial e, funciones seno, coseno como
cosfx, senfix o sumas y productos finitos de estas funciones

Ejemplo 1
Resuelve la ecuacion
yn_l_y,_zy :XZ



Hallamos y,.(x)

Escribimos la ecuacién caracteristica
ri+r—2=0

Lasraicessonr; =—2 y r, =1

La solucioén y, es:

Ve (x) = Cie ™ + C,e*

Como G(x)=x? es un polinomio de grado 2, buscamos una solucién particular de la forma
yp(x) = Ax?> + Bx + C

yp(x) =24x +B

Y p(x) =24

Sustituimos las derivadas en la ecuacidn diferencial dad.

Yy +y -2y =x*

2A+ 2Ax + B — 2(Ax? + Bx + C) = x?

Asociamos los términos de igual grado

—2Ax% + (2A - 2B)x + (2A + B — 2C) = x?

Los polinomios son iguales cuando los coeficientes son iguales, por lo tanto tenemos

—2A=1->A=—

2A—2B=0>A=B8B porIotantoBz—%

2A+B—2c=oe—1—§—2c=o; —%—zczo; —2C=%por |otantoC=—%

Una solucion particular es

1, 1 3
yp(x)z—zx —3X—7

La solucién general es

y(x) = yp(x) + y.(x)

y(x) = Cie”?* + C,e* —lx2 ——x—E
! 2 2 27 4

Ejemplo 2

Resuelve la ecuacién

y’ +4y =e?*

Hallamos y,.(x)

Escribimos la ecuacion caracteristica
r2+4=0

Las raicessonry =—2i y r, = 2i

La solucién y, es:

yo(x) = Cicos2x + C,sen2x



Como G(x) = e3*, buscamos una solucién particular de la forma Vp(x) = Ae3*
Entonces tenemos

y'p(x) = 34e3*

Y p(x) = 94e3*

Sustituimos en la ecuacion dada:

y +4y =e3*

9Ae3* + 4Ae3* = 3%

134e%* = e > A = —
Luego entonces una solucion particular es

3x

1
Yp(x) - Ee

La solucién general es:

y(x) = yp(x) + y.(x)

1
y(x) = C;cos2x + Cpsen2x + 1—3e3x
Ejemplo 3
Resuelve
vy’ —y =cosx

Hallamos y,.(x)

Escribimos la ecuacién caracteristica
r’2—1=0

Lasraicessonr; =1 y r, = —1

La solucién y, es:

Ye(x) = Cie™ + Cre*

Como G(x) = cosx, buscamos una solucién particular de la forma y, (x) = Asenx + Bcosx
y'p(x) = Acosx — Bsenx

¥y p(x) = —Asenx — Bcosx

Reemplazando en:

vy’ —y =cosx

—Asenx — Bcosx — Asenx — Bcosx = cosx
—2Asenx — 2Bcos = cosx

De esta ecuacion deducimos que

—2Asenx =02A=0

—2Bcos = cosx> —2B = 1 porlotanto B = —%
La solucidn particular es

¥p(x) = Asenx + Bcosx



Vp(x) = — 3 coSXx

La solucién general es
y(x) =y (%) + ye(x)

1
y(x) = Cie™ + C,e* — 5 cosx

Ejemplo 4
Resuelve la ecuacion
Yy’ —4y = xe* + cos2x

Hallamos y,.(x)

Escribimos la ecuacién caracteristica
r2—4=0

Lasraicessonr; =2 y r, = =2

La solucién y,. es:

Ve (x) = Cie 2 + C,e?*

Como G(x) = xe* + cos2x

Para cada término proponemos una solucion particular
Vp1(x) = (Ax+B)e*

Trabajamos con esta solucion particular primero
Y p1(x) = Ae* + (Ax+B)e*

Y p1(x) = Ae* + Ae* + (Ax+B)e*

Y 'p1(x) = (2A + B)e* + Axe™

Sustituyendo en la ecuacién

vy — 4y = xe* tenemos que:

(2A + B)e* + Axe* — 4(Ax+B)e* = xe*
Asociando

(2A — 3B)e* — 3Axe* = xe*

De aca deducimos que

—3Axe* = xe* >—3A =1porlotanto 4 = —%

2A— 3B = 0> 24 = 3B, B:%A-egz_g
Vp1(x) = (Ax+B)e*

1 2
Vp1(x) = (—gx—g)ex

Proponemos ahora la soluciéon particular para el segundo término

Vp2(x) = Ccos2x + Dsen2x
Y p2(x) = —2Csen2x + 2Dcos2x
Y p2(x) = —4Ccos2x — 4Dsen2x
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Sustituyendo en la ecuaciéon y* — 4y = cos2x

—4Ccos2x — 4Dsen2x — 4(Ccos2x + Dsen2x) = cos2x
Asociando

—8Ccos2x = cos2x 2—8C = 1 porlotanto C = —=

—8Dsen2x = 0> D =0
Vp2(x) = Ccos2x + Dsen2x

1
Vp2(x) = — 5 coSs2x

La solucién general es

1 2 1
y(x) = Cie™%* + (C,e?* — (=x+=)e* — —cos2x

39 8
Nota
En este método es neurdlgico conocer la solucidn complementaria, porque a veces puede ocurrir
gue la solucidon particular que se recomienda sea una solucién de esta ecuacién y no pueda ser
una soluciéon de la no homogénea, cuando esto ocurre decimos que hay un solapamiento.
En tales casos multiplicamos la solucién propuesta por la mayor potencia de x que elimina el
solapamiento.

Ejemplo 5
Propone (no resolver) una solucidn particular para la siguiente EDO
Yy’ +y=senx

Escribimos la ecuacion caracteristica

r24+1=0

Las raicessonry =1i y r, = —1i

La solucién general es:

y.(x) = Cycosx + Cysenx

Como G(x) = cosx, buscamos una solucién particular de la forma y, (x) = Asenx + Bcosx

En este caso observamos que la solucion propuesta es solucién de la ecuacién complementaria, es
decir hay solapamiento, asi que en su lugar proponemos

¥p(x) = Axsenx + Bxcosx

Ejemplo 6
Propone (no resolver) una solucion particular para la siguiente EDO
Y -y = 4x

Escribimos la ecuacién caracteristica
r3—r2=0
r’r—1)=0
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Lasraicessonmy =1 , r, =0y r3=0

La solucién de la ecuacidn complementaria es:

y.(x) = Cre* + C,e%* + C3xe®™

Ye(x) = Cie* +C, + C3x

Como G(x) = 4x ptoponemos y,(x) = Ax + B

Sin embargo podemos observar que esta propuesta solapa con parte de la solucién y.(x), el
solapamiento se da con los dos ultimos términos.

Si multiplico y, (x) = Ax + B por x tendriamos y,,(x) = Ax? + Bx

Seguiria solapando Bx con C5x, por lo tanto vamos a multiplicar la solucién particular propuesta
por x? y tenemos

¥y (x) = Ax® + Bx?

Ejemplo 7
Propone (no resolver) una solucion particular para la siguiente EDO
y” — 4y = x? + xsen(2x)

Escribimos la ecuacién caracteristica

r3—4r=0

r(r2—=1)=0

Lasraicessonr; =1 , r, ==1yr; =0

La solucion de la ecuacién complementaria es:

V. (x) = Cie* + Ce™ + C3e%%

v.(x) = Cie* + Cre™ + (5

Proponemos una solucién para cada término del segundo miembro
Si G(x)=x?

ypl(x) = Ax? + Bx + C, tenemos solapamiento con C; por lo tanto vamos a proponer
Vp1(x) = Ax3 + Bx* + Cx

Si G(x) = xsen(2x)

Vp2(x) = (Dx + E)cos2x + (Fx + H)sen2x

No existe solapamiento por lo tanto tenemos

¥p(x) = Ax® + Bx? + Cx + (Dx + E)cos2x + (Fx + H)sen2x

Método de variacion de los parametros
Sea la ecuacion diferencial lineal no homogénea de coeficientes constantes

ay” 4+ by + cy = G(x) y su ecuacion diferencial homogénea asociadaay” + by +cy =0
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Supongamos que ya hemos resuelto ay” + by +cy =0 y que hemos expresado su solucién
como

Ye(x) = C1y1(x) + Coy,(x)
donde y; (x) y y,(x) son soluciones linealmente independientes.

El método consiste en reemplazar las constantes C; y C, por funciones u;(x) y u,(x)., y buscar
una solucién particular de la ecuacién diferencial no homogénea ay” + by + cy = G(x) de la
forma

Vp(x) = uyy1(x) + upy, (%)

Este método se llama variacidén de parametros porque hemos variado los parametros C; y C, para
hacerlos funciones

Hallamos la derivada de y,, (x)

Vo () = ug'yr tugys + up 'y, Hupys’

A los efectos de simplificar los calculos Imponemos la condicién de que u;’y; + u,y, =0, (1)
Asi tendremos entonces

V' () = wiyr "+ Uy,

Hallamos

V() =u 'y uy Tty upy”

¥ (x) Sera la solucion particular de la EDO ay”” + by” + cy = G(x), si la verifica

Reemplazando y.y" e y” en la ecuacion diferencial no homogénea, resulta
auyyr" +wy " Uy ey, ) + b(uiyr + upye) + c(uiyr +upyz) = G(x)

Agrupando los términos que tengan factor comun u, y los que tengan facto comun u,
ui(ay, "+ by, "+ cy1) +ux(ay, "+ by, + cy,) +auy 'y, +upy,) = G(x)

Los dos primeros términos que estan entre paréntesis son nulos porque y; e y,son soluciones de
la ecuacidn complementaria, por lo que

ay;”+by;"+cy; =0 y ay,;”+ by, + cy, = 0 porlo que resulta:

a(u; 'y, +uyy,) = G6(x) (2)

Las ecuaciones (1) y (2) forman un sistema de dos ecuaciones con las funciones desconocidas u, y
Uy,

uyr+ uy’y, =0

a(uy 'y, +uyy,) = G(x)

Después de de resolver este sistema hallamos u;" y u,” y luego integramos para encontrar u; y
u,.De esta manera la solucién particular esta dada por y, (x) = u;y;(x) + uzy, (x)
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Ejemplo 1

Hallar la solucién general de

vy’ +y=secx

Hallamos la solucion de la ecuacion caracteristica
Y +y=0

r’+1=0-r=7F1i

y.(x) = Cycosx + Cysenx
Usando la variacién de pardmetros se propone la solucién

¥p(X) = uqycosx + uysenx
Planteamos el sistema a resolver

uq,’cosx +u,’senx = 0

—u,’senx + u,’cosx = secx

Hallamos u;”
0 senx|
T= G COSX _ _senxsecx = —tgx

U = T cosx senX| =
—senx cosx

Hallamos u,”

cosx 0
,_ l—senx secx! _ —
Uy = T7osx senx| = cosxsecx = 1
—Senx cosx

Ahora hallamos u,
U = — f tgxdx = In |cosx]|

Ahora hallamos u, = [dx = x
Luego y,(x) = uycosx + uysenx por lo tanto y,(x) = In|cosx|cosx + xsenx

De acuerdo al teoremal

y () = yp (%) + ye(x)
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y(x) == C,cosx + C,senx + In|cosx|cosx + xsenx

Ejemplo 2

Hallar la solucidn general de

vy’ +y=cosx

Hallamos la solucién general de la ecuacién caracteristica
Y 4y =0

r’+1=0->r=%F1i

y.(x) = Cycosx + Cysenx
Usando la variacion de pardmetros se propone la soluciéon

¥p(X) = uycosx + uysenx
Planteamos el sistema a resolver

U, cosx + u,’senx =0

—u,’senx + u,’cosx = cosx

Hallamos u;”

0 senx|
,_ lcosx cosx! _
1 = T éosx —Senx] = —Senxcosx
—senx cosx|
Hallamos u,”
COSX 0 |
, _ l—senx cosx! _ 2
U COSX senx| = CO0S"X
—Ssenx cosx
cos?x
u; = — | senxcosxdx = >
Por sustitucion u = cosx—— du = —senxdx
f 4 u?  cos®x
udu =— =
2 2

1 1 sen2x
Uy = f cos?xdx = ff(l + cos2x)dx = 5% + )
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co

s?x 1 1
yp(x) = cosx + - (x+ Esean)senx

2

senZ2x = 2senxcosx

2
Vp(x) = % cosx + % [x + % (2senxcosx)]senx

__ cos3x+xsenx+sen?xcosx
Yp(x) = >

Recordemos que
y.(x) = Cycosx + Cysenx

1 1 1 1
= Ecosx(coszx + sen?x) + SXSenx = - cosx + > xsenx

Se omite el término 5 cosx de la solucidn particular por estar incluido en la solucién caracteristica

(Cicosx) >

Yy (x) = 2 xsenx
p 2
La solucién general es:

y(x) =y, (x) + y.(x

1
y(x) == C;cosx + C,senx + S xsenx

El teorema 1 aplicado para resolver ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas de orden 2,

puede extenderse a ecuaciones de mayor orden. Veamos como ilustracidn el siguiente ejemplo

Ejemplo 3

Hallar la solucidén general de
Yy +y =secx

La ecuacidn caracteristica es:
r*+r=0

Factorizamos:
r(r2+1)=0

Lasraicesson: 1, =0, ,=1i y 1r3=-1i
La solucién y, es:

V. = €1 + Cycosx + C3senx
Usando variacion de los parametros proponemos la solucion

Yp = Up +Upc08x + uzsenx

Planteamos el sistema a resolver
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U;yr+ Uy, tuz’y; =0
Uy + uy,+u3’y;=0
a(u;y1” +u’y,” +uz’y;”) = G(x)

Uy +uy’cosx + uz’senx =0
Ou, " — uy 'senx + uz ’cosx = 0
Ou, " — u, ‘cosx — uz ‘'senx = secx

0 cosx senx
0 —senx  cosx

uy = SEEE ZCOSX 2SO — secx > uy = [ secxdx = In|secx + tgx|
0 -—-senx cosx
0 -—cosx -—senx
1 0 senx
0 0 cosx

4 0 secx —senx|l __ — —
Uz 1 cosx senx | —12>-> U = f—dX ==X

0 -—senx cosx
0 -—cosx -—senx

1 cosx 0
0 —senx 0
u; = 0 —cosx secxl _ —tgx> uz == — | tgxdx = In|cosx|
1 cosx senx
0 —senx cosx

0 —cosx —senx

Yp = Uy + uzcosx + uzsenx
¥p = In|secx + tgx| — xcosx + In|cosx|senx
y(x) =y (x) + y.(x

y(x) = C; + C,cosx + C3senx+In|secx + tgx| — xcosx + In|cosx|senx

Luego de los ejemplos anteriores puede observarse que el método es eficaz, sin embargo muchas
veces se vuelve muy tedioso por la cantidad de cdlculos que hay que realizar, y en otras ocasiones
es muy dificil de calcular las integrales que se plantean por lo que hay que recurrir a SAC

Prof. Maria Graciela Ribas
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